Vzorové riesenia 3. série letnej ¢asti KMS 2015/2016

Uloha &.1: Asia a Veronika sa hraji hru. Na zaciatku maji na stole 47 zapaliek. Ana zacina a potom sa striedaji
v tahoch. Kazdd vo svojom tahu zoberie zo stola bud 1, 3 alebo 5 zdpaliek. Vyhrdva td, ktord zoberie posledni
zdpalku. Md niektord z nich vitazni stratégiu?' Nezabudnite svoje turdenie zdévodnit.

Riesenie: (opravovali Domé¢a a Mojo)

Vsimnime si, ¢o maju éfsla 1, 3 a 5 spoloéné. Vietky st neparne. A teda ak pred nasim fahom méme parny pocet
zépaliek, tak po nasom tahu bude pocet zapalick neparny a naopak.

To znamend, Ze po Aninom fahu ndm ostane parny poéet zépaliek a po Veronikinom tahu neparny. To sa opakuje
aj pri Aninom a Veronikinom druhom tahu, tretom tahu... Z toho vyplyva, Ze Afia bude ma po svojom fahu vidy
parny pocet a Veronika nepdrny pocet zdpaliek (rozmyslite si preco).

KedZe nula je parna, tak Veronika ju po svojom fahu neméze nikdy dosiahnuf. A teda Veronika nemoze vyhrat.
Ked'7e vzdy musi niekto vyhrat (lebo po kazdom tahu sa zniZi pocet zépaliek), tak to musi byt Ana.

Uloha &.2: V Kocirkove je niekolko miest a medzi niektorymi dvojicami miest premdva priama obojsmernd le-
teckd linka. Leteckd siet medzi tymito mestami je suvisld, ak sa z kazdého mesta dd niekolkymi linkami dostat do
Tubovolného iného mesta. Kedze je to vsak Kociurkovo, ich leteckd siet nie je siuvisld. Starosta sa preto rozhodol
pre komplexni reformu. Nariadil zrusit vsetky letecké linky a zaviedol nové (opit priame obojsmerné) letecké linky
medzi kaZdymi dvomi mestami, ktoré pred reformou neboli spojené priamou linkou. Zistite, ¢i bude po tejto reforme
leteckd siet Kocirkova stvisld. Nezabudnite svoje turdenie zdévodnit.

Riesenie: (opravoval Dominik)

K tomu, aby sme zistili, ako bude po reforme vyzerat letecks sief v Koctrkove, musime si najskor uvedomit, ako
mohla vyzeraf pred fiou.

Aby bola sief nestvisld, musi existovat minimélne jedna dvojica miest, medzi ktorymi nevedie Ziadne, priame ani
nepriame, letecké spojenie. To je ekvivalentné s tym, Ze siet je nestivisld, ak obsahuje dve neprazdne mnoziny miest,
medzi ktorymi neexistuje Ziadne letecké spojenie. Chceme ukézat, ze po reforme bude letecks sief sivisld. Ako to
spravit? Uk4zeme, Ze sa vieme dostat z lubovolného mesta do kazdého iného. Pozrime sa teda na nejaké dve mesta.
Ak mesta neboli pred reformou priamo letecky spojené, tak po reforme budi.

Co ale ak boli? Na to vyuzijeme fakt, ze pred reformou museli existovat dve mnoziny miest, medzi ktorymi nebolo
ziadne letecké spojenie. Ak boli mesta spojené uz pred reformou, tak musia patrif do rovnakej mnoziny. Bez ujmy
na véeobecnosti si mézme povedat, ze patrili do prvej mnoziny.? Po reforme budi obe tieto mest4 spojené s nejakym
mestom z druhej mnoziny (lebo pred reformou neboli), a teda existuje letecké prepojenie na jeden prestup medzi
povodnou dvojicou miest.

Ukézali sme, Ze lubovoln4 dvojica miest bude po reforme prepojend, ¢o vlastne znamens, 7e celd leteckd sief bude
suvisla.

Uloha &. 3: Ivka si ukladd svoje okrihle ndusnice do lichobeznikovej krabicky. V rovine je dany lichobeznik ABC D
so zdkladriami AB, CD a vjskou dl/z'ky v. Kruznica k sa dotyka stran AB, CD a DA a kruznical sa dotjka strdn
AB, BC a CD. Dokdzte, Ze kruznice k al sa zvonka dotykaji prdve vtedy, ked |AB|—|BC|+ |CD| —|DA| = 2v.
Riesenie: (opravovali Pefa a Ana)

Zo zadania 1lohy vieme, Ze ndusnice v tvare kruhov sa dotykaji oboch zdkladni lichobeznika ABC D, pricom jedna
nausnica sa dotyka ramena AD a druhd sa dotyka ramena BC'. To, Ze sa obe dotykaji oboch zdkladni, ndm hovori,
ze kruznice maju rovnaky priemer rovny vyske lichobeznika. Preto maju aj rovnaky polomer.

Podla zadania mame dokézat, Ze kruznice k a [ sa dotykaji zvonka prave vtedy, ked |AB|—|BC|+|CD|—|DA| = 2v.
Z toho, Ze je tam napisané ,prave vtedy, ked “ vieme, ze tilohu budeme musiet dokézat z oboch stran. Tak sa podme
do toho pustit!

THra¢ mé vifazni stratégiu vtedy, ak vie svoje fahy volit tak, ze vyhrd bez ohladu na to, ako bude fahat jeho stper.
2Ak by patrili do druhej tak si zmenfme oznaéenie mnozin.
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1. Najprv si dokdzeme smer ,zlava doprava“, teda ak sa kruznice dotykaji, tak potom |AB| — |BC| + |CD| —
|DA| = 2v.
Uz vieme, ze kruznice maji rovnaky polomer, a to r = v/2. Ozna¢me si body E, F, G, H, I, J, Sk, S; ako
na obrazku.
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Ked'Ze sa kruznice dotykaji a maji rovnaké polomery, tak vzdialenost stredov kruznic je rovna celkovej vyske
lichobeznika. Teda |EF| = v a takisto aj |[HG| = v. Vidime, ze v lichobezniku ABC'D sa nam objavil stvorec
FEFGH so stranou dlzky v.

N <

Sk

A . E

Este treba zistit vzdialenosti vrcholov lichobeznika od bodov dotykov. Vezmime si §tvoruholnik AESyJ.
Rozdelme tento stvoruholnik na dva trojuholniky tseckou ASy. Vd'aka vete ssu si tieto trojuholniky zhodné
(rozmyslite si preco), koli comu je dizka tsecky AE (na obrazku oznacend ako ) rovnaka ako dizka tsecky
AJ. Analogicky vieme prist aj na nasledovné rovnosti |FB| = |BI| =y, |CI| = |GI| = z, |DH| = |DJ| = w.
Teraz si pomocou znacenia z obrazka vieme prepisat diiky stran nasledovne

|AB| =z +v+y,

|AD| =z +w,
|IDC| =w+v+z,
|BC| =z+y.

Dosadime do zadania tlohy:

|AB| = |BC| +|CD| - [DA| = 2v,
k+v+l—-m—-Il+n4+v+m—-k—n =2,
v = 2.

Vidime, Ze rovnost plati, teda sme dokdzali, Ze pokial sa kruznice dotykaji, tak potom |[AB|—|BC|+ |CD|—
|DA| = 2v.

2. Este treba dokdzaf tilohu ,sprava dolava®, teda ak plat{ |AB| — |BC| + |CD| — |DA| = 2v, tak sa kruZnice
dotykaju.
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Pod'me na to sporom. Predpokladajme, Ze by sa kruznice nedotykali. Z obrazku vidime, Ze namiesto predchddzajticeho

Stvorca FFGH s hranou dlhou v, by ndm teraz vznikol obdiinik, ktorého dlhsia hrana je v + q. Zo sporu
predpokladdme, Ze ¢ nie je 0 (modze vsak byt aj zaporné). Teraz si mozeme dlzky strdn prepisat nasledovne

[AB| = z+v+q+ty,
|[AD| = z+w,
|IDC| = w+v+q+z,
|BC| = z+y.
Po dosadeni dostaneme
|AB| — |BC|+ |CD|— |DA| = 2w,
r+v+qty—z—yt+wt+v+gt+tz—r—w = 2,
2042q = 2w.
Tu vidime, Zze sme sa dostali do sporu, pretoze 2v + 2q # 2v. Tympadom sme dokazali tlohu aj ,sprava
dolava‘.
Uloha &. 4: Luzusko si objednal ku svojim menindm sadun luzusnyjch zdvai s hmotnostami 1! ke, 2'kg, 3'kg, ..., nlkg.?

Kolko réznych hmotnosti vie Luzusko pomocou nich odvd#it na rovnoramennijch vdhach? ZdvaZia méZe ddvat na
obe strany.

Riesenie: (opravovali Jozo a Zuzka)

Najskor si vyjasnime jednu filozofickt otdzku: Vieme odvazit 0 kg? Podla nds, 4no. Viak ak mame teleso hmotnosti
0 kg, vieme zistit jeho hmotnost, dokonca na to ani nepotrebujeme zévazia. Ked'ze ste vSak mnohi z vés takito
hmotnost neuvazovali, ani tu ju uvazovat nebudeme. (Je to aj tak jedno, pretoze ak by sme ju uvazovali, mali by
sme len o 1 viicsie vysledky.)

Polozme si teraz délezitejsiu otédzku. Co znamend odvézif hmotnost x kg? Znamens to polozif na misky vah zévazia
tak, aby rozdiel (v absolitnej hodnote) si¢tov hmotnosti na Tavej a pravej strane bol rovny z kg. Totiz len vtedy
mozeme polozit na spravnu misku teleso s hmotnostou = kg a vahy sa vyrovnaju.

Pod'me sa teraz pustit do poéitania hmotnosti. Na za¢iatok za¢nime s malymi pripadmi. Pre n = 1 méze Luxusko
odvazit 1 hmotnost (1 kg), pre n = 2 st to 3 hmotnosti (1, 2, a 3 kg) a pre n = 3 zas 9 hmotnosti (od 1 kg po 9 kg).
Pre n = 4 dostaneme hmotnosti 1 az 9 kg a 15 az 33 kg, teda 28 hmotnosti. Na prvy pohlad sa ndm to zd4 pri vyssich
poctoch zdvazi dost chaotické. Niektoré hmotnosti sa daji odvéazit viacerymi sposobmi (3 = 3! — 2! — 1! = 11+ 2!),
iné sa zas nedaji odvazit vobec (napr. 12 kg). Podme sa vSak bliZsie pozrief na to, kedy sa moéze stat, Ze sa nejaka
hmotnost bude dat odvazit viacerymi spésobmi.

Zoberme si teda takd hmotnost a dva rozne sposoby, ktorymi sa dé odvazit. Pozrime sa na najtazsie zdvazie, ¢o
sa v tychto dvoch spoésoboch vyskytuje. Ak sa nachidza v obidvoch sposoboch, mézeme ho odobrat a dostaneme
zas ini hmotnost navédzenti dvoma spésobmi. Toto méZeme opakovat, az kym ndm neostane najfazsie zdvazie
s hmotnostou k!, ktoré sa bude nachddzat len v jednom sposobe (také musi ostat, kedze uvazujeme dva rozne
sposoby). Najmensia hmotnost, ktori vieme tymto sposobom odvézit, je zjavne k! — 1! — 2! — ... — (k — 1)! kg.
Kedze k! kg je najtazsie zévazie, druhym sposobom vieme navazif najviac 1!+ 2! 4+ --- + (k — 1)! kg. Kedze sa
hmotnosti navazené tymito spésobmi maji rovnat, musi platit

=11 =20 — = (k=)< U424 4 (k= 1)

3Z4pis k! oznacuje stcin prirodzenych &isel od 1 po k, teda k! =1-2-... k. Napriklad 5! =1-2-3-4-5 = 120.
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Pre k < 3 Tahko zistime, Ze uvedens nerovnost plati a taktiez lahko ndjdeme také priklady roéznych kombindcif
zdvazi, ktorymi vieme odvazit t istd hmotnost. Ked je viak k velké, lavd strana je znacéne vicsia ako prava. Teda
pri velkych hodnotdch k& nemézeme navazit ti istti hmotnost viacerymi spésobmi. Presnejsie, pre k = 4 plat{

E'>2(10 214 -+ (k= 1)!). (1)

Toto nase pozorovanie vsak potrebujeme aj dokizat. Najjednoduchsie je pouzitie matematickej indukcie. Pre k = 4
dostdvame 4! = 24 > 18 = 2(1! + 2! + 3!), teda nerovnost plati.
Teraz predpokladajme, 7e nerovnost (1) plati pre nejaké k. Chceme ukazat, Ze potom plati aj pre k + 1, teda, ze
plati

(k+D!>210 4214+ 4+ (k=D + K.

Pri¢itanim 2k! na obe strany nerovnosti (1) dostaneme
B3R! > 21421+ -+ (B = 1) + k!)

a kedze k > 3, tak aj k +1 > 3, a teda plati (k+ 1)! = (k+ 1) - k! > 3k!, z ¢oho uz Tahko vyplyva dokazovana
nerovnost. Z principu matematickej indukcie vyplyva, ze nerovnost (1) plati pre vsetky k > 4.
Dokézali sme, Ze ak nejakd hmotnost vieme dostat dvoma sposobmi, tak zdvazia tazSie ako 3! kg st v nich
rozostavané rovnako a ligia sa len v rozmiestneni zavazi 1!, 2! a 3! kg. Ak teda tieto lahké zavazia ddme nabok
a budeme pouzivat len zdvazia 4! kg, 5! kg, ..., n! kg, tak pri kazdom ich rozmiestneni dostaneme inti hmotnost,
ktord vieme odvazit. Toto ostane platit, aj ked ku kazdému takému rozmiestneniu priddme zvysné lahké zdvazia.
Pod'me teda spoéitat, kolkymi spdsobmi vieme n — 3 zdvazi 4! kg, 5! kg, ..., n! kg umiestnit na vahy. Pre kazdé
zdvazie mame 3 moznosti, ¢o s nim urobit: mézeme ho umiestnif na Favi misku, pravi misku alebo vébec ho
nepouzit. O kazdom zdvazi sa rozhodujeme nezdvisle na ostatnych, teda celkom mdme 3"~ moznosti, ako ich
umiestnit. AvSak takto sme zaratali dvakrat tie rozmiestnenia, ktoré maji len vymenené zavazia na lavej a pravej
miske. Takisto sme zardtali aj moznost, kedy na véhy neddme Ziadne zdvazia, ¢o je aj jediné rozmiestnenie, ktoré
nema svoju dvojicku s prehodenymi miskami. Preto ttito moznost s prazdnymi vdhami odéitame a zvy$né moznosti
predelime dvomi. Dostaneme tak (3773 — 1)/2 rozmiestnen{ zavazi, ¢o je teda aj pocet hmotnosti, ktoré vieme s
nimi navazit.
Teraz potrebujeme k uz umiestnenym fazkym zavaziam dolozif zvy$né 3 lahké zdvazia. S nimi vieme navazif
hmotnosti od 1 po 9 kg. Preto s nimi vieme navdZzend hmotnost zniZif alebo zvysit o 1 az 9 kg alebo vobec
nezmenit. To je spolu 19 moznosti, ako vieme upravit hmotnost navazenu tazkymi zavaziami. Kedze sme odéitali
moznost s prazdnymi vdhami, nedostaneme tak zdporni hmotnost. Teda nas poéet hmotnosti vyndsobime 19-timi.
Este musime pripoéitat hmotnosti, ktoré vieme navazit len s Tahkymi zévaziami, ¢o je 9 hmotnosti. Pre n > 3 je
teda poéet roznych hmotnosti, ktoré vie Luxusko odvazit

3n3—1

19 —— .
9 5 +9

Pre n = 1 madme 1 moznost, pre n = 2 dostdvame 3 moznosti a pre n = 3 mame 9 moznosti.

Iné rieSenie:

Mnohi z vas ste tlohu riesili zistenim, ako sa poc¢et hmotnosti zvysuje s pridanim nového zavazia. Oznacme P,
o¢et hmotnosti, ktoré vie Luxusko odvézif so zdvaziami 1! kg, 2! kg, ..., n! kg. S tymito zdvaziami vieme navazit

p ) 9 ) ) y

1. tych istych P,,_; hmotnosti ako bez zavazia n!,
2. samotni hmotnost n! kg,
3. P,_1 hmotnosti, ktoré dostaneme odé¢itanim pévodnych hmotnosti od n!,

4. P,_1 hmotnosti, ktoré dostaneme pri¢itanim poévodnych hmotnosti k n!.

Nakolko pre n > 4 plati nerovnost (1) z predchadzajticeho riesenia, tak hmotnosti v pripadoch 1. a 2. st rozne.
Preto s n > 4 zavaziami vie Luxusko navézit P, = 3- P,_1 +1 hmotnosti. Pren < 4 plati P, =1, P, =3 a P; = 9.
Tieto vzfahy uZ jednoznaéne uréuji P, pre kazdé n. Na plny poéet bodov viak potrebujeme najst vyjadrenie
P, ktoré zavisi len od n a st v fiom pouZité iba bezné operacie. Nesmui v fiom byt Ziadne predchidzajice poéty
moznosti a ani ziadne tri bodky.

Ak si zaéneme rozpisoval P, = 3P,_1 +1 =3?P,_9+3+1=23%P,_3+ 32+ 341 a tak dalej, tak si mozeme
vEimnut, ze pre n > 4 plati

(3. 43 +39(3-1) . 331

P,=3"3p; 43" 44 4+34+3°=9.3"3 4 - —

¢o je (ak sa trochu zamyslite) rovnaké vyjadrenie P, ako v predchddzajiicom rieseni. Este by sa patrilo dokézat,
Ze tento nds ,uhddnuty“ vzfah pre P, naozaj vyhovuje podmienke P, =3 - P,_1 + 1.
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Uloha &.5: Linduska sedela v autobuse a v dlhej chvili sa zadivala na svoje rucickové hodinky. Vsimla si, Ze ak
zamend minidtovi Tucicku s hodinovou, budi ukazovat ¢as, ktory moéze nastat. Pocas kolkych réznych momentov za
12 hodin méze nastat takdto situdcia? Rucicky na Linduskinijch hodinkdch sa hijbu plynulo.

Riesenie: (opravovali Kika a Hopko)

Ako prvi vec je fajn si viimnit, Ze pocas dvandstich hodin nastane kazd4 mozn4 konfigurdcia ruci¢iek na hodinke
préve raz, takze mozme poéitaf vymeny v ¢ase od 00:00 po 12:00.

Pozrime sa na nejaki polohu ruéiciek. Na to, aby sme zistili, ¢i po vymene ruéic¢iek budi ukazovat ¢as, ktory moze
nastat, je fajn najst nejakd podmienku, ktord musia spliaf rucicky, ak ukazuji nejaky ¢as. Po chvilke rozmysalania
nam napadne, ze ak vieme presnu polohu hodinovej rucicky, tak poloha minuitovej ru¢icky je uz jednoznacéna. Téato
myslienka sa dd dobre uchopit napriklad pomocou uhlov, tj. vyjadrime si uhol velkej ruéicky pomocou uhla malej
rucicky. A ¢o je vlastne uhol nejakej rucicky? Povedzme si, ze je to uhol medzi virtudlnou rucickou ukazujicou na
12 a nasou rucickou, ktory sa réta ,v smere ¢asu“ (teda nadobida hodnotu medzi 0° a 360°). Oznac¢me si uhol
minttovej rucicky ako a a uhol hodinovej ako 3. Rozmyslite si, ze plati: 3 = 30z + /12, kde x vyjadruje kolko
otociek uz spravila minitova rucicka, resp. pocet celych hodin.

Co sa stane ked rucicky vymenime? Tak mintitovs sa stane hodinovou a naopak, preto musi platif aj o = 30y+45/12,
kde y vyjadruje pocet celych hodin po vymene ruéigiek. Mame teda dve rovnice, z nich si vieme vyjadrit uhol o ako
360 - (12y 4 )/143. Cisla z a y st celé, pretoze uréuji pocet celych hodin a teda st aj z intervalu (0, 11). Pre kazdé
x (0 az 11) mdme 12 moznosti, ako zvolit y, o ndm dokopy da 144 moznosti. Premyslite si, Ze okrem pripadu,
kedy r = 0,y = 0 a x = 11,y = 11, dostaneme vzdy iny uhol a. Ked mame «, tak vieme dopocitat 3 (lebo uhol
mindtovej ruéicky je dany uhlom hodinovej). Za 12 hodin vieme rucicky vymenit tak, aby stéle ukazovali redlny
cas 143 krat.

Iné riesenie:

Majme oby¢ajné hodinky a vedla nich hodinky, ktoré idd 12-krét rychlejsie. Na rychlejsich hodink4ch sa hodinova
ru¢icka hybe rovnako rychlo ako minitova ruéicka na obyéajnych hodinkich. Ako pohladom zistim, & je ¢as na
hodink4ch taky, Ze po vymene ruci¢iek budem mat redlny ¢as? No prave vtedy ked ukazuji rovnaky éas ako
na zrychlenych hodinkach. Minttova na obyc¢ajnych ukazuje to isté ako hodinova na zrychlenych. Mintitova na
zrychlenych spravi za 5 mintut cely okruh, a za tychto 5 minut nastane raz moment, kedy minutova rucicka na
zrychlenych bude na rovnakom mieste ako hodinova rucicka na obyc¢ajnych. Teda za 5 minit nastane prave jeden
redlny ¢as po zameneni rucic¢iek. Za 12 hodin to je 144 krat. AvSak jeden redlny ¢as tam médme zapocitany dvakrat
a sice 0 00:00 a 12:00, teda tych casov je 143.

Uloha ¢&. 6: Jefo vysetruje vrazdu, ktord sa stala na rovinatej luke. Lika md tvar kruznice k a na jej obvode lezia
dva body A, B. Svedkovia povedali Jefovi, Ze vrah stal v bode H, ktory bol ortocentrom takého trojuholnika ABC,
Ze bod C lezal na kruznici k. Ndjdite mnoZinu vietkyjch bodov, v ktorych mohol vrah stdt. Nezabudnite ukdzat, Ze
v ingjch bodoch stdt nemohol.

Riesenie: (opravoval Vodka)

Pri tdlohe, kde nie je zadané, Ze trojuholnik musi byt ostrouhly, kde bod C méze byt na oboch strandch kruznice, je
velmi neprijemns diskusia. Pre rézne polohy bodov sa niektoré uhly prevritia, a tak musime vsetky polohy bodov
rozoberaf zvlast a je to otravné. Ak nds to nebavi, dobra vec na tieto problémy su orientované uhly.

Orientovany uhol medzi priamkou p a priamkou ¢ je uhol, o ktory musime oto¢it priamku p v kladnom smere, tak
aby splyvala s priamkou ¢. Je to teda ¢islo medzi 0° a 180°.

Odteraz budeme pod | ABC| rozumiet velkost orientovaného uhla medzi priamkami AB a BC'. Orientovany uhol
sa d4 normdlne znacit ako | (AB, BC)|, ale kedZe v rieSenf budi vSetky uhly orientované, tak ich mézeme znacit
ako normalne uhly, len ich budeme brat orientovane.

Je si treba ddvat pozor na poradie pismen, lebo zjavne |JABC| = 180° — |[SCBA|. Okrem toho vSak maju
orientované uhly super vlastnosti. Napriklad to, ze bod C' lezi na kruznici k znamend (z obvodovych uhlov), ze
|4 AC B| = v, pre nejakii pevnu velkost uhla . A pozor, toto plati pre body na oboch oblikoch kruznice k (overte
si).

Tak podme na to. Oznaéme si Ay, By piity vysok z vrcholov A, B. Zrejme |[SHA;C| = |[<HB;C| = 90°, a preto
body H, Ai, B, C lezia na kruznici. Potom vsak

v =|XACB| = |4B1CA| = |4<B1HA,| = |<BHA| =180° — |9 AHB|,

kde tretia rovnost plati vd'aka spominanej tetivovosti a ostatné st vZdy orientované uhly medzi rovnakymi priam-
kami. Dostali sme, ze | AH B| = 180° —~. To znamend, Ze bod H lez{ na nejakej kruznici I, ktord prechddza bodmi
A, B a na ktorej ma obvodovy uhol nad AB prislusni velkost. Tito kruznicu zrejme mozeme dostat tak, Ze pre-
klopime k podla AB (vtedy sa prisluiny obvodovy uhol zmeni na doplnok do 180°).
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Povedal som, ze tymto sme sa zbavili rozoberania pripadov, nuz nie cel-
kom. NaSe tvahy nefunguji, ak niektory z bodov Ay, By, H splyva s
vrcholmi A, B, C' (vtedy totiz nejaké priamky nie st priamky lebo dva
body cez ktoré ich vedieme su ten isty bod). To vSak nastane, len ak
ABC' je pravouhly. Pripad, ze AB je priemer k odlozime naneskor, a
preto moze byt pravouhly len pri vrchole A alebo B. No potom lezi or-
tocentrum trojuholnika v bode A resp. B, a stale lezl na spominanej
kruznici.

Teraz samozrejme musime dokézat obratent implikdciu - ¢ kazdy bod

kruznice | moéze byt ortocentrum trojuholnika ABC. Samozrejme, je A
relativne Tahké nase dvahy obratit, ale uvediem pouénejsie rieSenie. ]
Vyuziva nasledujice tvrdenie: / \

Lema (Myjava): Ak mdme 4 rozne body v rovine A, B, C, D také, ze D I !
je ortocentrum ABC, tak potom lubovolny z tychto 4 bodov je ortocen-
trum trojuholnika tvoreného zvysnimi troma bodmi.

Uvedomit si jeho platnost je Tahké - staéi si nakreslit obrézok a uvedomit, si ze AB 1. CD,AC 1. BD,AD 1 CB.
No potom, ak mame dany bod H na kruznici [, tak bod C' najdeme ako ortocentrum trojuholnika ABH. A ak
vyuZijeme to éo sme uz dokdzali, tak to zrejme leZ na kruznici k. Teda Iubovolny bod na kruznici | méze byt
ortocenturm nejakého takého trojuholnika ABC

OK, opiit nie celkom. Nage tvrdenie pozaduje, aby to boli rozne body. Teda problém je jednak, ak ABH je pravouhly
a dvak, ak H = A alebo H = B. Druhy pripad sa lahko vyriesi, lebo body A, B si ortocentrd pravouhlych
trojuholnikov ABC s pravymi uhlami pri vrcholoch A, B. Prvy pripad je vSak problém, lebo ak ABH je pravouhly
(s pravym uhlom pri A), tak jediny bod C, ktory by mohol spfﬁat’ , ze ortocentrum ABC je v H je ortocentrum
ABH, alebo samotny bod H (lebo Myjava). Avsak bod H nelezi na k a ortocentrum ABH je v bode A, preto taky
bod C neexistuje.

Ked to zosumarizujeme, hladanou mnozinou bodov je kruzmica [, ktorti dostaneme preklopenim k podla osi AB,
okrem dvoch bodov X, Y, a to takych, ze |[<XAB| = |[SABY| = 90°. Toto plati ak AB nie je priemer.

Odlozili sme si pripad, ked AB je priemer kruZnice, no vtedy je vidy ABC pravouhly a ortocentrum mé v bode
C. Preto trividlne je hladand mnoZina bodov kruznica k okrem bodov A, B.

Dalo teda poriadne zabratf, aby ste naozaj rozobrali vietky moznosti, no aj to treba vediet. Casto prave vznikaji
nejaké Speciadlne pripady, v ktorych to, ¢o chceme ani neplati. Teraz to tak viac menej nebolo, ale skratka na
§pecidlne pripady netreba zabudat.

Iné riesSenie:

Ukazeme si eSte rieSenie vyuzivajuce vektory. Polozme pociatok suradnicovej sustavy do bodu O - stredu kruznice
k. Pod symbolom X nebudeme rozumiet len bod X, ale aj vektor OX.

Ak G je tazisko ABC tak zrejme plati G = (A + B + C)/3. Z Eulerovej priamky vieme, ze body O, G, H lezia na
priamke, a bod G je v jednej tretine OH. Preto plati H = A+ B + C, odkial CH = A 4+ B. No vektory A, B st
pevné, preto mnozina bodov H je kruznica k okrem bodov A, B posunuté o vektor A 4+ B, ¢im presne dostaneme
mnozinu popisani v prvom rieSeni.

Uloha &.7: Marek md v deri terminu série meniny. Kedze oblubuje celé &isla, isto by sa z nich potesil. Ndjdite mu
k menindm vsetky redlne c¢isla r také, Ze V2. r? aj (\/§—|— 1) -7 su celé éisla.

Riesenie: (opravovali Iveta a Lubo)

Ozna¢me si &fslo v/2 - 2 ako m a é&islo (v/2 + 1) - r ako n, pricom m,n € Z. Pomocou ¢&isla n mozeme vyjadrit r

a dosadit do zépisu &isla m, dostdvame:

\/§~(\/§+1) =m = ﬁ-mzm

Obe strany rovnosti vynasobime v/2 - (2¢/2 + 3) (aby sme sa zbavili odmocniny pri ¢lene n?) a upravime do tvaru:

2n? — (44 3v2)m = 0.

Kedze &isla m,n € 7Z, tak urcite aj ¢islo 2n? € Z. Avsak (4 + 3v/2) je iraciondlne &islo. A ked iraciondlne éislo
vyndsobime celym ¢islom (v nasom pripade ¢islom m) dostaneme znova iraciondlne ¢&islo (okrem pripadu, ze by
sme ho nésobili 0, ale (4 + 31/2) # 0). Jediné rieenie teda je:
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m=0 = r=0.

Uloha ¢. 8: Kozzy si do tabulky 10 x 10 napisal éisla 1, 2, ..., 100, pricom do prvého riadku napisal postupne zlava
doprava ¢&isla 1,2, ..., 10, do druhého Zlava doprava éisla 11,12, ..., 20 atd. aZ do posledného riadku napisal
Adava doprava ¢isla 91, 92 ..., 100. Potom sa zacal s tabulkou hraf tak, Ze s riou vykondval nasledujice tahy:
V jednom tahu si vyberie 8 za sebou idice policka v riadku, v stl/pcz' alebo na diagondle a bud krajné policka zni%i
o 1 a prostredné policko zvysi o 2, alebo krajné zvysi o 1 a prostredné zni% o 2. Po koneénom pocte fahov sa
Kozzymu podarilo dostat v tabulke znova &isla 1, 2, ..., 100. Dokdzte, Ze si v povodnom porady.

Riesenie: (opravovali JeFo a Zajo)

Policka si oznaéime indexmi od 1 do 100 tak, aby indexy zodpovedali povodnym éislam v tabulke.

Ked vyberieme tri za sebou idtce, ich indexy tvoria aritmeticki postupnost, teda ich vieme zapisat ako z, x +
k, © + 2k (k = 1 ak su policka v riadku, & = 10 ak st policka v stipci a k =9 alebo 11 ak st policka na diagondle).
Nech teda na troch vybratych polickach si postupne ¢&isla a, b, c. Pozorujme stcet suc¢inov hodndt ¢isel na policku
s indexom politka. Na zaciatku dostdvame ax + b(z + k) + c(x + 2k). Po tahu dostdvame pre siicet siéinov:

(a+1D)z+B-2)(x+k)+ (c+ 1)(x+2k) = ax + x + bx + bk — 22 — 2k + cx + 2ck + = + 2k
=ax+ bz + k) + c(x + 2k),

alebo

(a—Dax+ b+2)(x+k)+ (c—1)(x+2k) = ax — x + bz + bk + 22 + 2k + cx + 2ck — x — 2k
=azx+ bz + k) + c(x + 2k).

Ako vidfme, siéet sicinov &fsel na danych polickach s indexmi policok pre dané tri policka sa pri jednom fahu
zachové. Z toho ale vyplyva, Ze sa sticet sti¢inov po tahu zachova aj pre celi tabulku, lebo ostatné policka prispievaju
do stétu rovnakou hodnotou stéinu pred aj po fahu. Stéet siéinov &sel na danych polickach s indexmi poli¢ok
celej tabulky je teda invariantny (nemeni sa) pocas vsetkych tahov.

Chceme dokézat, Ze ak Kozzy bude mat v tabulke vsetky &isla od 1 do 100, tak uréite budi v pévodnom poradi.
Vzhladom na spomenuty invariant je dobré dokazat, Ze kazd4a ind permutécia éisel od 1 do 100 bude mat iny stuéet
stéinov é&isel s indexmi poli¢ok ako povodnd permutécia. Na to vyuzijeme permutaéni nerovnost*. Na zaciatku je
stcet stiginov rovny 12 +22 +...+1002. Podla permutacnej nerovnosti ale vieme, ze kazd4 iné permutécia ¢isel bude
mat mens{ stcet siéinov. Poriadne si premyslite, pripadne nastudujte, kedy moze nastat rovnost v permutaénej
nerovnosti a uvedomte si, ze v tomto pripade rovnost nastat nemoze.

Iné riesenie:

Namiesto &isel si v kazdom policku predstavme prislusny poéet kamienkov. D4 sa nahliadnuf, Ze povolenym pre-
miestiiovanim kamienkov sa taZisko celej tabulky nezmeni. Staéi ndm teda dokézaf, Ze Ziadna ind tabulka obsa-
hujtica véetky poéty kamienkov od 1 po 100 nems tazisko na rovnakom mieste ako povodnd tabulka. Uvazujme
tabulky obsahujtice vietky poé¢ty kamienkov od 1 po 100, ktoré maji fazisko na najnizéom moZznom mieste. Ro-
zmyslite si, ze povodnd tabulka je z nich jedind, ¢o ma fazisko najviac v pravo.

Uloha &.9: Miro md doma ostrouhlyj trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Na jeho polpriamkach AB
a AC md postupne uloZené body D a E tak, Ze |SADO| = |SAEO| = 60°. Prezradil ndm este, Ze Stvoruholnik
BCED je tetivovy. Co za trojuholnik md Miro doma? Dokdzte, Ze Mirov trojuholnik ABC' je rovnoramenny alebo
|<IBAC| = = 30°.

Riesenie: (opravoval Miso)

Ulohu budeme riesif pomocou sinusovych viet a budeme pouzivat tradiéné oznacenie, teda pri vrcholoch A, B,C
budd postupne uhly «, 8 a ~.

Zagnime uhlom ¢ AOD. Ten vypocitame z trojuholnika AOD, v ktorom je |[SODA| = 60° a |[<DAO| = |4 BAO| =
90° — +. Druhy uhol vieme vypo¢itat z rovnoramenného trojuholnika ABO, ktory m4 medzi ramenami AO a BO
uhol 27 (stredovy uhol k obvodovému | BC'A| = «). Dopoéitanim do 180° sa dozvieme, ze |LAOD| = 30° + +.
Tym sme vyuzili poznatok zo zadania, ze |[<ODA| = 60°. Rovnakymi tivahami pre trojuholnik AOFE sa dozvieme,
Ze |[SAOE| = 30° + 5.

Checeli by sme vyuzit aj druhi podmienku zo zadania a to, Ze stvoruholnik BCED je tetivovy. Vyuzijeme mocnost
bodu A ku kruznici opisanej tymto bodom, ¢im dostaneme vztah |AB| - |AD| = |AC| - |AE)|.

4 Ak ti permutaénd nerovnost ni¢ nehovorf hladaj na https://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf od strany 26.
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Teraz mézme prejst k sinusovym vetdm. Zacneme v trojuholniku AOD kde zistime, ze

AD| = |40) - sm§30 +7)
sin(60°)

V trojuholniku AOF analogicky dospejeme k vyjadreniu

sin(30° + )

AF| = |40
AE) = 1401 =5 60)

Po dosadeni do rovnice z mocnosti A ku kruznici sa ndm vykrétia ¢leny |AO| a sin(60°).
Pouziti sinusovej vety pre trojuholnik ABC dostaneme |AB| = |AC|sin(y)/sin(f).
Po dosadeni, vykréten{ a prendsobeni sin(8) dospejeme k rovnici

sin(30° + ) - sin(y) = sin(30° + B) - sin(B)

Odtialto by sme chceli prejst k vysledku, teda dokdzat, Ze rovnost nastéva, iba ak 8 = 7 alebo a = 30°. Tych
30° uz v rovnici mame, este by sme tam chceli namontovat «. Zvlddneme to tak, Ze namiesto sin(8) pouZijeme
sin(a + ) (Co plati, lebo sin(z) = sin(180° — z)). Taktiez sin(y) = sin(a + ).

sin(30° + ) - sin(a + 8) = sin(30° + B) - sin(a + )
Vyuzitim vzorca pre sinus suc¢tu dvoch uhlov sa prepracujeme k nasledujicemu

(sin(30°) - cos(7y) + cos(30°) - sin(7y)) - (sin(e) - cos(B) + cos(a) - sin(B)) =
= (sin(30°) - cos(B) + cos(30°) - sin(B)) - (sin(cx) - cos(y) + cos(a) - sin(7y)).
Po rozndsobeni a od¢itanim celej pravej strany zaniknu ¢leny, kde si 8 a v v rovnakej funkcii (sin €i cos). Ostane
nam
sin(30°) - cos(a) - sin(3) - cos(y) — sin(30°) - cos(a) - cos(B) - sin(7)
—co0s(30°) - sin(a) - sin(B) - cos(7y) + cos(30°) - sin(«) - cos(B) - sin(y) = 0.

Pomocou vzorca na sinus stiétu uhlov zloZime dohromady prvé dva a druhé dva ¢leny, ktoré vieme znovu zloZit
dohromady

sin(30°) - cos(a) - sin(8 — ) — cos(30°) - sin(e) - sin(8 — ) = sin(30° — «) - sin(8 — v) = 0.

Posledn4 rovnost plati, ak je jeden zo sinusov nulovy. KedZe je trojuholnik ABC ostrouhly, méze to nastat iba ak
a = 30° alebo 8 = 7. TakZe bud m4 « velkost 30°, alebo je torjuholnik rovnoramenny.

Uloha je tym dokézana. Za zmienku este stoji, Ze body D, E moézu lezat aj vnitri aj mino trojuholnika ABC. Uhly
ktoré sme pouzili to vSak neovplyvni, takze toto je rieSenie pre vSetky moznosti.

Uloha &.10: Dané je redlne cislo a, ktoré je rozne od —1, 0, 1. Vodka a Hopko s nim hraji nasledujicu hru: Vo
vyraze
*x4—|—*x3+*m2+*x+*

nahradzuji striedavo hviezdicky celocéiselnymi mocninami éisla a. Vodka zacina. Na konci sa pozri na to, ¢i vysledny
polyndm md asponi jeden redlny koren. Ak ano, vyhrava Hopko, inak vyhrd Vodka. Zistite v zdvislosti od a, kto z nich
md vitazni stratégiu.
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Riesenie: (opravoval Hago)

Na zagiatok si ujasnime zopar veci, ktoré ndm zjednodusia rozmyslanie nad touto tlohou. NezaleZi, & je absolitna
hodnota a vicsia alebo mensia ako jedna, pretoze ¢! ma ti druhd absolitnu hodnotu a namiesto a” mézeme
uvazovat (a~!)~". Nakoniec sa tato tloha zvrhne na to, ¢ vieme néjst lubovolne velkd (v absolitnej hodnote)
mocninu a. To samozrejme vzdy vieme. Dokonca, ak mame zdporné a, tak vieme zvolit aj fubovolne velkt zdpornu
(nepdrnu) aj Tubovolne velki kladni (pdrnu) mocninu. Potom uz zostane len otdzka, ¢ dostatoéne velky koeficient
pri nejakom ¢lene prebije ostatné koeficienty. Ale nepredbichajme.

Ozna¢me si koeficienty nasledovne (koeficient pri 2% oznaéime by,)

b4.’L‘4 + bgl‘g + b2.%‘2 + b1x + bg.

Nakolko je a nenulové, tak nas polyném nemoze mat koreil v nule, pretoze tam bude jeho hodnota rovna by, ¢o nie
je nula. Dosad'me si teraz do polynému z = 1/y a vyndsobme vysledok y*, dostaneme

boy* + b1y® + bay® + bsy + ba.

Maéame teda polyném v premennej ¥, ktory ma prehodené koeficienty oproti pévodnému. Ak mé jeden z polynémov
koreri v nejakej hodnote, tak druhy bude mat koreni v jej prevratenej hodnote. Z hladiska nagej 1lohy je teda
irelevantné, ktory polyném skiimame a moézeme sa tvarit, Ze by je to isté ako by a by je zasa to isté ako bs.

Skiiste si predstavovat (alebo sa pozrite na obrdzok) ako asi vyzeraju grafy takychto polynémov, a ¢o asi tak robia
jednotlivé koeficienty. Znamienko by uréuje, ¢ bude graf smerovat hore alebo dole. Pri kladnom vyzeré tak, ako
na obrazku, pri zdpornom je preklopeny smerom dole. Koeficient by postva graf v smere y-ovej osi a ako sme si
uz povedali, uréuje hodnotu v nule. Zvysné koeficienty uréuji polohu a velkosti tych dvoch doliniek, ¢o vidno na
obrazku.

Polyném bude maf koreii vtedy, ked sa graf pretne s z-ovou osou. Ked teda nechceme koreii, tak musi byt cely
graf bud’ nad alebo pod z-ovou osou, &ze polyném nesmie menif znamienko. Ak by bolo nie¢o zmiitoéné, tak vo
vietkych d'alsich tivahdch sa mozno budeme tvarit, Ze este nezvolené koeficienty st zatial nulové.

Pod'me sa teraz pozriet, o sa stane pre kladné a. Vodka ide posledny a vie zaruéit, aby mu na konci zostal koeficient
pri parnej mocnine. V pripade, Ze mu zostane koeficient by, mu staéi graf posuntt o tolko dohora, aby sa nepretinal
s x-ovou osou. Ak mu zostane by, tak v nule uz ma uréite kladni hodnotu a zvysné hodnoty vie dostatocne velkou
volbou by zvysif do kladnych hodnét, &m zaruéi neexistenciu korefia. Vodka teda pre kladné a vyhra.

Zaporné bude trochu zlozitejsie. Vieme, Ze by ovldda smerovanie bud’ do kladnych alebo zdpornych hodnét a by
ovldda hodnotu v nule. Ak budi znamienka tychto dvoch koeficientov rozne, tak koreii bude existovat. Vodka teda
za 7Ziadnych okolnosti neméze zvolit prvy z nich a vzépiti ako ho Hopko zvoli, Vodka musi zvolit ten druhy. Inak
by Hopkovi vlastne daroval vitazstvo.

Keby Vodka zvolil ako prvé bs, tak Hopko moze zvolit by, na ¢o Vodka musi zvolif by. Teraz Hopko vie spravnou
hodnotou by zaruéit, aby existoval koreii aj nalavo aj napravo od nuly. Vodkovi zostane b; a bez ohladu na jeho
volbu jednému z tych korefiov prid4d a druhému uberie, ¢iZze médme aj kladnd aj zdpornt hodnotu, éo znamend
koren.

Jedin4 sanca pre Vodku je na zaciatok zvolit by. Co sa stane ak Hopko zvolf bs si premyslite sami. Ja mu odportiéam
by, ¢im Vodku dontti dat by a sam moize zvolit bs. Otdzka znie, & vie hodnotu zvolit tak, aby Vodka volbou b uz
nijakovsky nevedel zabranif existencii korefia. Vydelme cely polyném z, dostaneme

b
b4l‘3 =+ bgl’z —+ b2$ —+ j —+ bl.
xT

Tvarme sa, ze Hopko zvolil b4 kladné, ¢ize Vodka zvolil by kladné. Kym nezvolime b; a b3 tak ma tento vyraz graf
ako na obrazku.
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Ak m4 tento vyraz koreni, tak aj povodny polyném mé koren. Hopkovi teda staéi zarucit aby mal tento vyraz
koreni. Vodka bude volif by, &m cely graf len postiva v smere y-ovej osi. D4 sa na to pozerat aj tak, Ze posiva
z-ovi os. Hopko teda potrebuje zarucit aby v lubovolnej vyske existoval prienik s z-ovou osou. Podla obrazka to
zatial nie je pravda. Hopko voli b3, éim velmi neovplyvni, o sa deje prili§ blizko nuly, kde to neohranicene kless a
stiupa. Potrebuje teda len nejako zaplitaf t medzeru medzi kladnymi a zdpornymi hodnotami. To sa mu podar{
napriklad, ak nejaky bod nalavo od nuly bude mat v#iésiu hodnotu ako nejaky bod napravo od nuly. Staéi mu
teda zvolif také bs, aby pre nejaké zaporné —y a kladné z platilo (po trefom riadku sme pre jednoduchost skisili

z=1/y)

b b
—bay® + bsy® — boy — 50 > by + bya? + bow + %

_|_
0> by(z® +43) + b3(2? — y?) + balx +9) + boxx y
1
0> (54(962 —ay+y?) +bs(z —y) + by + boxy) (x +y)

by b
02—b4+b2+bo+y—§+§+b4y2—b3y.

Hopkovi uz pomaly za¢ala dochddzat trpezlivost, Ze tento vzorak este nie je napisany, a tak sa rozhodol, Ze zvoli
bs = 2byy a vyhlasil, ze existuje y, pre ktoré plati

b
02b4+b2+bo+y%—b4y2-

Tym padom Hopko pre zaporné a vyhral.

Anketa

Dalsf rok KMS je za nami. Pripravili sme si pre Teba anketu, kde ndm moézes napisat, ¢o sa Ti pri riesenif KMS
pécilo a ¢o nie. Tvoj nazor ndm pomdze budtci rok zmenif KMS k lepsiemu. Anketu moZes vyplnif na http:
//goo.gl/forms/hphYbfUhGY (odkaz ndjdes aj na nasej strénke). Tesime sa na Tvoje postrehy.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roéc. Skola k|4]|5|6|7|8|9 |10/ p| s | >
1. Sasik Tomas 2. GamcaBA [4]|19(9|6[9]9 42 | 131
2. Vistanové Laura 3. Gmad KE [ 429719919 43 | 123
3. | Zahorsky Akos 2. G Sahy |48 819 25 | 112
4. Csenger Géza 3. GHS 41919(61]9 33 | 109
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Por. | Meno Roé¢ Skola kK |4|5|6|7]|8 10/ p| s | >
5. Parada Matej 2. Gamca BA 4 (81912810 27 | 105 |
6. Sladek Samuel 4. GAB NO 7 919 27 | 104
7. Ondus Peter 2. GAlej KE 4 1619|719 31| 102
8. Dlugosova Michaela 2. GKuk PP 4 (4151119 19 | 81
9. Poljovka Jakub 2. GPar NR 4 9 12 | 80
10. | Pistak Daniel 4. GChD Praha 8 919 27 | 76
11. Svihorik Tom4s 2. GPar NR 4 /5151219 21 | 75
12. | Murin Marek 4. GJH BA 9 519 14| 71
13. | Kufkova Séra 2. Gamcéa BA 4 0 | 68
13. | Poljak Maridn 3. Gymnézium Jakuba Skody | 5 51619 27 | 68
15. | Ralbovsky Peter 3. GJH BA 8 618|9 25 | 67
16. | Téthova Andrea 4. GJH BA 6 91019 18 | 65
17. | Bodik Juro 4. Gamca BA 10 4181 2 15 | 64
17. | Mertanova Hana 4. PiarG TN 4 113|519 19 | 64
17. | Studenicéova Katarina 2. GPOH DK 3111055 3 14 | 64
20. | Suchova Martina 2. GPar NR 4 519 14 | 63
21. | Kopf Daniel 4. G Slez CR 10 619 17 | 58
22. | Hanzely Slavomir 4. GJAR PO 9 619 15 | 56
23. | Ondus Daniel 4. GAlej KE 8 119 10 | 52
24. | Szollosova Timea 0. Gamca BA 0714129 22 | 50
25. | Sladecek Michal 3. GVar ZA 5 0 | 45
26. | Kone¢ny Tomas 3. Glir CB 4 918 17 | 44
26. | Kozevnikov Danil 2. GJK Praha 2 0 | 44
26. | Stkenik Peter 4. GVO ZA 9 0 | 44
29. | Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 2 0 | 42
30. | Marcekova Michaela 1. GP4ar NR 2 0 37
31. | Kopfova Lenka 1. G Mendel CR 3 0| 34
32. | Micko Juraj 3. GPos KE 7 0| 21
33. | Frankovskd Zuzana 4. GJH BA 8 0 | 18
34. Mach Jakub 3. GPos KE 4 0 16
35. | Skrlec Adam 4. GJH BA 6 0 15
36. | Krajmerova Barbora 4. G Surany 6 0| 11
37. | Genéi Jakub 3. GPos KE 5 1 1 10
37. | Vanco Simon 4. CGsvM SL 5 0 10
39. | Porubsky Michal 4. GsvCM NR 6 0 9
40. | Svobodova Zuzana 4. Frydlant CR 5 0 6
41. | Krutek Robert 3. GJGT BB 4 5 5 5
41. | Marcekové Katarina 4. GJH BA 8 0 5
43. | Kudeléikova Martina, 4. GVO ZA 7 0 1
kategoria ALFA
Por. | Meno Ro¢ Skola kK|1]|2(3|4|5|6|7 s | >
1. Krajc¢oviechova Lucia 0. GJH BA 0191919 91919 45 | 135
1. Misiak Dévid 1. GJH BA 2 9191919819 45 | 135
3. Poturnay Marian 1. GPdC PN 2 91919191719 45 | 134
4. Brezinova Viktéria 1. GAlej KE 2 919 |17]19|819 44 | 133
5. Fiilop Jozef 0. Gamca BA 0199|7815 9 42 | 132
6. Klein Pavol 1. GPdC PN 2 91719 819 42 | 129
7. Parada Jakub 0. Gamca BA 019198819 6 43 | 128
7. Winczer Tobids 1. SPMNDG BA | 2 919|715 9 39 | 128
9. Glevitzka Stefania 1. GVBN PD 2 91916 919 42 | 126
10. | Pisonova Karolina 1. G Bénovce 119191918 35 | 123
11. Oravkin Richard 1. 1SG BA 2 917171915 37 | 122
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Por. | Meno Roé¢ Skola K 2134 6|7 s | >
12. | Durackova Maria 1. GJH BA | 2 9]09]8 3 37 | 119 |
12. | Zubc¢dk Matus 1. GPar NR 2 9|76 419 35 | 119
14. | Mréaz Michal 1. SPMNDG BA | 2 919|719 9 43 | 118
15. | Molnéar Michal 1. Gamca BA 2 9|7 91514 34 | 116
15. | Mogko Matej 1. Gamca BA 2 9171319519 39 | 116
17. | Ciz Jozef 1. GJH BA 1 917|618 5 39 | 115
17. | J6za Bohdan 1. GJH BA 2 917|518 9 38 | 115
19. Stanik Michal 1. GLS TN 1 917 |7 32 | 113
20. Adam Dominik 1. GJH BA 1 917|117 33 | 112
20. Machalova Monika, 1. GJH BA 2 919|712 |1|6 33 | 112
20. | Prokopové Tereza 1. GJH BA 1 71716 1 30 | 112
23. | Kebis Pavol 1. GJH BA 2 919(6(9|119 42 | 111
23. | Krajc¢i Samuel 1. GAlej KE 2 913 519 26 | 111
23. | Stevko Martin 1. GAlej KE 2 919 916|9 42 | 111
26. | Jurikova Réberta 1. GVBN PD 1 9(71|5 5 35| 109
27. | Kollar Pavol 1. Gamcéa BA 2 916 6 21 | 108
28. | Dujava Jon&s 1. SPSE Presov | 2 918 7 9 33 | 106
29. | Portasikova Jasmina 1. GVar ZA 1 9 1117 27 | 103
30. | Krélovic Tom4&s 1. GPar NR 2 9195 619 38 | 98
31. | T6dova Tereza 1. GPar NR 2 91916 9 33| 93
32. | Zdimalova Michaela 1. GIH BA 1 6|3 213 23 | 92
33. | Hecko Michal 1. GPOH DK 2 7171010 2 16 | 91
34. | Baldz Lukas 1. G Bénovce 1 9 9 27 | 89
35. | Studenicovd Katarina 2. GPOH DK 3 7111055 18 | 81
36. | Cinovéa Tatiana 1. GPar NR 2 9|7 1]8 25 | 78
36. | Galikovd Kristina 1. SPMNDG BA | 2 94|58 7 33| 78
38. | Benkovéa Nina 1. GPdC PN 2 9171211 20 | 76
39. | Hrmo Matej 1. GPar NR 2 0 | 68
40. | Pifkova Andrea 2. Gamca BA 2 0 67
41. | Lacko David 1. GPOH DK 1 4 |7 11 | 66
42. | Beldk Tom4s 1. GAV LV 2 9|7 1 17 | 63
43. | Kalasovd Martina 1. GJH BA 2 9|7 2 18 | 59
43. | Pies David 1. SPMNDG BA | 2 9|7 16 | 59
45. Ondovéikova Lucia 1. G Modra 2 2 01211 6 55
45. | Szollésova Timea 0. Gamca BA 0 7141219 22 | 55
47. Marcekova Michaela, 1. GPar NR 2 0 51
48. | Knaze Gabriel 1. GJCh BR 1 5 1|1 7| 49
49. | Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 2 0 | 47
50. | Hlusko Jakub 1. SPMNDG BA | 1 9 | 44
50. | Santa Adam 1. GJH BA 1 0 | 44
52. | Kozevnikov Danil 2. GJK Praha 2 0 35
53. | Findra Michal 1. GDT PP 2 0| 31
54. | Reckova Veronika 1. GJH BA 1 0 29
55. | Castulikovd Katarina 2. 1SG BA 3 0 28
56. | Turcanova Veronika 2. GJav 2 0 26
57. | Kopfovéa Lenka 1. G Mendel CR | 3 0| 25
58. | Feketeova Viola 1. GBST LC 1 3 0 3 24
59. | Novota Matej 1. SSsvFA 1 0| 23
60. | Ghirbakova Karin 1. Gamca BA 1 0 18
61. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 0 12
62. Sarvas Marek 2. GBST LC 2 0 9
63. | Majer Matus 1. SPMNDG BA | 2 0 6
63. | Sadovska Jana 2. SPMNDG BA | 3 0 6
65. | Kofira Eduard 3. BiG Sucany | 3 0 5
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Por.

Meno

Skola k|1]|2

66.

Minéar Lukas

GVrable | 1

OIM




