Vzorové rieSenia 1. série zimnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &. 1: Petko prehral na Sachovom turnaji. Bola to tazkd pordzka, lebo neporazil Ziadneho hrdéa. Rozhodol sa,
Ze do nasledujiceho turnaja bude na sebe pracovat. Dobryj Sachista musi byt zdatniy v matematike, a preto Petko
zacal nasledujiicim prikladom.

Ndjdite vietky prirodzené cisla n, pre ktoré je 10™ 4 8 delitelné &islom 72.

Riesenie: (opravovala Veronika)

Nasou tlohou je zistit delitelnost 72-mi. Cislo 72 je zlozené, a preto bude jednoduchsie rozlozit si ho a zaoberat
sa delitenostou mensimi &slami. Kedze 72 = 8 - 9 a &isla 8 a 9 nemajui spoloéného delitela, plati pre delitelnost
72-mi nasledujice pravidlo. Prirodzené é&islo je delitelné 72-mi prave vtedy, ked' je zdroven delitelné éislami 8 a 9.

Pre ¢&isla 8 a 9 uz kritérid pozndme. Prirodzené éislo je delitelné 6smimi prave vtedy, ked jeho posledné trojéislie
je delitelné dsmimi. A &islo je delitelné zase deviatimi prave vtedy, ked jeho ciferny sicet je delitelny deivatimi.

Ciferny sucet vyrazu 10" +8 je 9, kedze 1 +0+4---4+0+8 =9 a 9 deli 9. Kazdé ¢islo 10™ + 8 je teda delitelné
deviatimi.

Vypiseme si, ako vyzerd &slo 10" + 8 pre niekolko najmensich n:

n=1, 10'+8=18,
n=2, 102+ 8 =108,
n=3, 103+ 8= 1008,
n=4, 10*+8=10008.

Vsimnime si, ze pre n > 3 bude posledné trojéislie 008, ¢o je delitelné 6smimi. Totiz pre n > 3 sa é&islo 10"
konéi (asporl) troma nulami a po pripoé¢itani osmic¢ky dostaneme na konci trojéislie 008. Pre n = 1 a n = 2 konéi
¢éislo 10™ 4 8 na 18, respektive 108, ¢o nie s nasobky 8. Cislo 10" + 8 je teda delitelné 8 iba v pripade, ze n > 3.

Ukézali sme teda, Ze &slo 10" + 8 je delitelné 72-mi pre vietky prirodzené é&isla n > 3.

Uloha &.2: Sachovnica md Stvorcovy tvar a Stvorce majiu vela pravich uhlov. Petko je vsak smutny, Ze v jeho
trojuholniku nemd Ziaden pravy uhol. Petko si teda zobral svoj rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladriou BC.
Dokreslil kruznicu k so stredom v bode K, ktord sa dotykala priamky AC v bode C' a pretinala druhijkrdt isecku
BC v bode H. Dokdzte, zZe priamky HK a AB st na seba kolmé.

Riesenie: (opravovali Iveta a Ivka)

Chceme dokazat, ze priamka K H je kolmd na priamku BA. Teda ¢o nam staci A
ukdzaf je, ze uhol BEH je pravy, kde E je prieseénik priamok BA a KH.

Zatneme tym, 7e si uréime stred kruznice K. Bod K musi lezat na kolmici

k priamke AC' (kedze bod C je dotykovy). Takze vieme, ze |S KCA| = 90°.

Trojuholnik ABC' je rovnoramenny, teda

|$ABC| = |4 ACB| = a. 5

Teraz sa pozrieme, ¢o vieme z doterajsich informdcif zistit: |J ACB| = a, B C
|[SACK| = 90°, teda | BCK| = 90° — «. Pozrime sa blizsie na trojuholnik
HCK. Je rovnoramenny (pretoze |HK| = |CK| = r). Z toho vyplyva, ze
[SHCK|=|4CHK| =90° — a.

Uhly CHK a EHB st vrcholové, teda | EHB| = 90° — a.. V trojuholniku BHE mdame vyjadrené dva uhly
z troch, teda nebude tazké zistit velkost uhla BEH. [SABC| = «, [SEHB| = 90° — «, z ¢oho dostdvame

|Y{BEH| = 180° — e — 90° 4 v = 90°.

Takze sme ukézali, ze priamky HK a AB zvieraju pravy uhol, teda s na seba kolmé.
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Uloha ¢. 3: Sprdvny Sachista sa musi starat o svoje figirky. KedZe Petko md len jedného kotia, stard sa oriho
velmi vzorne. Na policka Sachovnice A1, A2 az A8 postupne ulozi 20, 21 az 27 kociek cukru. Na policka BS, B7,
aZ B1 postupne ulozi 28, 2° az 215 kociek, na policka C1 az C8 postupne 2'6 az 223 kociek a takto pokracuje, aZ na
policko HI ulozi 2% kociek cukru.

Potom poloZi koria na nejaké policko Sachovnice a ten po nej zacéne skdkat (ako riadny Sachovy kén). Zakazdym,
ked kéri doskoci na policko, zje vietky kocky cukru, ktoré si na 1iom poloZené. Na zaciatocnom policku este neje
kocky. Ked' z policka kéri odskoci, Pefko tam znova poloZi tolko kociek cukru, kolko tam bolo pévodne. Po nejakom
case kon doskdce na policko, kde zacinal, zje kocky cukru na 1iom a kimenie sa skonéi. Dokdzte, Ze pocet kociek
cukru, ktoré kén zjedol, je delitelng troms.

Riesenie: (opravovali Betka a Ceky)

KedZe sa budeme zaoberat delitelnostou tromi, podme sa najprv pozrief na zvysky, ktoré po deleni tromi dévaju
jednotlivé mocniny dvojky.

20 = 1 — zvysok 1,
2t = 2 — zvysok 2,
22 = 4 — zvysok 1,
28 = 8 — zvysok 2,
24 = 16 — zvysok 1,
2% = 32 = zvysok 2,
26 = 64 — zvysok 1,
2T = 128 — zvysok 2,
28 = 256 — zvysok 1,.

Bystré oko si viimne, Ze postupnost zvyskov sa pravidelne opakuje (1,2,1,2,1,2,...) a bystra hlava za¢ne rozmyslat,
nad tym ¢i to je ndhoda. Ako to uz v matematike byva zvykom, ndhoda to nie je.

Vieme, ze 2° m4 po deleni tromi zvysok 1, d4 sa teda zapisat ako 3k+1. Dalsia mocnina dvojky je dvojndsobkom
tej predchadzajicej, teda 2 - (3k + 1) = 6k + 2, z éoho vidime, Ze 2! bude mat po deleni tromi zvysok dva.
Zovseobecnenim tejto tivahy lahko prideme na to, Ze po kazdej mocnine dvojky, ktord déva zvySok 1, bude na-
sledovat mocnina dvojky, ktord ddva zvysok 2. Teraz eSte treba zistif, o bude nasledovat po mocninédch, ktoré
davaju zvysok 2, teda sa daju zapisat ako 3k + 2. Po takychto mocninach budd nasledovat ich dvojnisobky, teda
2. (3k+2) =
=6k +4 =6k +3+1 =3+ 1. Vidime teda, %e po kazdej mocnine dévajicej zvySok 2 bude nasledovaf taka,
ktora déva zvysok 1. Vieme teda, Ze zvysky sa naozaj budd pravidelne opakovat, ako sme predpokladali. Z toho ale
vyplyva, Ze na naSej Sachovnici budt vsetky zvysky 1 na ¢iernych polickach a vSetky zvysky 2 na bielych polickach.

Pod'me sa teraz pozriet, ako sa bude pohybovat nas kon. Vieme, Ze kon sa pohybuje v tvare pismena L a jeho
otoceni. MoZeme si v&imnut, Ze ak kon zaéne na bielom policku, skonéf na éiernom a naopak. Vieme teda, Ze kon
pri svojom tahu vzdy zmeni farbu policka, na ktorom stoji a Ze po dvoch fahoch bude zase na rovnakej farbe.
Aby sa dostal na poli¢ko, z ktorého Startoval, mus{ spravit parny pocet tahov (lebo toto policko m4 samé so sebou
rovnaki farbu), a teda musi pocas svojej cesty stiipit na rovnako vela bielych a ¢iernych policok.

My uz ale vieme, ze vSetky ¢ierne policka maji zvySok 1 a vSetky biele policka maju zvysok 2. Nas kon teda
v kazdej dvojici krokov stiipi na jedno poli¢ko so zvyskom 1 a jedno policko so zvyskom 2. Ked tieto zvysky s¢itame,
dostaneme zvysok 3, teda éislo, ktoré je tiez delitelné tromi.

A to je presne to, ¢o sme chceli dostat. Trikrat hurd, dokdzali sme, Ze kon vidy spapd poéet kociek cukru,
ktory bude delitelny tromi.

Uloha &.4: Petko stratil svoje oblibené &isla a bez mich sa neméZe pripravovat. Este k tomu vypadla elektrina
a nemd po ruke Ziadnu baterku. Bude preto potrebovat pomoc.
Je dané prvocislo p. Ndjdite vietky stvorice kladnych celyjch ¢isel a, b, c, d pre ktoré plati

ac —bd = p,
ad — bc = 0.
Riesenie: (opravovali Adam a Mata)
Petko m4 podla zadania tieto dve rovnice
ac—bd = p,
ad —be = 0.

Rovnice nam zatial prili§ vela nehovoria, a tak ich skisime séitat a odéitat. Vo vieobecnosti je dobrou tpravou
nahradit ststavu rovnic ekvivalentou ststavou rovnic, napriklad odéitanim a séitanim rovnic. Takto moézme ziskat
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nejaki zaujimavi skutoénost.

ac—bd+ad —bc=p+0,
ac—bd —ad —bc=p—0.

Este ich trochu upravime:

alc+d) —blc+d) =p, (a—b)(c+d) =p,
a(c—d)+blc—d) =p, (a+b)(c—d)=p.

Tento tvar je uz ovela zaujimavejsi, zamerajme sa na prvi z nich. Na lavej strane mame si¢in dvoch élenov,
ktory je rovny nasmu prvoéislu p. Moézeme si véimnut, Ze v rovniciach funguje nasledujice pravidlo. Ak su é&isla na
jednej strane rovnosti delitelné nejakym &islom, tak nim musia byt delitelné aj ¢isla na druhej strane rovnosti. To
plati aj v nasom pripade. Ked'Ze o prvoéislach vieme, Ze st delitelné len jednotkou a samym sebou, tak jedna zo
zatvoriek bude rovnd 1 a druha p.

V jednej zdtvorke méame stcet dvoch celych kladnych éfsel (podla zadania), a v druhej rozdiel inych dvoch
kladnych celych éfsel. Ked séitavame dve celé kladné éfsla, vysledok bude vidy vicsi ako 1. Z toho vyplyva, Ze
stucet musi byt ¢ +d = p a rozdiel a — b = 1.

Analogicky dostaneme z druhej rovnice sticet a + b = p a rozdiel ¢ — d = 1. Plati teda

a—b=c—d=1,
a+b=c+d=p.

Pomocou prvoéisla p teraz vieme vyjadrif kazdé z &sel a, b, ¢, d. Napriklad pre ziskanie b si najprv vyjadrime a
a—b=1, a=1+b,

¢o dosadime do druhej rovnosti

b+1+4+b=np,
p—1
b=—.
2
Rovnakym sposobom si vieme vyjadrit aj a, ¢ a d. Dostaneme
1 -1
a:c:}i a b=d=L2""
2 2

Ked'ze a, b, ¢, d st kladné celé &isla, musia byt kladné celé aj oba zlomky, ktoré sme dostali. To spfﬁajﬁ vSetky
neparne prvocisla p.

A to je vsetko. Nezistili sme, aké prvoéislo p sa Petkovi stratilo, vieme vSak pre kazdé neparne prvoéislo néjst
Stvoricu ¢isel (a,b, ¢, d) tak, aby splfiali rovnice zo zadania.

Uloha &.5: Pri pripravovant stratégie je doleZité nakreslit si ju. KedZe sa viak Petkovi pokazil poéitac, musel si
ju nakreslit na papier.

Nakreslil si pravouhly trojuholnik ABC s pravgm uhlom pri vrchole A a s odvesnou AB dlhSou ako odvesna AC.
Os uhla ACB mu pretinala stranu AB v bode D a kolmicu na stranu BC vedicu cez bod B v bode E. Obraz bodu
FE v stredovej sumernosti so stredom v bode B oznacil F'. Useéky BC a DF sa mu pretfali v bode P. Dokdzte, Ze
priamky EP a FC si na seba kolmé.

Riesenie: (opravoval Lubo)

Ked'ze riesime geometricki tlohu, bude vhodné zacat naértnutim si obrazka. Co v obrazku vieme a preco?

|$BAC| = o = 90° (vieme zo zadania).

|<CBE| =90° (vieme zo zadania).

|EB| = |BF| (zo zadania).

|<ACB| = v (pouzijeme standardné oznacenie).
|<ABC| = 8 =90° — v (doplnok k 180° v AABC).
|<ACD| = |9¥BCD| =~v/2 (os uhla).

Prieseénik priamok EFP a CF sme si oznacili K.
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Nasou ulohou je ukédzat, ze EP | CF, respektive, Ze |[JPKC| = 90°. To moZeme spravit napriklad tak, 7e
zistime velkost zvysnych uhlov v trojuholniku PKC.

Jeden z uhlov vieme zistit velmi lahko, a sice PCK. Ked sa totiZ pozrieme na trojuholniky EBC a FBC,
vidime, Ze si zhodné (podla vety sus). Vieme teda povedat, Ze

|4 PCK| = %

Zostdva nam este zistif velkost uhla CPK. To uz nebude také jednoduché, pustime sa preto do uhlenia.
Bude jednoduché zistif velkost uhla ADC z trojuholnika ADC, uhol CEB z trojuholnika EBC a uhol CFB
z trojuholnika F'BC'. Zacnime teda s nimi.

e [JADC| =180° — 90° — I = 90° — .

¢ |[SEDB| = [4ADC| = 90° — 3 (vrcholové uhly).

e |[JCEB| =90° —  (rovnako ako ¢ADC).

e |[JCFB|=90° — 7 (rovnako ako $ADC).

Vsetky uhly ndm vysli rovnaké, vieme to nejak vyuzit? Mohli by sme napriklad vyuzit, Ze uhol C EB m4 rovnaku

velkost ako uhol CF B, a teda trojuholnik CEF je rovnoramenny, ale to ndm asi velmi nepoméze. Zaujimavejsi
poznatok je, ze trojuholnik EDB je rovnoramenny, teda plati

|BD| = |BE| = |BF|.

Preto je aj trojuholnik DBF rovnoramenny. Vieme toto nejak vyuzit? Uréite d4no. Vieme vd aka tomu zistit velkost
uhla PFB.

180° — (180° —
|9 PFB| = ( N _7
2 2
Pozrime sa teraz na trojuholniky BEP a BF P. Vidime, Ze st zhodné (podla vety sus), preto je trojuholnik
EFP tiez rovnoramenny. Ked'Ze pozname velkost uhla PF B, nebude fazké zistit velkost uhla EPB.

o 7
—90° — £,
2

180° —
|YEPB| = %
A ked'Ze uhol EPB je vrcholovy k uhlu CPK, tak vieme, Ze
_ano _ J
|[ACPK| = 90° — ok
Neost4dva ndm uZ nié¢ iné, len dopoéitat velkost uhla CK P.

ISCKP| = 180° — (90° — %) - % = 90°.
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A to je presne to, ¢o sme cheeli ukéazat, teda ze EP 1 CF. Ostdva ndm uz len zamysliet sa, & na§ obrazok nemoze
vyzeraf nejak inak a kvoli tomu by niektoré uhly mohli mat int velkost, no ked sa zamyslime, zistime, Ze inak
vyzerat naozaj nemoéze a tak sme spokojni.

Iné riesenie:

Z dévodov symetrie nam sta¢i ukdzat, ze uhol EDF je pravy (rozmyslite si preco). Na to ndm staéi poznatok,
7e |DB| = |EB| = |BF| (¢o sa d4 lahko ukdzat, spravili sme to uz vyssie), teda body D, E a F lezia na kruZnici so
stredom v B a priemerom |EF|. Tym pddom bod D lezi na Télesovej kruznici nad priemerom EF a | EDF| = 90°.
Zo symetrie vyplyva, ze aj [ EKF| = 90°, teda EP L CF.

Uloha &. 6: Petko md uz premyslent svoju stratégiu a je presvedcéeny, Ze isto nasledujici turnaj vyhrd a stane sa
naglepsim Sachistom na skole. Presvedcenie vSak nestaci — potrebuje riadny matematicky dokaz.
Pre kladné redlne c¢isla x, y, z plati xyz > xy + yz + xz. Dokdzte, Ze

VIYZ 2 NT 4+ Y+ Vz

Riesenie: (opravovali Kika a Zajo)
Pozrime sa na to, ¢o vieme a na to, ¢o treba dokézat, a skisme to nejako prepojit. Vieme, Ze z, y, 2 > 0 (ind¢
by sme ich nevedeli odmocnit) a este aj xyz > xy + 2z + yz. Chceme dokézaf, 7e ak toto plati, tak plati aj
VEIYZ Z N+ Y+ 7

Upravime tie nerovnosti tak, aby mali na Tavej strane (tej viicsej) to isté. Ten sikovny sposob, ako to spravit,
je predpoklad vydelit zyz a dokazovani nerovnost vydelit |/zyz. Toto mozeme veselo spravit, pretoze z, y a z si
z mnoziny kladnych redlnych ¢isel. NaSe nerovnosti budi po uprave takéto:

1> % + 1 + 1 1> 1 !

1
, > + + .
Yy x Vyz o oNJxz o /Ty

Pokisime sa ukéazat, ze
1 n 1 n 1 > 1 n 1 n 1 (1)
2y T Yz Iz JTY

Ak tento odhad spojime s predpokladom, dostédvame po pér tipravich presne to, o chceme dokézat.

—
—_

w
<

Tak podme dokazovat nerovnost (1).
A uz stagcilo zlomkov, éo poviete? Pre prehladnost si oznaéme

Dokazovand nerovnost po preoznaceni vyzerd nasledovne:
a+b+c>Vbc+ vac+ Vab,

2a + 2b + 2¢ > 2Vbe + 2v/ac + 2V ab,
a—2Vab+b+a—2vac+c+b—2Vbc+c > 0.

Celt nerovnost sme zdvojnasobili, ¢o sa ndm hned v d'alsom kroku ziglo. Mnohokrét sa Sikovne dokazuje, Ze nieto
je > 0. prave preto sme si to upravili do tvaru, kde na pravej strane mame 0.
Chyba nam uz len cere$nicka na torte, ano, je to tak, naozaj tam je siucet troch druhych mocnin.

(Va—Vb)* + (vVa = Ve) + (Vb — Ve)?

Druh4 mocnina je vzdy viésia alebo rovnd nule, teda aj ich stcet je viiési alebo rovny nule. Ked'ze vietky pouzité
upravy boli ekvivalentné, dokéazali sme, ¢o bolo treba.
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Poznamka na koniec, niektor{ ste si mozno v&imli, Ze nerovnost a 4+ b+ c > Vbc+ Jac+ Vab, su tri séitané AG
nerovnosti:

a;bz\/@, agcz\/& a bgczx/%.

Dokaz nerovnosti (1) bolo mozné postavit aj na tomto fakte.

Uloha &.7: Ziaden zdpas Petka nezaskocil. Dokonca nemal Ziaden stres ani pri zdpase, ktory sa odohrdval na

Sachouvnici rozmerov 2n X 2n, kde n je prirodzené ¢islo.

V jednom okamihu si Petko vsimol, Ze na Sachovnici su figurky rozmiestnené tak, Ze v kazdom riadku a v kazdom

stl})ci je nepdrny pocet figurok.! Dokdzte, Ze pocet figirok na ciernych polickach je pdrny.

Riesenie: (opravovali Slavo a Dominik)

Bez ujmy na vieobecnosti, nech je Tavé dolné policko biele (ak by nebolo, tak Sachovnicu otoéime o 90°).
Oznaéme si:

1. a pocet figirok na polickach zaroven v nepdrnych riadkoch a nepdrnych Stipcoch.
2. b pocet figurok na polickach zaroven v neparnych riadkoch a parnych stfpcoch.

3. ¢ pocet figirok na polickach zaroven v parnych riadkoch a neparnych Stipcoch.

Pocet figrok na ¢iernych polickach zodpoveda suctu b + c.

Ked séitame pocet figirok v neparnych stipcoch (s¢itame n neparnych ¢isel), dostaneme ¢islo s rovnakou paritou
ako n. Dany stcet je a + c.

Analogicky, ked séftame pocet figirok v nepdrnych riadkoch (séftame n neparnych é&isel), dostaneme éislo
s rovnakou paritou ako n. Dany sucet je a + b.

Sucty a + b aj a + ¢ maju oba rovnaku paritu (ako n). Preto ich sicet 2a + b + ¢ je parny. Stucet b+ ¢ je teda
péarny, ¢o bolo treba dokazat.

Uloha &. 8: Cakanie na vyhldsenie vysledkov je zdl,havé, tak sa Petko zahladel na jeden peknyj obraz a rozmyslal,
aké pekné veci na nom platia.

Na obraze sa nachddza trojuholnik ABC s bodom L na strane AC takym, Ze BL je os uhla ABC. Nech M je
Tubovolnyj vniitorny bod tseéky CL. Dotyénica v bode B ku kruznici opisanej trojuholniku ABC pretina polpriamku
CA v bode P. Dotycnice cez body B a M ku kruznici opisanej trojuholniku BLM sa pretinaji v bode Q. Dokdzte,
ze priamka PQ je rovnobeznd s priamkou BL.

Riegenie: (opravovali Pedro a Vodka)
Oznacme si velkosti uhlov Standardne: |[$BAC| = a, |[SABC| = B a |[SACB| = ~. Vieme, ze |[SCBL| = /2.
Potom z trojuholnika BLC

|<}BLC\:180°—§—7:90°+90° —————— =90°+ 5 —

Predpokladajme, ze tento uhol je viicsi ako pravy (tzn., ze o > 7, a teda |AB| < |BC|). Z vety o tsekovom uhle
vyplyva, ze [ ABP| = . Potom ale | BPC| =180° — 2y — 3 =a — .

Q

B C

IFigtrok na Sachovnici méze byt Iubovolne vela. Na kazdom policku sa nachidza najviac jedna figirka.
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Predstavme si kruznicu a v nej uhol ¢ nad nejakou tetivou XY, ktory je vicsi ako pravy. Potom z vety o
tsekovom uhle budd velkosti uhlov YXE a XY F rovné . Ich susedné uhly YXD a XY D budt mat velkost
180° — . Preto uhol X DY, ktory zvieraji dotyénice bude 2¢ — 180°. Navyse vd'aka tomu, ze uhly Y XE a XY F
st tupé, bude bod D lezat v polrovine XY Z.

Toto sa dé vyuzif v trojuholniku BLM. Cize dotyénice BQ a MQ ku kruznici opisanej tomuto trojuholniku
budi zvierat uhol velkosti |[<BQM| = 2|4 BLC| — 180° = a — ~. Navyse, tu jasne vidno, ze bod @ bude lezat
v rovnakej polrovine vzhladom na priamku BM ako bod P.

Ked'ze zjavne |4 BPA| = |{ BQM|, tak z vety o obvodovom uhle vyplyva, Ze body B, M, Q, P lezia na kruznici.
Potom opif z vety o obvodovom uhle vyplyva, ze uhly BQP a BM A st obvodové, a teda aj rovnako velké.

Na dokaz tvrdenia (s predpokladom, ze | BLC| > 90°) staéi ukdzat rovnost uhlov BML a LBQ. Ak sa ndm ju
totiz podari ukdzat, tak sme vlastne ukdzali, Ze striedavé uhly LBQ a BQP maji rovnaku velkost. To uz implikuje
pozadovant vlastnost, ze priamky PQ a BL st rovnobezné. Tato rovnost je ale v podstate zrejmd, pretoze priamo
vyplyva z vety o tsekovom uhle.

Ak plati [ BLC| = 90°, tak a = . Z toho vyplyva, Ze dotyé¢nica v bode B ku kruznici opisanej trojuholniku
ABC bude rovnobeznd s priamkou AC (pretoze trojuholnik ABC bude rovnoramenny so zikladinou AC'). Z toho
vyplyva, ze tieto dve priamky sa nepretni, a teda tloha nemd vyznam.

V pripade, ze |[{BLC| < 90°, tak velkosti uhlov BPA a BQM nam vyjdu zaporné, z ¢oho vyplyva, ze
prieseéniky P a @ vzniknid v opaénej polrovine podla priamky BL. No ale to je v spore so zadanim, kde sa piSe,
7e bod P m4 pretntt polpriamku C'A (v pripade, Ze by ste si predsa len chceli pozrief aj riesenie tohto pripadu,
pozrite si videovzorak).

Uloha &.9: Po ndroéngjch zdpasoch sa Petko stal Sachovim sampiénom skoly. Ako prvi cenu dostal 2016 cukrikov,
¢o je nariho privela. Rozhodol sa preto, Ze sa s nimi podeli so svojou sestrou Zuzkou, a to nasledujiicim spésobom.
Petko rozmiestni nepdrny pocet krabic po obvode kruhu a rozdeli do krabic 2016 cukrikov. Potom si Zuzka zoberie
jednu z krabic so vietkymi cukrikmi v nej. Petko si ndsledne vyberie polovicu zvysnijch krabic tak, aby spolu Ziadne

k, pre ktoré je toho vidy schopnyj, bez ohladu na to, ¢o Zuzka spravi.

Riesenie: (opravovali Marek a Miso)
Petko si vie vidy zobrat aspoil polovicu cukrikov. Zvlddne to napriklad tak, ze d4 do niektorych dvoch krabic
po 1008 cukrikov a ostatné nechd prazdne. Zuzka vie maximdlne zobraf jednu z tych dvoch krabic a uréite ostane
aspon polovica cukrikov vo zvysne;j.

Uké4zeme si, ze viac cukrikov sa ziskatf nedd, teda Ze pre Tubovolné rozmiestnenie cukrikov a fubovolny pocet
krabic vie Zuzka vybratf krabicu tak, aby v oboch skupindch krabic z ktorych si Pefko vyberd bolo nanajvys 1008
cukrikov.

Druht ¢ast si ukdZzeme sporom, teda budeme (mylne) predpokladat, ze Pefko vie rozlozit cukriky takym
sposobom, Ze nech Zuzka vyberie lubovolnti krabicu, tak jedna z dvoch skupin krabic ktoré si moze Petko zobraf
mé aspon 1009 cukrikov.

Zaostrime preto na to, aké ma Pefko moznosti vyberu. Ked si Zuzka vyberie nejaki krabicu, Petko si zoberie
polovicu zvysnych, ktoré navyse nemajui ziadnu susednt dvojicu. Predpokladame, ze jedna skupina krabic maé viac
ako polovicu cukrikov. Bez ujmy na vieobecnosti si mézeme povedat, Ze je to skupina, ktord obsahuje krabicu vlavo
od tej, ktoru si vybrala Zuzka.

Teraz sa pozrime, ako by vyzerala situacia, keby Zuzka vybrala krabicu o jedno miesto vpravo. Vacsiu skupinu
to neovplyvni, akurdt teraz obsahuje krabicu napravo od krabice vybranej Zuzkou. Skupina nalavo od Zuzkinej
krabice, oznacme si ju L, teda obsahuje menej ako polovicu cukrikov. V§imnite si, ako sa zmenila pozicia vécsej
skupiny vzhladom na krabicu vybrati Zuzkou zo strany na stranu, konkrétne z lavej strany na pravi.

Keby si Zuzka vybrala krabicu este o jedno vpravo, zase by skupina krabic s va¢sim mnozstvom cukrikov bola
nalavo. Predtym totiz skupina L nalavo mala menej ako polovicu cukrikov a ti sme neovplyvnili, ked si Zuzka
zobrala o krabicu vpravo. Tym pddom zvySok musi mat viac ako 1008 cukrikov (lebo predpokladdme, Ze vidy
aspon jedna skupina je nadpolovi¢énd).

A tu prichddzame k sporu. Ked zoberieme postupne vietky krabice v kruhu, tak skupina s v&¢sim poctom
cukrikov mé vzdy susednt krabicu napreskacku vlavo alebo vpravo. Krabic je v8ak neparny pocet, takze ked
prejdme celé kolecko zistime, Ze nielen skupina s krabicou vpravo musi mat viac ako polovicu cukrikov, ale aj
skupina s krabicou vlavo. A to je spor, lebo nemézeme mat dve skupiny s viac ako polovicou cukrikov.

Preto musi existovat krabica, ktorti ked si Zuzka vyberie, tak Petkovi ostanti na vyber skupiny krabic, v ktorych
bude nanajvys 1008 cukrikov.

Uloha &.10: Petko nemd iaden ndpad, ako by vyriesil tito tlohu. Viete ju vyriesit vy?
Najdite vietky dvojice celyjch ¢isel (p,m), kde p je prvoéislo, také, Ze plati

P Emp+2)+4° =m? +p+1.
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Riesenie: (opravovali Maridn a Jozo)
Na zozndmenie sa s tlohou mézeme na zaciatok dosadit p = 2. Dostaneme tak po tuprave kvadratickd rovnicu

m2—4m—21=0

s rieSeniami m = —3 a m = 7. Podobne moézeme skusif za p dosadzovat dalsie prvoéisla, ale Ziadne rieSenia
nedostaneme. Ako vSak zdovodnime, Ze pre p # 2 neexistuju riesenia? Vsetky prvocisla rozne od 2 si nepéarne, a to
mozeme vyuzit. Pozrime sa v zadanej rovnici na zvysky po deleni dvomi. Pre neparne prvoéislo p plati

1+m(1+0)+0=m?+1+1 (mod ?2).
Po tiprave dostaneme 1 +m = m (mod 2) a z toho 1 = 0 (mod 2).2 Tu nastdva spor, a teda rovnica nem4
rieSenie pre neparne p. Takze jediné dve vyhovujice dvojice (p,m) su (2,—3) a (2,7).
Iné riesenie:
(Podla niektorych riegitelov.) Na rovnicu zo zadnania sa vieme pozrief ako na kvadraticki rovnicu s premennou m
a paremetrom p. Preto si vieme m vyjadrit ako

p+ 24 /4Pt + p2 + 4p3
m= .

Aby m bolo celé &islo, musi byt /4P+1 + p2 + 4p3 tiez celé &islo, teda 4P+ + p? + 4p3 musi byt stvorcom (druhou
mocninou celého é&fsla). Cislo 4P+ = (2P+1)2 je tovrec. Najblizsi vacsi stvorec je (2PF! 4 1)% = 4P+1 4 opH2 4,
Kedze 411 + p? + 4p® > 4P+ tak musi platit 47! + p? 4 4p3 > 4P 4 2PF2 1 1. Tiito nerovnost ekvivalentne
upravime na

p? +4p —1 > 2PF2,

Ked sa nad tym zamyslime, tak pri velkych hodnotdch p bude prava strana rést stdle viac (aj ked sa to
spotiatku nezdd) a nerovnost prestane platif. Preto dokdZeme, 7e pre vietky prvoéisla p > 11 plati

p? +4p® — 1 < 2P 12, (1)

Ked'ze vsetky prvoéisla st prirodzené éisla, dokazeme platnost nerovnosti (1) rovno pre vietky prirodzené &fsla p
vicsie ako 11. Na to modzeme vyuzit matematicki indukciu.

Pre p = 11 dostdvame 5444 < 8192 a nerovnost plati. Predpoklajme teraz, Ze nerovnost (1) plati pre nejeké p.
KedZe prava strana sa vizdy zdvojndsobuje, staéi nam ukdzat, Ze

(p+1)2+4(p+1)° —1<2(p” +4p° - 1). (2)

To po roznésobeni upravime na
11p? + 14p + 6 < 4p°.

Kedze p > 11, plati
4p >4 - 11p* > 11p* 4+ 363p > 11p* + 14p + 349 - 11 > 11p? + 14p + 6.

Porovnanim prvého a posledného vyrazu dostaneme 4p® > 11p? 4 14p+6, z éoho vyplyva dokazovand nerovnost (2).
Ked ddme nerovnost (2) dohromady s indukénym predpokladom (1), dostaneme

(p+1)24+4(p+1)3—1>2(p* +4p> —1) > 2. 2PF2 = opH3

z ¢oho uZ zjavne vyplyva platnost nerovnosti (1) pre p+ 1. Ukdzali sme teda, Ze pre vsetky prirodzené &isla (a teda
aj pre vietky prvocisla) p > 11 je &islo 4771 + p? + 4p® medzi dvoma za sebou idiicimi $tvorcami. Preto nemoze
byt stvorcom a teda m nebude celé &fslo. Ostdvaji nam overit prvoéisla 2, 3, 5 a 7, ktoré st mensie ako 11.

e Pre p = 2 mame pod odmocninou 100, ¢o je Stvorec. Ziskame tak rieSenia m = -3 am =7.

e Pre p = 3 dostdvame pod odmocninou 373, ¢o nie je Stvorec.

e Pre p =5 dostdvame pod odmocninou 4 621, ¢o nie je Stvorec.

e Pre p = 7 dostavame pod odmocninou 66 957, ¢o nie je Stvorec.

2Ak sa s takymito z&pismi nekamardtite, rozliste dva pripady, kedy je m parne a nepérne. V oboch pripadoch uréte paritu lavej a
pravej strany rovnice a presvedcte sa, ze su rozne.
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Komentar: Za tlohou s &fslom 10 sa v tejto sérii skryvala nezvycajne lahka tloha. Mnohi riesitelia v nej Sikovne
vyuzili paritu. Ini sa trépili s drsnej$imi vecami, ako je aj ilustrované v druhom rieseni. Avsak ti, ¢o tlohu ani
neskuigali, moézu Tutovat, o ¢o prisli :). Preto sa treba pozerat na vSetky tlohy a nebaf sa niektorych len preto, 7e

maju velké &islo :).

kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roc Skola k|4]|5|6|7|8[9 |10 s | >
1. Adam Dominik 2. GJH BA 319191919 9 45 | 45
1. Kebis Pavol 2. GJH BA 41919 9 919 45 | 45
1. Kollar Pavol 2. Gamca BA 3191919 9 9 45 | 45
1. Krajcéoviechova Lucia 1. GJH BA 2191919 9 9 45 | 45
1. Melicher Martin 2. GPos KE 219191919 919 45 | 45
1. Migiak D4vid 2. GJH BA 4191919191919 9 45 | 45
1. Olsak Radek 2. Mensa 21919 91919 45 | 45
1. Poturnay Maridn 2. GPdC PN 4191919191959 45 | 45
1. Sasik Tom4&s 3. Gamca BA 6 9191919819 45 | 45
1. Stevko Martin 2. GAlej KE 419191919 9 45 | 45
1. Vistanova Laura 4. Gmad KE 6 9(9/91]9 9 45 | 45
12. | Filop Jozef 1. Gamca BA 218191919 9 44 | 44
12. | Kraj¢i Samuel 2. GAlej KE 4 919|198 9 44 | 44
12. | Marko Alan 3. LEAF 5 919191918 44 | 44
12. | Parada Jakub 1. Gamca BA 21919198 9 44 | 44
16. | Glevitzka Stefania 2. GVBN PD 419191919 7 43 | 43
17. | Jéza Bohdan 2. GJH BA 41919 9 517 39 | 39
17. | Mraz Michal 2. SPMNDGBA [ 4|9 |9 9 319 39 | 39
19. Machalova Monika 2. GJH BA 41919 9 119 37 | 37
19. | Mosko Matej 2. Gamca BA 41919191 9 37 | 37
19. | Ralbovsky Peter 4. GJH BA 9 919171319 37 | 37
22. | Dlugosova Michaela 3. GKuk PP 6 9191910 9 36 | 36
22. | Dujava Jonés 2. SPSE Presov | 3 |9 (9|9 9 36 | 36
22. | Durackovd Méria 2. GJH BA 41919 919 36 | 36
22. | Klein Pavol 2. GPdC PN 4191919 9 36 | 36
22. Ondus Peter 3. SPMNDG BA | 5 91919 9 36 | 36
22. | Zéhorsky Akos 3. G Sahy 5 9191919 36 | 36
28. | Molnar Michal 2. Gamca BA 41919 6|9 33 | 33
28. | Parada Matej 3. Gamca BA 5 919 619 33 | 33
30. Galikové Kristina 2. SPMNDGBA | 3|8 |9 4 9 30 | 30
30. | Svihorik Tom4&s 3. GPar NR 6 9 9 319 30 | 30
30. | Winczer Tobids 2. SPMNDGBA [ 4|9 |9 319 30 | 30
33. | Poljovka Jakub 3. GPar NR 6 9 912 9 29 | 29
34. | Brezinova Viktéria 2. GAlej KE 419191 9 28 | 28
35. | Ciz Jozef 2. GJH BA 31817 319 27 | 27
35. | Kutkova Séara 3. Gamca BA 6 919 9 27 | 27
35. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 31919 9 27 | 27
35. Suchova Martina 3. GPar NR 5 9101910 9 27 | 27
39. | Zubcak Matus 2. GPar NR 2191910 8 26 | 26
40. Studenicova Katarina 3. GPOH DK 5 91116 513 24 | 24
41. | Pajger Simon 3. GVO ZA 5 9 9 3 21 | 21
42. | Findra Michal 2. GDT PP 31319 4 13 20 | 20
42. Kalasova Martina 2. GJH BA 31919 2 20 | 20
42. Ondovéikova Lucia 2. G Modra 31719011 3 20 | 20
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Por. | Meno Roe¢ Skola K 5 9 |10/ p| s | >
45. | Krutek Robert 1 GJGT BB | 5 9 9 18 | 18 |
45. | Oravkin Richard 2. 1SG BA 4 18 | 18
47. | Jureéekova Alzbeta 2. EGMT 2 9 17 | 17
47. | Kopfova Lenka 2. G Mendel CR | 4 9 17 | 17
49. | Janeta Tomé&s 3. GAB NO 4 4 12 | 12
50. | Kofira Eduard 4. BiG Sucany | 4 2 51| 5
51. | Durina Marian 3. G Surany 3 1 1 1
51. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 1 0 1 1

kategoria ALFA
Por. | Meno Roc Skola k|1[2(3|4|5|6|7|p| s |>

1. Krajcoviechova Lucia 1. GJH BA 2 919191919 45 | 45

1. Macko Miroslav 1. SPMNDGBA [ 1]9]|9]19]9|9 45 | 45

1. Matejkova Tatiana 1. GPar NR 117919191919 45 | 45

1. Melicher Martin 2. GPos KE 2 91719191919 45 | 45

5. Horansky Michal 1. SPMNDGBA |1 (81919919 44 | 44

5. Jurikova Roéberta 2. GVBN PD 2 918191919 44 | 44

5. Koutensky Martin 1. Gamca BA 11979181919 44 | 44

5. Tran Marek 1. Gamca BA 11819191919 44 | 44

9. Pravda Jakub 1. SPMNDGBA [ 1999197 43 | 43

9. Rampasekova Svetlana 1. GPar NR 1191917199 43 | 43

9. Sumsala Tomas 1. GJH BA 119198819 43 | 43

12. | Calvo Natélia 1. GPar NR 1819171919 42 | 42
12. | Kluvancova Hana 1. GPar NR 1819171919 42 | 42
14. | Boleskei Matej 1. GPar NR 11819161919 41 | 41
14. | Vojtek Matej 1. Gamca BA 1171917199 41 | 41

16. | Nemcova Kornélia 1. Gamca BA 1191919(3]9 39 | 39

17. | BarniSin Michal 3. GJAR PO 3 519191916 38 | 38

17. | Kajan Michal 1. 1SG BA 11971919 (2]9|1]2 38 | 38

17. | Stupta Frantisek 1. GPar NR 1181913199 38 | 38

20. | Adam Dominik 2. GJH BA 3 9191919 36 | 36
20. | Hanus Matej 1. GPos KE 119199 9 36 | 36
20. | Masrna Michal 1. GPos KE 119199 9 36 | 36
23. Bielakové Téanicka 1. Gamca BA 1 (81915149 35| 35
23. | Fulop Jozef 1. Gamca BA 2 8191919 35| 35
23. Parada Jakub 1. Gamca BA 2 9191918 35| 35
23. | Paska Jaroslav 2. SPMNDG BA | 2 919|819 35| 35
23. Pisonova Karolina 2. G Béanovce 3 91819 9 35| 35
28. | Kuniak Adam 1. Gamcéa BA 119197 9 34 | 34
28. | Sabovéik Robert 1. GPos KE 1819|198 34 | 34
30. | Savelova Gabriela 1. Gamca BA 11619 919 33 | 33
31. Demkova Karin 1. GJH BA 11971913119 31 | 31
31. | Chudic Alex 1. SPMNDGBA [ 1[9]9(9 1 3 31| 31
33. | Portasikova Jasmina 2. GVar ZA 2 919 9 3 30 | 30
34. | Benkova Nina 2. GPdC PN 3 91219 9 29 | 29
34. Bobenicova Michaela 2. GPos KE 2 651919 0 29 | 29
34. | Hronskd Marianna 1. BiG Sucany 117191 7]13]|3 29 | 29
34. | Rehulka Erik 1. SPMNDGBA [ 1]|9]|0]9]9]|2 29 | 29
38. | Kriek Patrik 2. GLS ZV 1 911191910 28 | 28
38. | Santa Adam 2. GJH BA 2 1191919 28 | 28
38. | Zdimalova Michaela 2. GJH BA 2 9171319 28 | 28
41. | Balaz Lukas 2. G Bénovce 2 919 9 27 | 27
41. | Balogh Matus 1. GMA BA 11811919 27 | 27
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Por. | Meno Roc¢ Skola K 213|4|5 s | >
41. | Dujava Jonas 2. SPSE Presov 3 919 27 | 27 |
41. | Hrmo Matej 2. GPar NR 3 91919 27 | 27
41. | Kalasova Martina 2. GJH BA 3 91919 27 | 27
41. | Kollar Pavol 2. Gamca BA 3 919 27 | 27
41. | Krélovi¢c Tomas 2. GPar NR 3 91919 27 | 27
41. | Olsédk Radek 2. Mensa 2 919 27 | 27
41. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 3 91919 27 | 27
50. | Farnbauer Michal 0. Gamca BA 0 9 9 26 | 26
50. | Rusndk Patrik 1. GAlej KE 1 61492 26 | 26
50. | Stanik Michal 2. GLS TN 3 81919 26 | 26
50. | Szombuy Simon 1. GPar NR 1 113187 26 | 26
54. | Barancikova Barbora 1. SPMNDG BA 1 914 0 25 | 25
54. | Cernikova Jana 2. GJH BA 2 91719 25 | 25
54. | Sladeckova Laura 2. GVar ZA 2 917 9 25 | 25
57. | Gen¢ur Andrej 1. GAM TT 1 4 219 24 | 24
57. | Rosinsky Juraj 2. I de Lancy 3 81319 24 | 24
59. | Ganz Tomas 1. SPSSDSJ TT 1 91411 23 | 23
60. | Galikova Kristina 2. SPMNDG BA 3 819 21 | 21
60. | Macdkova Eliska -3. SZS CENADA BA | -3 9112 21 | 21
62. | Beldk Tom&s 2. GAV LV 3 9192 20 | 20
63. | Cinova Tatiana 2. GPar NR 3 11919 19 | 19
63. | Juretekova Alzbeta 2. EGMT 2 31619 19 | 19
65. | Tomasik Ondrej 1. GJGT BB 1 6|1 2 18 | 18
65. | Zubcak Matus 2. GPar NR 2 919 18 | 18
67. | Ghirbakova Karin 2. Gamca BA 2 9 01|38 17 | 17
67. | Chalipek Adam 1. Gamca BA 1 614|010 17 | 17
67. | Ondovéikova Lucia 2. G Modra 3 719 17 | 17
67. | Tarca Matej 1. GPos KE 1 9 17 | 17
67. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 1 9 0 17 | 17
72. | Findra Michal 2. GDT PP 3 319 16 | 16
72. | Grigova Natélia 1. Gamca BA 1 9 2 16 | 16
72. | Hlugko Jakub 2. SPMNDG BA 2 719 16 | 16
72. | Priesol Matej 1. SPMNDG BA 1 0|7(12]1 16 | 16
76. | Barla Adam 1. GJGT BB 1 0|7 15| 15
76. | Ciz Jozef 2. GJH BA 3 8|7 15 | 15
76. | Krasny Matej 2. SPMNDG BA 2 6 9 15 | 15
76. | Novdk Samuel 1. GPos KE 1 9 15 | 15
80. | Pajunkova Anezka 1. GMH Trstena 1 112 12 | 12
80. | Pozsonyi Karol Rudolf 2. GBil BA 3 31316 12 | 12
82. | Letenayova Nina 2. GJH BA 2 9 2 11 | 11
83. | Halama Andrej 1. GVO ZA 1 0j1]1 10 | 10
84. | Funkova Veronika 3. GLN SE 3 9 9 9
84. | Ganzova Veronika 3. GAM TT 3 412 |2 9 9
84. | Pankuch Andrej 1. GAlej KE 1 9 919
84. | Sojka Peter 1. GJCh BR 1 919
84. | Starovi¢c Martin 1. Gamca BA 1 9 9 9
89. | Géciova Alexandra 1. GJH BA 1 1 8 8
89. | Magula Daniel 3. PiarG NR 1 8 8 | 8
91. | Balheim Boris 2. 1SG BA 2 3131 77
92. | Michalkova Julia 1. GJH BA 1 51 5
92. | Stésiniak Simon 3. GLN BA 3 213 5 5
94. | Fojtova Gabriela 1. GFGL BA 1 0 4 | 4
95. | Feketeova Viola 2. GBST LC 3 1 1 2 2




