Vzorové rieSenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &.1: V mestecku Algebrovo nemaji nikoho, kto by vedel ndsobit velké cisla. Nevedia tak vyriesit nasledujici
problém.
Uréte ciferny sucet sucinu 99...9-44...4. Oba cinitele su 2016-ciferné.

Riesenie: (opravovala Kika)

Chceme zistif ciferny sicet éisla 99...9 - 44...4. Najprv zistime, ako vyzerd, a potom spoéitame jeho ciferny
stcet. Cislom tvaru 99...9 sa nendsobi idedlne (podobne ani 44...4), preto spravime takito fintu: éislo 99...9
zapiseme ako 100...0—1, ¢o vieme napisat aj ako 102°16 — 1. Teraz ndm staci zistit rozdiel 10201644 .. .4—44 .. 4.
Uvedomme si, ¢o je 102016 . 44 .. .4 za ¢islo. Je to 44...400...0. Tak a teraz bez hanby odéitajme tieto dve velké
¢isla, tak ako nés to asi na zakladnej Skole naucili, a sice pod seba.

44...4400...00
— 44...44
44...4355...56

Oj, ja som tam rovno uz aj vysledok napisala. Niec¢o si k nemu povieme. Posledna cifra vysledku je 6, lebo
10 — 4 je 6. Zobrali sme si 1 z predchddzajicej cifry, ¢o moZeme opravit tak, Ze namiesto odéftania cifry 4 budeme
tentokrat odéitavat cifru 5. Teda ked zistujeme akd je cifra na mieste desiatok, tak odéitavame 10 — 5. Toto sa
nam vzdy opakuje, az sa nam cifry v mensiteli mint. Ale aj pri od¢itavani prvej cifry ¢isla 44 .. .4 sme si pozicali
1 z prechédzajicej cifry, takze eSte z poslednej Stvorky menSenca (44...400...0) treba odé¢itat 1, a tak tam
vznikne 3. Od ostatnych Stvoriek uz nemdme ¢o odéitat, a teda zostani Stvorkami. Nase vysledné &fslo vyzera:
44 ...4355...56. Kolko je tam Stvoriek a pitiek? Stvoriek je tam o jednu menej ako v povodnom &isle, pretoze
posledné stvorka sa zmenila pri odéftavani na trojku. Teda ich je 2015. Podobne sme na tom s pitkami. Vsetky
patky vznikli ako rozdiel 10 — 5, teda z kazdej nuly mensenca, az na poslednd, od ktorej sme odéitali 4. Pitiek je
takisto 2015. Takze naSe ¢islo sa sklada z 2015 Stvoriek, 1 trojky, 2015 pétiek a 1 Sestky. Jeho ciferny sucet teda
vieme spoéitat ako 2015 -4 + 3 + 2015 - 5 + 6 = 18144. Ciferny stiéet stcinu 99...9-44...4 je teda 18144.

Uloha &. 2: Martin, ktory je v Algebrove najlepsi hrdc kociek, si nasiel zaujimavi, hru. Povrch bielej kocky 3 x 3 x 3
zafarbil nazeleno. Nasledne rozdelil kocku na 27 mensich kociek 1 x 1 x 1. Ndhodne si vyberal jednu z kociek a hodil
ouU.

a) Akd je pravdepodobnost, Ze stena kocky leZiaca na zemi je zelend?

b) Martin si hodil kockou a wvidel 5 bielych stien (spodni stenu nevidel). Akd je pravdepodobnost, Ze si hodil
kockou, ktord md vsetky steny biele?

Rieenie: (opravovali Ceky a Mojo)

Ako prvé si vSimneme, ze vsetky malé kocky majui dokopy 6 - 27 = 162 stien. A teraz prichddza najzaujimavejsia
myslienka celého rieSenia: kazda z tychto 162 stien ma tplne rovnakd Sancu, Ze bude v Matovej hre naspodu. Kto
tomu neveri, nech pili, farbi a hddze. Tak tisickrat. Budeme radi, ak ndm zaslete vysledky vasich experimentov.
Pravdepodobnost v tomto pripade teda vypoéitame, ako pomer priaznivych moznosti ku vietkym mozZnostiam.
Zelenych stien je 6 - 9 = 54. Pravdepodobnost toho, Ze naspodu bude zelen, je preto 54/162 = 1/3.

Teraz si vysSkrtnime vsetky steny, ktoré nespiﬁajﬁ podmienku v b). Ostanti ndm teda tie steny, ktoré majui
okrem seba na kocke p#t bielych stien. Takych je 6 zelenych (si to tie v strede stien velkej kocky) a 6 bielych
(vsetky steny malej kocky, ktord bola v strede velkej kocky). Vietkych moznosti je teda 6 + 6 = 12 a priaznivych
je 6. Hladana pravdepodobnost je teda 6/12 = 1/2.
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Uloha &.3: Ndmestie Algebrova md tvar Stvorca ABCD. Na jeho uhlopriecke BD leZi jeden osamely bod E.
Oznacéme postupne H a K prieseéniky vysok trojuholnikov ABE a ADE. Dokdzte, ¢ BKDH je rovnobeznik.

Riesenie: (opravoval Samo, Ivka)

Chceme ukdzat, Ze Stvoruholnik BKDH je rovnobeznik. Body B a D st vrcholmi zadaného $tvorca a body
K, H vznikli ako priesec¢niky vypsok trojuholnikov, teda si to ortocentra. Na dokaz tvrdenia pouzijeme vetu,
Ze v rovnobezniku sa rozpoluji uhlopriecky. Ked'ze uhlopriecka BD je aj uhloprietkou $tvorca ABCD a druha
uhlopriecka K H lezi na AC, bod FE je presne v strede BD. Teda |DF| = |BF|.

Teraz treba to isté ukazat o uhlopriecke K H (Ze F je jej stred). Priamky K E a EH st vysky v trojuholnikoch,
teda plati, Ze KF je kolmé na AD a EH je kolmé na AB. Z toho ndm ale vyplyva, ze KE||CD a EH||AD. Vdaka
tymto rovnobeznostiam vieme: | DCA| = |[SEKH| a |[SCDA| = |[SKEH|. Teda trojuholniky ACD a HKE
st podla vety (uu) podobné. Kedze trojuolnik AC'D je rovnoramenny, tak bude musief byt rovnoramenny aj
trojuholnik HK E. Pozrime sa teraz na ich vysky. V trojuholniku ACD je vyskou tsecka DF. Kedze vrchol E
trojuholnika H K FE lezi na tejto tsecke, vyskou v H K E bude tsecka FF. Pretoze trojuholniky s podobné, tak ak
F je stred zékladne AC, bude musiet byt aj stredom HK, teda ju rozpoluje.

Uk4zali sme teda, ze v §tvrouholniku BKDH sa rozpoluji uhlopriecky. Z toho vyplyva, Ze BKDH je rov-
nobeznik, ¢o bolo treba dokizat.

Uloha &. 4: Ako v kazdom meste, aj v Algebrove maji vybudovani sief na Sirenie klebiet. Dokonca sa riou chvdlia,
Ze je najlepSia spomedzi okolitych miest.

V meste je n klebetnic. Na zaciatku vie kazZdd z nich jednu klebetu. Vsetky klebety si navzdjom rozne. Klebety sa
§tra SMS-kami. Odosielatelka posle v jednej SMS-ke vsetky klebety, ktoré vie, nejakej inej klebetnici. Pre kazdé
prirodzené &islo n urcte, kolko najmenej SMS-ick je potrebnijch na to, aby kazdd klebetnica vedela o vietkijch
klebetdch. Nezabudnite zdévodnit, preco menej SMS-iek nestaci.

Riesenie: (opravoval Iveta, Adam)

Nasou tilohou je zistif a nasledne dokazat, kolko najmenej SMS treba, aby vsetky klebetnice poznali vietky klebety.
Ako prvé si musime uvedomit, Ze SMS sa posielaji postupne, a zdroveii po jednej SMS sa zmeni pocet poznanych
klebiet iba jednej klebetnici. Z toho vyplyva, Ze v uréitom momente bude prave jedna klebetnica poznat vsetky
klebety. Uréite vieme, Ze do tejto chvile muselo byt poslanych aspoii n—1 SMS, jedna od kazdej z klebetnic, okrem
tej, ktord poznd vsetky klebety. Ak by ich bolo n —2 alebo menej, mali by sme aspon 2 klebetnice, z ktorych ziadna
neposlala SMS, teda aspon 2 klebety, ktoré poznd iba jedna klebetnica. Nebolo by teda mozné, aby jedna poznala
vietky. Potom potrebujeme este aspoin n — 1 d'alsich odoslanych SMS, lebo ak jedna poznd vsetky, zostava este
n — 1 klebetnic, ktorym treba zmenit pocet poznanych klebiet, to je dalsich n — 1 SMS. Dokopy teda potrebujeme
aspon 2n — 2 SMS.

Aby sme dokdzali, Ze taky systém posielania SMS naozaj existuje, predstavme si situdciu, ked prvych n — 1
klebetnic posle SMS n-tej klebetnici. Poslali sme n — 1 SMS a mame prave jednu klebetnicu, ktord pozna vsetky
klebety. Teraz n-ta klebetnica posle SMS kazdej z n — 1 zostavajucich klebetnic, teda kazda klebetnica vie vSetky
klebety. Tym sme dokézali, ze naozaj staci 2n — 2 SMS.

Iné riesenie:

Povedzme si, ze mame n klebetnic, ktoré si medzi sebou nejako posielaju svoje klebety a nakoniec poznaju
vSetky klebetnice vSetky klebety. Predpokladajme, ze to robia najefektivnejsie, ako sa len da. Pocet SMS, ktoré si
medzi sebou poslali, oznacme k.
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Ako sa zmeni k, ked’ sa k nim prid4 nové klebetnica? Zjavne bude musief nova klebetnica poslat aspon jednu
SMS - aby sa jej klebeta dostala do obehu. Taktiez bude musiet asponi jednu SMS prijat, aby mohla mat vsetky
ostatné klebety. To znamen4, Ze k sa zvicsi asponi o 2. Vieme zabezpeéit aby sa k zvysilo s novou klebetnicou prave
o dva?

Vieme. Na zaciatku posle novéd klebetnica niektorej starej svoju klebetu — to je jedna spréava navyse. Staré
klebetnice si d'alej posielaji svoje klebety tak, ako predtym. Jediny rozdiel je, Ze ked stard klebetnica, ktora
dostala klebetu od novej, posiela svoju vlastnt klebetu, prilozi k nej novi klebetu. Obe klebety sa d'alej posielaju
spolu, &ize v podstate splynt a celkovy pocet SMS sa nezmeni. Na konci, ked uz vetky klebetnice vedia vietko,
posle jedna z nich vSetky klebety novej klebetnici, a tym sa k zvysi eSte o jedna.

Ukézali sme tak, Ze ked pride do skupiny klebetnic nové, najmensi pocet SMS, ktoré si musia poslat, sa zvysi
o dva. Teraz si zoberme pripad, kde mame len dve klebetnice, n = 2. RieSenie je zjavné, jedna posle svoju klebetu
druhej a naopak, pouzijui tak 2 SMS. Ked k nim pride novd a n = 3, zvysi sa pocet poslanych SMS o dva, ¢ize
budt po novom potrebovat 4 SMS. Ked pride dalsia, bude n =4 a k =6, pre n = 5 k = 8 a tak d'alej. S kazdou
novou klebetnicou musi poéet SMS stipnut o dva.

Ked teda dostaneme hocijaky pocet klebetnic, mozeme si to predstavit, Ze na zaciatku sme mali dve a k nim
sa postupne pridali ostatné (ak mdame len jednu klebetnicu, zjavne Ziadne SMS posielat nepotrebujeme). Ak je
klebetnic n, na zaciatku boli dve, ktoré potrebuju dve spravy, plus pridalo sa n — 2 klebetnic, z ktorych kazda
potrebovala dve spravy. To s¢itame a voild — méame rieSenie: 2 + 2(n — 2) = 2n — 2.

Uloha &. 5: V jednom mestecku hladaji zlodincov, v inom zlato, v Algebrove vsak hladaji ¢isla. Ndjdite vsetky
prvocisla p, q, r také, Ze plati
Pl 4 g2 =2,

Riesenie: (opravoval Lubo)

Pod'me si rovnicu zo zadania trochu poupravovat. Ako prvé nas nabida nechat mocninu é&isla 2 na lavej strane
rovnice a obe druhé mocniny prvoéisiel mat na pravej strane. Dostdvame 2P = 12 — ¢2. Vidime, Ze pravi stranu
si vieme napisat v tvare siéinu a vnikne ndm

2 = (r—q) - (r+q)
Vsimnime si, Ze oba vyrazy na pravej strane delia vyraz 2PT!, ¢o znamend, Ze aj ony samotné budu nejakou
mocninou é&isla 2. MéZeme preto napisat nasledovné:
o r—q=2F
o 7+ q=2r"F+L

A tu ako by nam nie¢o chcelo nahrat, Ze skiisme séitat tieto dve rovnice, zbavime sa tym ¢ a snad’ ndm to nieco
povie o 7. Mame teda 2r = 2P~%+1 4 2F &0 si vieme celé predelit este ¢islom 2. Vznikne ndm

r=2PF 4 ok—1

To ndm vsak o 7 toho vela nepovedalo. Zamyslime sa vSak trochu. Nevieme nieco zistit o exponente k, ktory
by nam jasne uréil velkost vyrazu r — ¢? Vieme! Ked sa totiZ pozrieme na paritu tejto rovnice, uvedomime si, Ze
r bude uréite neparne. To vieme, nakolko uréite plati, Ze r je viésie ako ¢q. A ked'ze obe s prvoéisla, tak r bude
aspoii 3. No a vietky prvocisla od viicsie alebo rovné 3 maji takd vlastnost, Ze st neparne. To ndm ale vravi,
7e aj prava strana musi byt neparna. Lahko si mézete overit, ze p musi byt vicsie ako k, teda mocnina 2P~ F je
vzdy parna. A teda ak ma byt pravé strana rovnice neparna, musi byt neparny prave vyraz 28~1, ¢o nastéva prave
vtedy, ak k = 1. Teraz uz vieme Ze:

o r—q=2"ANk=1, takier —q=2;
o r+q=2"F1AL=1, takze r + q = 2P.
Z prvej rovnice si mézeme vyjadrit r = q + 2 (mdZeme si viimnit, Ze ¢ bude tiez nepdrne) a dosadime do druhej
rovnice. Dostaneme
2¢+2=2° ateda gq=2r"1_—1.
Analogicky dostaneme
2r —2=27 ateda r=2""141.
Tu ste uz vsetci, ktori ste zriesili treti priklad minulej série, sfastni, lebo viete, ze mocniny é&isla 2 davaji po
deleni tromi vidy zvySok bud jeden alebo dva. A teda r alebo ¢ je vidy nejaky ndsobok trojky. Pre tych, ktor{
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nevedia o &o ide, si ukdzeme nie¢o trochu iné. Zistime, aki paritu moze nadobtidat p. D4 sa lahko overit, ze p musi
byt neparne. Pri pohlade na vyraz, ktorému sa rovnd ¢, vidime, Ze exponent p — 1 je vidy parny. Budeme sa teda
zaujimat len o zvysky parnych mocnin é&isla 2 po deleni tromi, o je identické so zistovanim zvysku mocnin &isla 4
po deleni tromi. Napisme si 4° ako 3m + 1. Ak toto &islo vyndsobime $tyrmi, dostaneme nasledovnii mocninu é&isla
4, ktori vieme napisat ako 4 - (3m + 1) = 12m + 4 = 3(4m + 1) + 1. Staéf si uvedomit, ze pri d'alsich mocnindch
sa deje vzdy to isté a sice, ze nieco delitelné tromi bude stale delitelné tromi aj po vynasobeni Styrmi a ze zvysok
jeden bude po vyndsobeni Styrmi vzdy $tyri, ¢o vieme prepisat ako 3 + 1, teda ndm znovu zostane zvysok jeden.
Takze vSetky mocniny ¢isla 4 davaji po deleni tromi zvysko jeden.

To ale znamend, 7e ¢ bude vidy delitelné tromi, ked'Ze tam sa prave ten zvySok odpoéita. A aké pozndme
prvocisla delitelné tromi? No jedine trojku samotnt, teda ¢ = 3, potom r = 5 a dopocitame, ze p = 3. Jedinym
rieSenim rovnice zo zadania je teda usporiadana trojica

(pa q, T) = (37 3, 5)

Uloha ¢&. 6: Algeborovské legendy rozprdvaji o tajomnej podmnozine prirodzenych c¢isel X, ktord este nikto nikdy
nevidel. Podla legiend md nasledujicu vlastnost: Aritmeticky priemer éisel v kazdej podmnoZzine Y mnoZiny X je
celé ¢&islo. Dokdzte, Ze mnozina X méZe obsahovat prdve 2016 réznych cisel. Taktiez ukdzte, Ze mie je mozné, aby
mnozina X obsahovala nekoneéne vela céisel.

Riesenie: (opravoval Dominik)

Ulohu si rozdelime na dve ¢asti, pretoze chceme dokézat dve rézne tvrdenia.

Prva éast. Chceme ukézat, ze vieme najst mnozinu X taku, Ze pocet jej prvkov bude 2016. Z toho vyplyva, ze
velkost jej podmnoziny Y moéze byt od 1 po 2016. Ked'ze nds zaujima aritmeticky priemer podmnoziny Y, ktory
vyrdtame ako podiel siétu vsetkych a poétu prvkov, staéi ndm vytvorit mnozinu X tak, aby kazdé &slo v nej
bolo delitelné kazdym celym é&islom od 1 po 2016. To zvlddneme napriklad tak, Ze za prvky mnoziny X vezmeme
celo¢iselné ndsobky ¢isla 2016!.

Druha éast. Teraz nds zaujima, ¢i mnozina X moze byt aj nckoneéné. Najskor viak ukdzme, Ze éisla v mnozine X
musia mat rovnaky zvysok po deleni kazdym &islom n, ktoré moze predstavovat poéet prvkov nejakej podmnoziny
mnoziny X. Vezmime si dve podmnoziny velkosti n, nazvime ich Y; a Y5, v ktorych su vietky prvky rovnaké az
na jeden, ten nazvime a; pre podmnozinu Y; a as pre podmnozinu Y,. Je zrejmé, Ze prvkami ai, a; mézu byt
lubovolné prvky z mnoziny X.

Jednoznacne plati S7 — a1 = Sy — asg, kde S7, respektive Sy si siucéty prvkov mnozin Yi, respektive Y5. Na to,
aby platilo aj S; = So =0 (mod n), aby aritmeticky priemer bol celé ¢islo, musi platit aj a; = az (mod n). Teda
vietky prvky z mnoziny X musia mat rovnaky zvySok po deleni &islom n.

Keby mnozina X bola nekoneénd, mohla by obsahovat podmnoziny fubovolnej velkosti. Potom kazdy jej prvok
by musel mat rovnaky zvySok po deleni fubovolnym prirodzenym éislom. To vSak znamend, ze by vietky prvky
v tejto mnozine museli byt rovnaké. Pretoze ak vezmeme lubovolné &sla a a b z mnoziny X, vidy vieme néjst
prvoéislo vicsie ako ktorékolvek z nich. Teda zvysky ¢isel a a b po deleni tym prvoéislom budi a a b, o ktorych sme
uz ukazali, Ze musia byt rovnaké. Takto dostdvame spor s tym, Ze mnozina X obsahuje nekoneéne vela réznych
¢isel. Preto takd mnozina X, ktory by obsahovala nekoneéne vela roznych &sel, neexistuje.

Uloha &.7: V Algebrove maji jeden neprijemny zvyk. Miesaji tam hrusky s jablkami, teda presnejsie dl/z'ky strdan
s velkostami uhlov. V trojuholniku ABC so standardnim oznacenim dizok strdn a velkosti uhlov dokdzte, Ze plati

60° < aa + b+ e

< < 90°.
at+b+ec

Riesenie: (opravoval Slavo, Zajo)
Bez ujmy na vseobecnosti, nech a > b > ¢ (ak by to tak nebolo, tak si moézeme zmenit oznacenia stran, tloha
sa nezmeni). Ked'Ze oproti najvii¢sej strane je najviicsi uhol a oproti najmensej strane je najmensi uhol, plati
a>pB>n.

V strednom ¢lene nerovnosti mame uhly «, 3, v , vo zvySnych ¢lenoch mame uhly 60° a 90°. Chceme to

zjednotit. Ked'ze plati o + 8 + v = 180°, mozeme nahradit 60° = (o + 8+7) a 90° = L (a + B +7).
Zadanie sme si nahradili ekvivalentnym tvrdenim

at Bty _aatpbtyc _atf+ty
3 - a+b+c 2 '

Rozdelime si nerovnosti na 2 ¢asti. Chceme ukézat, ze

a+ﬁ+’y<aa+6b+'yc N aa+pPb+ve a4+ S+
3 T a+b+ec a+b+c 2 '
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Dokaz pravej nerovnosti:
aa+Bb+vc a4+ B+
a+b+c 2 '

Prendsobime nerovnost kladnym vyrazom 2(a + b+ ¢) a presunieme vietky ¢leny na pravi stranu. Dostaneme
0 < ab+ ac— aa+ pa+ fc— Pb+ va+ vb — ~e.
Vynatim «, 8, v pred zatvorky ziskame:
0<ab+c—a)+pBla+c—b)+~v(a+b—c).

Ked7e a, b, c tvoria trojuholnik, platia pre ne trojuholnikove nerovnosti (b+c—a) > 0, (a+c—b) > 0, (a+b—c) > 0.
Vyraz a(b+c—a) + B(a+ ¢ —b) + v(a+ b — ¢) mé vietky zatvorky kladné, teda je urcite vacsi ako 0.
Doékaz I'avej nerovnosti:
a+ B+ < aa + b+ e
3 - a+b+c

Analogicky, ako pri pravej nerovnosti, prendsobime nerovnost kladnym vyrazom 3(a + b + ¢) a presunieme vsetky
¢leny na pravu stranu. Dostaneme

0 <2aa —ab—ac+28b— pa — Be+ 2yc — vya — ~b.
T4to nerovnost sa dé upravit:
0<(a=b)(a=pB)+(a—c)la=7)+(b-c)(B-),

0<(a=b)(a—p)+(a—c)a—7)+(c=b)(y—B)
Kedze a > b > c a zdroven a > 3 > v, vyraz (a — b)(a — 8) + (a — ¢)(a — 7) + (¢ — b)(y — B) mé vSetky zdtvorky
nezaporné, teda je aspon 0.
Ukézali sme, ze
at Bty _aatfbtye _atf+y
3 -~ a+b+c 2
Vsetky upravy, ktoré sme pouzili, boli ekvivalentné. Nerovnosti zo zadania sme tak dokazali.

60° = = 90°.

Uloha &. 8: Nie je ziaden Algebrovéan, ktory by nepozal tamojsiu $pecialitu — algebrovské cisla.
Nech n je dané prirodzené ¢iso. Algebrovské ¢isla sa oznacuji A(i, j) a si definované pre kazdi dvojicu nezdpornych
celgeh éisel (i,j) nasledovne: A(0,j) = A(i,0) =0, A(1,1) =n a

A(i, j) = {A(Z;WJ - {A(”Q_DJ

pre vsetky kladné celé éisla (i,7) # (1,1).1 Pre dané n urcte, kolko existuje usporiadansjch dvojic prirodzenyjch éisel
(i,7) takijch, Ze ¢islo A(i,j) je nepdrne.

Zdpis |a] oznacuge dolni celi cast redlneho &isla a, t. j. najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje a.

Riesenie: (opravoval Pedro, Jozo)

Nase algebrovské é&isla maji dve suradnice, i a j. Preto, ak si ich chceme nejako zapisaf, moze ndm pomoct
nekoneéna dvojrozmerné tabulkd, v ktorej policko v i-tom riadku a j-tom stipci bude mat stradnice (i,7) a bude
predstavovat ¢islo A(4, 7). Na obrazku mozeme vidiet takito tabulku (resp. jej kone¢nt ¢ast) pre n = 15.

(A o] 1 ]2[3]4]5]
0 [0]0]0]0]0]0
1 [0[15]7(3[1]0
2 [0 7 [6]4]2]1
3 [0 3 |4[4a|3]1
101 ]2]3]2][1
5 [0l o0 1[1][1]0

INapriklad pre n = 47 plati A(2,1) = |0/2] + [47/2] = 23, A(2,8) =0, A(4,7) = 4.
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Budeme sledovat suéet algebrovskych &isel na tych diagonslach tabulky, pre ktoré plati i + j = k pre nejaké
celé nezdporné éfslo k a dand diagondlu budeme oznacovat ako k-ta diagondla. Na druhej diagondle teda méme
¢islo A(1,1) = n. Teraz sa pozrime na Iubovolné algebrovské ¢islo A(, 7). Toto &fslo priamo ovplyviiuje hodnotu
cisel A(i+1,5) a A(i,j + 1), ktoré st obe na (k + 1)-vej diagonéle. K obom &fslam prispieva hodnotou | $A(i, 7).

Ak A(i,j) je parne, tak

45D _ 4G

2 2
Cize parne A(i,j) dokopy akoby ,odovzda® d'alsej diagonéle celi svoju hodnotu. Naopak, ak A(i,j) je neparne,

potom
460 | A L gy 4G g

2 2 2

TakZe neparne A(4, j) ,odovzdd“ d'alsej diagonale len hodnotu A(i, j) — 1. Z opaéného pohladu je jasné, ze &fsla na
(k + 1)-vej diagondle zavisia len od ¢isel na k-tej diagonéle. Preto rozdiel medzi stictom éisel na (k + 1)-vej a k-tej
diagonéle bude rovny prave poc¢tu neparnych cisel v k-tej diagonale.

Ak existuje diagondla (rézna od nultej a prvej), na ktorej uz budu len samé nuly, tak zrejme aj na kazdej d’alsej
diagondle uz budi len nuly. Teda sicet ¢islel na diagondlach klesol z ¢isla n (pre druhu diagondlu) na nulu. Ako
sme vyssie ukdzali, kazdé neparne &islo v tabulke tento stéet zmensilo o 1. Preto na tychto diagonalach musi byt
n neparnych éisel. A ked'ze vo zvysku tabulky st len parne nuly, vietkych neparnych éisel v tabulke bude tiez n.
Staéf teda ukdzat, Ze sticet ¢fsel na diagondlach v koneénom é&isle diagondly klesne na nulu.

Pre spor predpokladajme, ze to tak nie je. To by ale znamenalo, Zze od istého momentu, povedzme od m-tej
diagondly, uz budd v kazdej diagondle s indexom aspon m samé parne ¢Cisla. Oznatme j najmensi taky stfpec, ze
policko m-tej diagonaly v stipci j je nenulové. Riadok, v ktorom sa toto policko nachadza, ozna¢me i. Diagonala m
obsahuje po (j — 1)-v¥ stipec iba nuly. Kazda dalsia diagondla tiez obsahuje po stipec j — 1 (vratane) iba nuly, lebo
vznikla stétom 2 ¢lenov z predchddajicej diagondly (o ktorych vieme, ze si nulové). Teda stipec j — 1 obsahuje
po¢ntic (i + 1)-vym riadkom iba nuly.

7 toho ale vyplyva, ze vSetky ¢isla v j-tom stfpci v riadkoch s éislom v&csim ako ¢ uz budi iba dolnou celou
¢astou z polovice &fsla nad nim. Ked'ze pre kladné &islo z plati L%J < x, tak sa raz dopracujeme k nule. Lenze na
nulu sa vieme dostat jedine z jednotky (rozmyslite si). To sme ale v spore s tym, Ze od m-tej diagondly uz mame
samé parne ¢isla.

Ukéazali sme teda, ze pocnic nejakou m-tou diagonalou budu vo vsetkych diagondlach len samé nuly. Preto

pocet neparnych é&isel v tabulke, ¢o je hfadany pocet neparnych algebrovskych éisiel, je n.
Komentar: Uloha sa dala riesit aj tym, ze sa budeme pozerat na to, ako sa zmeni pocet neparnych é&isel, ak zviicsime
n o 1, resp. o inti hodnotu. Je lahké ukdzat, Ze ak parne n zviésime o 1, dostaneme o jedno neparne &islo viac. To
sa moze pontkat ako slubnd cesta. Na druhej strane, ukdzat podobni vec pre neparne n je podstatne zlozitejsie.
Pri niektorych zvySeniach n sa totiz pomenia vietky hodnoty v tabulke. Treba sa preto pozriet na to, ako sa tieto
zmeny $iria tabulkou a €o sa s nimi deje na parnych a neparnych polickach. Avsak riadne formulovat vietky detaily
tohoto postupu je celkom néroéné.

Uloha &.9: Jedna z d'alsich miestnych legiend hovori o jednom podivuhodnom cisle. Nech n je prirodzené éislo
vacsie ako 1. Dokdzte, Ze existuje prirodzené cislo m > n™ také, Ze

m n

n-o—m

n-+m

je prirodzené cislo.
Riesenie: (opravoval Marek, Miso)
Riesen{ existuje viacero. Staéf vSak najst jedno a my ukdzeme, Ze pre neparne n vyhovuje m = 2n™ —n a pre parne
n > 2 vyhovuje m = (n — 1)n™ — n.
Najprv overme, ¢i je zlomok
n2n"7n _ (Znn _ n)n
2nn
pre nepéarne n celé &islo. O druhom élene si véimnime, ze (2n™ —n)™ = —n™ (mod 2n™). Zlomok bude celym &islom
prave vtedy, ked bude celym é&islom zlomok s —n” namiesto tohto élena. Dalej vyberieme n™ pred prvy élen a
dostaneme

nnn2n"72n 4+ n2n"72n +1
20" - 2
~ z . 7 3 n__ 3 7 ~ 7. z ~ 7 ’ ~ 7 ~ .
Cislo n je neparne a aj n?" ~2" je neparne a ked s¢itame dve nepérne ¢isla, dostaneme parne éislo, a to uz je
delitelné dvoma.
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Pre parne n dostdvame zlomok
n(n—l)n"—n _ ((n _ 1)nn _ n)n
(n — 1)n» ’

ktory analogicky upravime na
n2n"72n -1

n—1
Ked7ze n =1 (mod n — 1) a po umocneni zvySok ostane 1, tak citatel ddva zvySok 0 po deleni menovatelom, takze
je nim delitelny. Aj druhy zlomok je teda celym &islom.

Vsimneme si, Ze pre n = 2 potrebujeme podmienku overit $pecilne, pretoze m = (n — 1)n" —n = 2 a to nie je
viac ako n™ = 4. Pre ostatné n je zrejmé, ze m > n"™. Pre n = 2 vyhovuje m = 5 kde zlomok je (2% — 52)/7 = 7/7,
teda to plati.

V dalsej ¢asti ukdZzeme, Ze zlomky si nie len celé, ale aj prirodzené &fsla. (Vynechanie tejto ¢asti body nikomu
neovplyvnilo.) Sta¢i ndm uZz len ukdzat, Ze ¢itatel je kladny.

Néjdime z > 1 také, aby m = zn. Budeme potom vediet z vyrazu vyiiat n. Odhadnime teraz ¢itatel n™ — m™.

n™ —m" = n*" — (xn)n — nn(n(mfl)n _ mn) =nn ((nzfl)n _ xn) >nt ((exfl)n _ (J? — 14+ l)n) > 0

Posledné nerovnost vyplyva zo zndmej (a pomerne slabej) nerovnosti e® > z + 1.
Nagli sme teda rieSenie pre kazdé n.

Uloha &.10: Vyznat sa v linkdch MHD Algebrova nie je Ziadna sranda. Mézete si ich skisit nakreslit.

Body A, B, C, D lezZia na kruznici k. Priamky AC a BD sa pretinaji v bode K. Oznacme Iy, I3, Is, 14 postupne
stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABK, BCK, CDK, DAK a My, My, M3, My postupne stredy oblikov
AB, BC, CD, DA kruznice k, tak aby body A, My, B, My, C, M3, D, My lezali na kruznici k v uvedenom porady.
Dokdazte, Ze priamky My1y, Myly, Msls, Myl sa pretinaji v jednom bode.

Riesenie: (opravovala Vodka)

Mame ukazat, Ze §tyri priamky sa pretinaji v jednom bode. Na to staéf ukazat to, Ze kazdé tri z nich sa pretinaji
v jednom bode. Avsak je jasné, ze ak ukazeme, ze napr. priamky M1y, Moly, Myl sa pretinaji v jednom bode,
tak tiplne analogicky budeme vedief dokdzaf, Ze aj ostatné trojice priamok sa pretinaji v jednom bode. Preto ndm
sta¢i ukdzaf len to, Ze tri priamky sa pretinaji v jednom bode.

To ale nevyzerd ako jednoduchd tloha. Na zadiatok modzeme zacat s nejakymi trividlnymi pozorovaniami.
Napriklad vieme, ze M; je Svrékov bod oblika AB, a preto st DM; a CM; osi uhlov ADB a ACB. Dalej vieme,
ze I4 je stred vpisanej kruznice AK D, a preto mus{ lezaf na osiach uhlov trojuholnika AK D — $pecidlne na priamke
DM, . Tak isto lezi aj na AMs. Analogicky vieme dostat to, ze Iy = AMy N BM, a tiez Iy = CM; N BMs;.

Ked si nakreslime obrdzok, tak sa zdd, ze Ioly || MaMy. A teraz to dokdzeme. Priamka Mj;M; je os uhla
AM;3B a aj uhla CM1D (lebo My, M5 st Svrékove body oblikov AB, CD). To znamena, ze trojuholniky M; M3,
a My M31, st zhodné podla vety sus. (Maji spoloénti stranu M M3 a rovnaké uhly pri nej.) Preto si osovo stimerné
podla priamky Mi;Ms, a teda nutne IoIy | M;Mjz (obrizok 2).

M;3

My

Obr. 2 Obr 3
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Celkom zndma vec je to, ze My M3z L MyM,. Z toho uz potom vyplyva, ze MaMy || Io14. Pre istotu si to vsak
dokézeme. Oznacme si L priese¢nik MsMy a My Ms. Zrejme plati

|F Mo My M;| + [ MyMs M| = | Mo MaC| + [FCMyMs| + [ My M3 Al + [ AM3 M | =
— |9 MyM;B]| + |4 DMy Ms| + |4 MyMD| + |3 BMs My | = |3 My My M| + |3 My M My|.

Vyuzili sme to, ze M; st stredy obliikov, a preto obvodové uhly nad AM; a BM; (a ostatné analogické dvojice)
st zhodné. No my vieme, ze | MaMyMs| + |S My MsMy| + |S My MoMs| + |F MaMsMq| = 180 °, a preto nutne
|X Mo My Ms| + | MyMsM;| = 90°. Z trojuholnika MyMsL vyplyva, ze | MyLM;s| = 90°, ¢o sme chceli dokdzat
(obrazok 3).

Dalsich podobnych vzfahov by sme asi mohli najst vela, no ni¢ z toho ném zatial velmi nenapomsha dopracovaf
sa k tomu, Ze sa tie tri priamky pretinaji v jednom bode. Skisme na to vyuzitf nejakd vetu. A to konkrétne
Desarguovu vetu?. T4 hovorf to, ze ak sa priamky AA’ BB’ a C'C’ pretinaji v jednom bode (resp. st rovnobezné),
tak priesecniky priamok AB s A’B’, AC s A'C’' a BC s B'C’ lezia na jednej priamke.

Oznaéme X prieseénik Moly a Myl,. Skiisme pomocou Desarguovej vety ukézat, Ze body X, My, I lezia na
jednej priamke. Musime néjst 6 bodov, pre ktoré vetu pouZijeme. Zrejme chceme aby tam boli priamky I»Mo
a I4My, lebo ich prieseénik je X. Chceme doplnif este dva body tak, aby prislusné prieseéniky boli M; a I. Do
tejto ulohy sa ponikaju body P, @ na 4. Pricom P = DM; N BMy a Q = CM; N AMs. Vidime, ze ak ukazeme,
7e priamky My My, Io14, PQ st rovnobezné, tak uz to z Desarguovej vety vyplyva (pre lepsiu ndzornost si pozrite
obrézok 4).

Ale to, ze MyMy || I214 uZ méme. Potrebujeme, este zistif nie¢o o PQ. Lahko si mézeme viimnit, Ze P, Q st
stredy kruznic vpisanych do trojuholnikov ABD, ABC (pretoZe lezia na ich osiach uhlov). A z d'al3ej vlastnosti
Svrékovho bodu mame, ze |M;A| = |MyB| = |MyP| = |M;Q|. Ak tento vztah ndhodou nepoznéte, dé sa velmi
lahko dokdzat dopocitanim uhlov. To ale znamend, Ze trojuholnik M;PQ je rovnoramenny a tieZ vieme, Ze aj
trojuholnik M;I51, je rovnoramenny. Preto nutne o1y || PQ.

Takze ked to zlepime dokopy, tak naozaj z Desarguovej vety mame, ze priamky M1y, Myly, My, I, sa pretinaji
v jednom bode, ¢im je celd tloha dokazana.

Obr. 4

Vyvsledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roc. Skola kK|4]|5|6|7|8|9 |10/ p| s | >
1. Kollar Pavol 2. Gam¢caBA |4 [9|9(19]9|9 45 | 90
1. Melicher Martin 2. GPosKE [ 29191919 9 45 | 90
1. Misiak D4vid 2. GIJHBA | 4/19]19](9|19]8]|9 45 | 90

2Tt mézete najst napr. na https://en.wikipedia.org/wiki/Desargues%27s_theorem



KMS 2016/2017

2. séria zimnej casti

Por. | Meno Roé¢ Skola kK |4|5|6|7|8|9 |10 s | >
1. | Sasik Tomas 3. Gamca BA | 7 91919]9]9 45 | 90 |
1. Vistanova Laura 4. Gmad KE 6 91919 919 45 | 90
6. Krajcéoviechova Lucia 1. GJH BA 2191919198 44 | 89
6. Poturnay Marian 2. GPdC PN 41919191]19]|8 44 | 89
8. Glevitzkd Stefania 2. GVBN PD 419191993 39 | 82
8. Krajé¢i Samuel 2. GAlej KE 5 9191919 2 38 | 82
8. Parada Jakub 1. Gamca BA 21919191912 38 | 82
11. | Stevko Martin 2. GAlej KE 419191919 36 | 81
12. | Marko Alan 3. LEAF 5 9191919 36 | 80
13. | Kebis Pavol 2. GJH BA 4 191919|5]|2 34 | 79
14. | Filop Jozef 1. Gamca BA 21919121913 32 | 76
15. | Ralbovsky Peter 4. GJH BA 10 919|819 35 | 72
16. | Mraz Michal 2. SPMNDGBA | 4 9|99 |5 32|71
17. | Adam Dominik 2. GJH BA 3191925 25 | 70
17. | Molnédr Michal 2. Gamca BA 4 171919193 37| 70
19. | Brezinova Viktoria 2. GAlej KE 41919191]19 |4 40 | 68
20. | Dujava Jonds 2. SPSE Presov | 3 | 5192 |5 |7 28 | 64
20. | Olsak Radek 2. Mensa 2191119 19 | 64
22. | Zéhorsky Akos 3. G Sahy 6 91919 27 | 63
23. | Dlugosova Michaela 3. GKuk PP 6 91556 25 | 61
23. | Durackovd Méria 2. GJH BA 41997 25 | 61
23. | Machalovd Monika 2. GJH BA 415191 7]10]3]0 24 | 61
26. | Mosko Matej 2. Gamca BA 4 141212192 19 | 56
27. | Klein Pavol 2. GPdC PN 4 1714|7101 19 | 55
28. | J6za Bohdan 2. GJH BA 4 14 |713]0]1 15 | 54
28. Ondus Peter 3. SPMNDG BA | 6 919 18 | 54
30. Oravkin Richard 2. 1SG BA 41919197 34 | 52
31. Winczer Tobids 2. SPMNDGBA | 4 |9 (92 20 | 50
31. | Zubcak Matus 2. GPar NR 4 1819|1215 24 | 50
33. | Poljovka Jakub 3. GPar NR 6 91219 20 | 49
34. | Svihorik Tom4&s 3. GPar NR 6 913]|5 17 | 47
35. | Ciz Jozef 2. GJH BA 319]0(019 18 | 45
35. Suchova Martina 3. GPar NR 5 912|512 0 18 | 45
37. | Parada Matej 3. Gamca BA 5 9 9 | 42
38. | Pajger Simon 3. GVO ZA 5 91910 0 18 | 39
39. Kalasova Martina 2. GJH BA 319 5| 4 18 | 38
40. Ondovéikova Lucia 2. G Modra 31912 3 3 17 | 37
40. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 31413[3]0 10 | 37
42. Galikové Kristina 2. SPMNDGBA | 3 |2 |2 4 | 34
43. | Jurecekova Alzbeta 2. EGMT 2 1412 0113 10 | 27
43. | Kufkova Sara 3. Gamdéa BA 6 0 |27
45. Studenicova Katarina 3. GPOH DK 5 0 | 24
46. Findra Michal 2. GDT PP 3 0 |20
47. | Krutek Robert 4. GJGT BB 5 0 | 18
48. | Kopfova Lenka 2. G Mendel CR | 4 0 | 17
49. Sadovska Jana 3. SPMNDGBA | 4 | 7|9 0 16 | 16
50. | Pajunkova Anezka 1. GMH Trstend | 1 | 2 |7 3 12 | 14
51. | Janeta Tomas 3. GAB NO 4 0 |12
52. | Drotar Pavol 4. GPos KE 7 910 9 9
53. | Kofira Eduard 4. BiG Sucany 4 0|5
54. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 112 110 3| 4
55. | Durina Marian 3. G Surany 3 0 1
56. | Janéik Michael 4. GLS Turzovka | 4 010
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kategoria ALFA

Por. | Meno Roc Skola k|1|2|3|4|5]|6 s | >
1. Macko Miroslav 1. SPMNDG BA 1191919191919 45 |1 90
1. Melicher Martin 2. GPos KE 2 919191919 45 | 90
3. Kraj¢oviechova Lucia 1. GJH BA 2 7 91919 43 | 88
4. Pravda Jakub 1. SPMNDG BA 1191919967 43 | 86
5. Horansky Michal 1. SPMNDG BA 11919195 9 41 | 85
5. Sumsala Tomas 1. GJH BA 1(9]/6[9]5]9]9 42 | 85
7. Kajan Michal 1. 1SG BA 119|16[9(5(9]|7 43 | 81
8. Tran Marek 1. Gamca BA 1196|8219 34 | 78
9. Jurikova Roéberta 2. GVBN PD 2 7161219 33 | 77
10. | Koutensky Martin 1. Gamca BA 1171618219 32| 76
10. | Matejkovd Tatiana 1. GPar NR 119161925 31| 76
12. Nemcova Kornélia 1. Gamca BA 11916191319 36 | 75
13. | Barnisin Michal 3. GJAR PO 3 91919 36 | 74
13. | Sabovéik Rébert 1. GPos KE 119161919 7 40 | 74
15. Bielakova Téanicka 1. Gamca BA 11714191919 38 | 73
16. | Vojtek Matej 1. Gamca BA 1196|718 31| 72
17. Parada Jakub 1. Gamcéa BA 2 91919 36 | 71
18. Masrna Michal 1. GPos KE 11911619 9 33 | 69
19. | Demkova Karin 1. GJH BA 1191619419 37 | 68
20. Pisonova Karolina 2. G Bénovce 3 91611918 32 | 67
21. | Bolcskei Matej 1. GPar NR 1 (7151922 25 | 66
21. | Calvo Natalia 1. GPé4r NR 1 19]6|7]2 24 | 66
21. | Hronskd Marianna 1. BiG Sucany 11916191419 37 | 66
21. | Rehulka Erik 1. SPMNDG BA 1119|6769 37 | 66
25. | Ganz Tomés 1. SPSSDSJ TT 1191919/9|6 42 | 65
25. Portasikova Jasmina 2. GVar ZA 2 6191912 35 | 65
27. | Fulop Jozef 1. Gamca BA 2 9192 29 | 64
28. | Stupta Frantisek 1. GPar NR 1 (76822 25 | 63
29. | Adam Dominik 2. GJH BA 3 9192 25 | 61
29. Balaz Lukas 2. G Banovce 2 7191919 34 | 61
31. | Hanus Matej 1. GPos KE 1191619 24 | 60
32. | Kuniak Adam 1. Gamcéa BA 1 (7|5 7]2]2 23 | 57
33. | Hrmo Matej 2. GPar NR 3 9191912 29 | 56
34. | Macakova Eliska -3. SZSCENADABA | -3 |8 |6 |7 |4]|4]|2 34 | 55
35. | Farnbauer Michal 0. Gamcéa BA 019692 2 28 | b4
35. | KalaSova Martina 2. GJH BA 3 919 5 27 | 54
35. Stanik Michal 2. GLS TN 3 7131919 28 | 54
38. | Chudic Alex 1. SPMNDG BA 119|562 22 | 53
39. | Rusnak Patrik 1. GAlej KE 11916 *]2]9 26 | 52
40. | Barancikova Barbora 1. SPMNDG BA 1196|721 25 | 50
40. Bobenicova Michaela 2. GPos KE 2 619(4]2 21 | 50
42. Zdimalova Michaela 2. GJH BA 2 T171]5 2 21 | 49
43. | Cernikovd Jana 2. GJH BA 2 51919 23 | 48
43. | Dujava Jonas 2. SPSE Presov 3 51912 21 | 48
45. | Gencur Andrej 1. GAM TT 1]7]6]*]2]6]|1 22 | 46
45. | Olgak Radek 2. Mensa, 2 91119 19 | 46
45. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 3 914|133 19 | 46
45. | Starovi¢ Martin 1. Gamca BA 1[9/9|5]6]|8 37 | 46
49. Benkova Nina 2. GPdC PN 3 913|212 16 | 45
50. | Krélovi¢ Tomas 2. GPar NR 3 813|6 17 | 44
50. | Priesol Matej 1. SPMNDG BA 119|16]9]4 28 | 44
50. | Rosinsky Juraj 2. I de Lancy 3 9192 20 | 44
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Por. | Meno Roc¢ Skola K 2 4|5 s | >
50. | Szombay Simon 1. GPar NR | 1 6 21 2 18 | 44 |
54. | Rampasekova Svetlana 1. GPar NR 1 0 | 43
55. | Kluvancova Hana 1. GPar NR 1 0 | 42
55. | Pagka Jaroslav 2. SPMNDG BA | 2 7 7 | 42
57. | Cinova Tatiana 2. GPar NR 3 2|2 20 | 39
58. | Barla Adam 1. GJGT BB 1 7 2 23 | 38
58. | Krasny Matej 2. SPMNDG BA | 2 6 414 23 | 38
60. | Kriek Patrik 2. GLS ZV 1 6 2 8 | 36
60. | Pajunkova Anezka 1. GMH Trstend | 1 7 217 24 | 36
62. | Jurecekova Alzbeta 2. EGMT 2 5 412 16 | 35
63. | Ciz Jozef 2. GJH BA 3 910 18 | 33
63. | Grigova Natdlia 1. Gamca BA 1 6 17 | 33
63. | Savelovd Gabriela 1. Gamca BA 1 0 |33
66. | Ondovcikova Lucia 2. G Modra 3 912 14 | 31
66. | Tomasik Ondrej 1. GJGT BB 1 6 0 13 | 31
66. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 1 5 2 14 | 31
69. | Pozsonyi Karol Rudolf 2. GBil BA 3 316 18 | 30
70. | Sédnta Adam 2. GJH BA 2 0 | 28
71. | Balogh Matuds 1. GMA BA 1 0 | 27
71. | Halama Andrej 1. GVO ZA 1 6 3|1 17 | 27
73. | Ganzovéd Veronika 3. GAM TT 3 318 17 | 26
74. | Galikova Kristina 2. SPMNDG BA | 3 212 4 |25
74. | Slddeckova Laura 2. GVar ZA 2 0|25
76. | Balheim Boris 2. 1SG BA 2 5 319 17 | 24
77. | Géciova Alexandra 1. GJH BA 1 6 311 14 | 22
78. | Magula Daniel 3. PiarG NR 1 215 13 ] 21
79. | Beldk Tomas 2. GAV LV 3 0|20
79. | Sojka Peter 1. GJCh BR 1 4 11 | 20
81. | Funkova Veronika 3. GLN SE 3 9 | 18
82. | Ghirbakova Karin 2. Gamca BA 2 0|17
82. | Chalupek Adam 1. Gamca BA 1 0 | 17
82. | Tarca Matej 1. GPos KE 1 0 |17
85. | Findra Michal 2. GDT PP 3 0| 16
85. | Hlusko Jakub 2. SPMNDG BA | 2 0| 16
87. | Kopunec Matus 3. GLS TN 3 6|9 15 | 15
87. | Novék Samuel 1. GPos KE 1 0|15
87. | Vrtiakovd Anna 1. GJH BA 1 6 2 15 | 15
90. | Jambrichovd Anna 0. BiG Sucany | 0 5 011 12 | 12
91. | Letenayova Nina 2. GJH BA 2 0|11
91. | Petové Natalia 1. GAE BA 1 2|2 11 | 11
93. | Pankuch Andrej 1. GAlej KE 1 019
94. | Michéalkova Julia 1. GJH BA 1 0] 5
94. | Stésiniak Simon 3. GLN BA 3 0] 5
96. | Bratkova Kristina 3. EGJAK KE | 3 212 4 | 4
96. | Fojtova Gabriela 1. GFGL BA 1 0| 4
98. | Feketeova Viola 2. GBST LC 3 0 2
99. | Beliansky Patrik 3. GJH BA 3 010
99. | Durina Marian 3. G Surany 3 010
99. | Janeta Tomas 3. GAB NO 3 0] 0
99. | Kollar Filip 1. GAV LV 1 0] 0




