Vzorové rieSenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &.1: V kazdom policku tabulky 3 x 3 je napisané éislo 0. Jeden tah spociva v pripoéitani alebo odpocitant
jednotky od lubovolnych dvoch (hranou) susednijch policok tabulky. Je mozné po niekolkych tahoch dostat tabulku
plni jednotiek?

Riesenie: (opravoval Dominik)

Na za¢iatku mame v nasej tabulke velkosti 3 x 3 samé nuly. Na konci chceme mat v kazdom policku jednotku. Nas
bude zaujimat sicet hodnot v celej tabulke. Kedze na zaciatku méme samé nuly, sicet hodnot je 0. Co sa s tymto
stiétom moze stat po prvom tahu?

e Bud mézeme od dvoch susednych poli¢ok odéitat 1-ku. V tom pripade sa sticet zmeni z 0 na —2.

e Alebo mdzeme ku dvom susednym polickam pri¢itat 1-ku. Stéet sa teda zvysi o 2.

KedZe iné ahy povolené nemdame, je zrejmé, ze v kazdom tahu sa stéet moze bud zmensit o 2, alebo zvicsit o 2.
Z toho ale vyplyva, Ze jeho parita sa nebude menit.

A to je pre nds naozaj dolezité, pretoze na konci hry chceme dosiahnut stav, aby v celej tabulke 3 x 3 boli 1-ky,
a teda aby sicet hodnot policok v tabulke bol (3-3)-1=9.

My sme ale zistili, Ze parita siétu sa nebude menit, a teda sti¢et hodnotu 9 neméze nikdy nadobudnit, z ¢oho
uz vyplyva, Ze v tabulke sa nikdy 9 jednotiek nachadzaf nebude.

Uloha &. 2: Krdlovstvo sa nachddza na ostrove v tvare trojuholnika ABC, v ktorom |AB| = 7em, |BC| = 8cm
a |CA|l =9cm. Body X aY st postupne vnitorné body isecick AB a AC tak, Ze usecka XY sa dotyka vpisanej
kruznice trojuholnika ABC. Uréte obvod krdlovstva — trojuholnika AXY .

Riesenie: (opravovali Iveta a Pedro)
Body dotyku vpisanej kruznice s trojuholnikom si ozna¢me D pre tsecku AB, E pre AC a F pre BC. Bod dotyku
tsecky XY s kruznicou si oznacme T'.

O dotyéniciach ku kruznici vieme jednu uzasnu vec — od bodu dotyku s kruznicou po ich priese¢nik to maju
obe rovnako daleko, t.j. v nasom pripade pre usecky plati |DA| = |AE|, |DB| = |BF|, |FC| = |CE|, |[EY| =|YT],
ITX| = |XD|. To ale znamené, 7e obvod trojuholnika AXY sa d4 ,preniest* na sucet dizok stran tseciek AD
a AE. Navyse dizka strany BC' je rovnaka, ako sicet dizok tseciek DB a EC. Potom plati:

|XY]| + |AX| + |AY| = |AD| + |AE| = |AB| + |AC| — |BD| — |CE| = |AB| + |AC| — |BC| =7+ 9 — 8 = 8.

Obr. 1
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Iné riesenie:

In4 moznost, ako riesif tito tdlohu, je uvedomitf si, Ze strany BX, BC, CY a XY st vietky dotyé¢nice tej istej
kruznice, teda tvoria dotyénicovy stvoruholnik. O fiom vieme povedat, Ze stiéty protilahlych strdn sa rovnaju, teda
7e |BX|+|CY| = |BC|+|XY|. Dalej vieme, ze plati |AB| = |AX|+|BX|a|AC| = |AY|+|CY|. Z predchidzajiice;
rovnice teda mame, ze |AB| — |AX |+ |AC| — |AY| = |BC| +|XY|. Dizky |AB|, |BC| a |AC| pozname, takze ich
mozeme dosadit do rovnice. Dostaneme, ze 7—|AX|+9—|AY| = 8+ |XY], teda | XY |+|AX|+|AY|=7+9-8 =8,
¢o je nas hladany obvod trojuholnika AXY.

Uloha &. 3: Ndjdite vsetky trojice celjch &isel (a,b,c), pre ktoré plati

a+ bc = 3c,
b+ ca = 3a,
c+ ab = 3b.

Riesenie: (opravovali Kika a Maridn)

Vigsinou plati, Ze &m viac nezndmych, tym horsie sa riedi stistava rovnic. Skisme tipravou rovnic prist na nejaky
vzfah medzi a, b a ¢ a nésledne tak dostat sistavu rovnic s menej nezndmymi. Z kazdej si vyjadrime jednu nezndmu:
a+be = 3¢, odéitame be a dostaneme a = 3c—be. Teraz uz len vyjmeme ¢ a mame vyjadrené a nasledovne: a = ¢(3—b)
Obdobne zo zvysnych dvoch rovnic vyjadrime b = a(3 — ¢) a ¢ = b(3 — a).

Vidime, Ze a je nasobkom c, b je ndsobkom a a ¢ je nasobkom b. Ak by jedno z nich bolo nula, bez ujmy na
vseobecnosti nech a = 0, tak potom b = a(3 —¢) =0 a ¢ = b(3 — a) = 0. TakZe ak jedno z ¢isel a, b, ¢ je nula, tak
su vSetky nuly, ¢im dostavame naSe prvé rieSenie.

Ak su ¢isla a, b, ¢ nenulové, tak a je nenulovym nédsobkom ¢, b je nenulovym nésobkom a a ¢ je nenulovym
nasobkom b. Z toho nam vyplyva, Ze |a| > |c| > |b] > |a|. Toto mdze nastat, iba ak |a| = |[b| = |c|. Teda a, b a c sa
lisia nanajvys znamienkom.

Preto sa podme pozrief na znamienka. Pretoze a, b a c st tri éisla a ich znamienka mézu nadobuidat len
dve hodnoty, musi medzi nimi byt taka dvojica, ktord ma rovnaké znamienko. To znamen4, Ze aspon dve &isla sa
rovnaji. Nakolko st rovnice cyklické, tak si moézme povedat, nech a = b. Ak riesenim bude usporiadans trojica
(z,z,y), tak riesenim budd aj usporiadané trojice (y,z, z) a (x,y, ).

Dobre, zaoberajme sa pripadom a = b. V tomto pripade maju prvé dve rovnice tvar a + ac = 3¢ a a + ac = 3a.
Lavé strany maju tieto rovnice rovnaké, teda aj pravé strany musia mat rovnaké. Cize 3a = 3¢, ¢o znamend a = c.
Dokézali sme, ze a = b = c. Toto si dosadime do lubovolnej rovnice a dostaneme vzdy t istd rovnicu: a + a? = 3a.
Tuto rovnicu vieme upravit na tvar a(a — 2) = 0. Rovnica méd prave dve riesenia a sice a = 0 (ktoré sme uz nasli
predtym) a a = 2.

Riesenia poévodnej sustavy rovnicsia=b=c=2aa=b=c=0.

Uloha &. 4: Gertrida a Pekelnik hraji hru na Sachovnici rozmerov n X n. Gertrida zacina, potom sa s Pekelnikom
striedaji v tahoch. V kaZdom svojom fahu poloZi hrdé na lubovolné volné policko kamen. Volné policko je také, na
ktorom mie je kamen a ktorého (hranou) susedné policka obsahuji najviac jeden kamer. Hrdc, ktory vo svojom Lahu
neméze polozit kameni, prehrdva. V zdvislosti od prirodzeného ¢isla n urcte, ktory z hrdcov md vitazni stratégiu.
Riegenie: (opravovali Ceky a Adam)

Pozrime sa samostatne na parne a neparne n, zacnime s parnym.

Kazdému policku vieme néjst prave jedného kamaréta, ktory je s nim stredovo stimerny podla stredu sachovnice.
Nech Gertriida poloZi svoj prvy kamen kamkolvek na $achovnicu. Pekelnik poloZi svoj kamen na kamardta Gertri-
dinho policka. Po tychto dvoch tahoch je Sachovnica stredovo stimernd. Teraz Gertrida polozi svoj druhy kameri
na d'alsie volné policko. Ked'ze volné policka sachovnice boli pred jej tahom stredovo stimerné a ona dala kameri
na volné policko, musel byt volny aj jeho kamardt, ¢o Gertrida svojim fahom uréite nepokazila, lebo skamardtené
dvojice sa nachadzaji v roznych riadkoch aj stipcoch. Pekelnik teda moze svoj druhy kamen polozit na kamaréta
Gertrudinho policka a Sachovnica je znovu stredovo stimernd. Po kazdom Gertriidinom fahu bude moéct urobit tah
aj Pekelnik — tak, Ze poloZ{ kamen na kamarata posledného Gertridinho policka. Z volnych poli¢ok tak ubudnt
vzdy aspoii dve, preto sa niekedy stane, Ze Gertrtida uz nebude mat kam polozif kamefi. A tym pddom vyhrd
Pekelnik, pre ktorého sme prave nagli vitaznu stratégiu.

Bude to takto fungovat aj pre neparne n? Ked budeme znovu vytvaraf dvojice kamaratov, ndjdeme jedno
policko, ktoré ziadneho nema — stred Ssachovnice. Vsetky ostatné policka kamaratov maji. Gertrida polozi svoj
prvy kamen na stredové policko. Teraz sme uZ vo velmi podobnej situdcii ako pri parnej Sachovnici, lebo ju méme
celti rozdelent na dvojice kamardtov, pre ktorych plati, Ze ak sa dé polozit kameii na jedného z nich, d4 sa polozit
aj na druhého. (MoZe sa staf Ze to Pekelnik svojim £ahom pokazi?) Rozdiel je ale v tom, Ze teraz s ukladanim zacina
Pekelnik. Po kazdom jeho tahu bude moct Gertrida polozit d'alsi kamen a raz sa dostani do situdcie, Ze Pekelnik
uz nebude mat kam polozif svoj kamen a Gertrtida vyhra. Takyto postup teda bude jej vifaznou stratégiou.
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Uloha &. 5: Body K, L st zvolené na strane AB konvexného stvoruholnika ABCD tak, Ze bod K lezi medzi bodmsi
A a L. Analogicky, body M, N si na strane CD tak, Ze bod M lezi medzi bodmi C a N. Dalej plati |AK| = |KN| =
= |DN]| a tiez |BL| = |BC| = |CM]|. Predpokladajme, ze BCNK je tetivovy Stvoruholnik. Dokdzte, Ze potom aj
Stvoruholnik ADML je tetivovy.

Riesenie: (opravoval Lubo)

Pozrime sa najprv na stvoruholnik BCNK, o ktorom predpokladdme, zZe je tetivovy. Ozna¢me si [JKBC| =
a |[$BCN| = . Z vlastnosti tetivového §tvoruholnika vieme, ze [JCNK| = 180° — § a [{BKN| = 180° — .

Ked sa teraz pozrieme na uhol KND (resp. AKN), vidime, Ze je susedny k uhlu KNC (resp. BKN), takze
jeho velkost bude ur¢ite 3 (resp. 7).

To nam ale velmi pomohlo. Ked totiz hodime oékom po §tvruholnikoch AKND a MCBL, tak zo zadania
vieme, ze kazdy z nich m4 tri strany rovnaké. NavySe sme ukdzali, Ze tieto tri strany zvieraju rovnaké uhly (3
a ). To by ndm mohlo napovedat, Ze tieto Stvoruholniky budi asi podobné. Lahko sa o tom presvedéime. Staci,
ked si napriklad stvoruholnik M CBL zvii¢sime (alebo zmensime, podla potreby) tak, aby platilo, ze [DN| = |BL|
(potom musi platit aj, ze INK| = |BC| a |KA| = |CM]). Teraz uz len zviicseny (zmenseny) stvruholnik MCBL
spravne natot¢ime a vidime, ze je identicky so stvruholnikom AKND. Teda p6vodny Stvoruholnik MCBL je so
stvoruholnikom AK N D podobny. (Podobnost sa dala ukézaf aj rozdelenim stvoruholnikov uhloprietkami a dokazat
podobnost vzniknutych trojuholnikov. Je ale dolezité, aby okrem toho, Ze st podobné, boli aj spravne usporiadané.)

Pozrime sa, ¢o sme z tejto podobnosti zistili. Ak si oznac¢ime |{BLM| = «, tak z podobnosti bude aj uhol
ADN mat velkost « (uhol oproti uhlu 7). Analogicky, ked' si ozna¢ime |[SCML| = 6, aj uhol KAD bude mat
velkost 6.

No a to uz mame tlohu skoro hotovii. Staéi si len v&imnut, ze uhol DML (resp. ALM) je susedny k CML
(resp. BLM), a teda jeho velkost je 180° — § (resp. 180° — «).

Tym sme uk4zali, Ze v §tvoruholniku ALM D je sticet protilahlych uhlov 180°, ¢o znamens, Ze je naozaj tetivovy.

Uloha &. 6: Pre kazdé nezdporné celé cislo k ndjdite vsetky nezdaporné celé ¢isla x, y, z také, Ze

22 4y 4 2 =8k

Riesenie: (opravoval Jozo)

Skor, ako sa pustime do rieSenia, mozeme si véimntt, Ze rovnica zo zadania se nezmeni, ak Iubovolne poprehadzu-
jeme &isla z, y, 2. Preto sa zameriame na hladanie takych trojic (z,y, 2), kde z > y > 2. Pre kazdu taki vyhovujticu
trojicu bude potom rieSenim aj l'ubovolna jej permutécia, t. j. trojica, ktori dostaneme preusporiadanim é&isel v nej.
Dalej budeme pre jednoduchost v celom rieseni rozumiet pod pojmom ¢&islo len celé nezaporné &islo.

Nasou tlohou je hladat celé éisla. Pri ich hladani ndm velmi pomoéze vyuzit ich §pecidlnu vlastnost, a to
delitelnost. Viimnime si, ze prava strana rovnice 8% je pre viicsinu celych ¢isel k delitelnd styrmi'. Ked je prava
strana rovnice delitend Styrmi, tak styrmi musi byt delitend aj lav4 strana. Preto sa mozeme pozriet, kedy bude
lavéd strana x2 + y? + 22 delitelna styrmi.

Pri vysetrovani delitelnosti §tyrmi sa nam oplati pozriet sa na zvysky po deleni §tyrmi. So zvyskami sa velmi
lahko pracuje. Ak chceme zistit, aky zvysok po delenf styrmi ddva éislo a?, sta¢i ndm zobraf jeho zvysok a umocnit
ho na druhi. Ak takto dostaneme prilis velké &islo, tak eSte z neho zoberieme zvysok po deleni §tyrmi. Rozmyslite
si to. Preto si vieme pekne zapisat do tabulky, kedy déva a? ktory zvysok po delenf §tyrmi.

zvySoka || 0| 1] 2
zvysoka® [[O |10 1

Z tabulky si vieme I'ahko uvedomit, Ze vSetky druhé mocniny celych &isel davaji po deleni Styrmi len zvysky 0
alebo 1. Chceme, aby ¢islo 22 + y2 + 22 bolo delitelné styrmi, t. j. aby davalo po deleni Styrmi zvysok 0. Ten viak
vieme len z troch zvyskov, ktoré mozu byt nuly alebo jednotky, dostat jedine ako 0+ 0+ 0. Zvysok nula ddvaji len
pérne é&fsla. Z toho dostavame, ze 22 +y2 + 22 je delitelné styrmi prave vety, ked x, y aj z st parne. Preto mozeme
za ne dosadit = 271, y = 2y; a z = 221, éim dostaneme

(221)% 4 (2y1)? + (221)% = 8% = 23k,
oo =2

Po predeleni rovnice §tyrmi sme vlastne dostali dost podobnti rovnicu. TakZe mézeme zopakovat nasu dvahu.
Ak je pravé strana delitelnd styrmi, tak aj lava strana musi byt delitelné styrmi. To nastane prave vtedy, ked z1,

1Pre¢o prave styrmi? Najskor by ndm napadla delitenost 8-mimi. Samozrejme, nasledujtice ivahy budd podobné pre akékolvek
&islo. Nebojte sa vyskisat si ich pre &slo 8 alebo pre iné ¢isla ako 2, 16 & 64. Uvidite potom, 7e delitelnost styrmi ndm pontikne
najjednoduchsiu cestu. Preto sme ju aj vybrali do vzoraku.
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Y1 a z1 st parne. Potom nahradime x1 = 2z2, teda bude platif # = 227 = 425 (a ostatné nezndme podobne) a opét
moézeme celii rovnicu predelit Styrmi.

Takéto delenie §tyrmi moézeme opakovat, az kym uZ ziadna strana nebude delitend styrmi. Ked'Ze na pravej
strane budeme mat stdle mocninu dvojky, tak ndm tam moze ostat len 2° = 1 alebo 2! = 2. Lahko si rozmyslime,
ze ¢islo 1 dostaneme pri parnom k a 2 pri neparnom k.

Ak mame teda k parne?, t. j. k = 2n pre nejaké &fslo n, tak 8% = 23% = 26n = 437 Rovnicu mo6zeme vydelif
Styrmi 3n-krat a dostaneme

a2+ 0242 =1, kde z = 2%"a, y = 2°7b, z = 2%"¢.
Tito rovnicu vieme jednoducho vyriesit, pretoze a?, b? a c? st celé nezdporné &isla. Preto jedinym riesenfm je
trojica (a,b,c) = (1,0,0). Z toho lahko dopocitame, Ze jedinym moZnym rieSenim rovnice zo zadania je trojica
(r,y,2) = (2°7,0,0) (aZ na permutdciu), kde n = k/2.

Podobne pri neparnom k = 2n + 1 zas 8¢ = 2673 = 2. 437+l Teda po predeleni (3n 4 1)-krat stvorkou sa
dopracujeme k rovnici

a? +b* +c* =2, kde z = 28" Hq, y = 23"y, » = 23" Hc

T4 m4 opif jediné riesenie (a,b,c) = (1,1,0). Z neho analogicky dostaneme (z,y,z) = (23"+1,237+1 0), kde
n=(k—-1)/2.
Ukézali sme teda, ze pre kazdé k existuji prave tri trojice ¢isel (x,y, z) vyhovujice zadaniu, a to

(2%70’0), (072%,0) a(0,0,237k) pre parne k,

3k—1 3k—1 3k—1 3k—1 3k—1 3k—1

27z ;272 [0),(27 7 ,0,2 2 )a(0,2 2z ,2 2 ) pre neparne k.

Na zéver este treba spomentit, Ze kazdé z uvedenych rieseni naozaj vyhovuje rovnici zo zadania. O tom sa mozeme
lahko presvedéit skiiskou sprévnosti. Druhou moznostou je uvedomit si, Ze pri rieSeni tlohy sme pouzili len ekvi-
valentné tpravy.

Uloha &. 7: Stvorec je rozdeleny na n? obdlznikov pomocou n— 1 zvislych a n—1 vodorovngch useciek, kde n > 2 je
celé ¢islo. Dokdzte, Ze spomedzi nich vieme vybrat 2n obdznikov tak, aby pre lubovolné dva z nich platilo, Ze jeden
sa zmesti do druhého.?
Riesenie: (opravoval Miki, Zajo)
Ked si skisime len tak nakreslit nejaké rozdelenie §tvorca na n? obdlznikov tak, ako je v zadani, zistime, Ze hladaf
2n takych, Ze sa do seba vidy pomestia je pomerne tazko uchopiteny pojem, pretoze nevidime na prvy pohlad
#iadnu stvislost medzi vybratymi obdlznikmi.

V takomto pripade sa oplati skusit spravit nejakt ekvivalentni upravu zadania, ktord ndm pontkne lepsi
pohlad na problém. V tejto tlohe sa dalo uvedomif si, Ze nezalezi na poradi riadkov a stipcov, a preto si ich
mozeme akokolvek preusporiadat (resp. preoznacit) a problém, ktory budeme riesit bude ekvivalentny povodnému.

€r1 T2 €3 Tn—1 Tn,

Y1 hadik—b

Yn

Obr. 2

2Rozmyslite si, ze tento pripad zahffia aj pripad k = 0. Vtedy rovnicu vébec nedelime §tyrmi a uz je priamo v ,jednoduchom¢ tvare.
30bdlzniky mozno aj otacat. Dva zhodné obdizniky sa zmestia do seba. Stvorec povazujeme za Specidlny pripad obdiznika.
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Ozna¢me si postupne sirky stfpcov T1, Ta, ..., Tp a vysky riadkov yi1, ¥, ..., Yn. Teraz zvolme také usporia-
danie riadkov a stfpcov, kedy bude platif x; < 29 < -+ < 1, a zéroven y; < y2 < -+ < y,. (Inymi slovami sme
zoradili riadky a stipce podla vysky a sirky tak, Ze vlavo hore mame najmensi odeZnik.)

Pri tomto usporiadani pre nejaky vybrany obdlznik (na obr. 2 vyplneny) plati, Ze sa do neho zmestia vsetky ¢o
st od neho nalavo alebo vyssie (na obr. 2 bodkované). Vyplyva to z toho, Ze tieto obdfiniky sa nachddzaji v stfpci
s mensSou alebo rovnakou §irkou a v riadku s mensou alebo rovnakou vyskou nez nas vybrany obdlznik.

Zvolme postupnost (,hadika“ na obr. 2 &arou) obdlznikov od Tavého horného po pravy dolny popri uhlopriecke
§tvorca. Pre niu bude platit, Ze kazdy obdlznik sa zmesti do vSetkych nasledujucich, teda bude splnena podmienka
70 zadania. Takyto hadik mé vzdy dizku 2n — 1 (zadiname na prvom policku a pohneme sa (n — 1)-krét vpravo
a (n — 1)-krat dole). K vyberu 2n obdlznikov ndm uz chyba doplnit iba jeden obdiznik.

Skiimajme teraz Stvorice obdlznikov pri uhlopriecke také, ako na obrazku 3. Z kazdej Stvorice sa v naSom
hadikovi nachddzaju uz tri obdizniky. Ukdzme vsak, e bude existovaf taks stvorica, ze tam budeme vediet zaradit
aj posledny obdiznik z nej.

X LTi+1
Yi A B
hadik £
Obr. 3

Pre takito Stvoricu vieme, Ze obdiznik A sa zmest{ do vSetkych a do obdlznika D sa zmestia v8etky. Zaujimava
je otazka, ¢ sa do seba nejako zmestia B a C. Ak by bola totiz odpoved 4no, tak sme vyhrali, pretoze bude platit
A C BCC C D* resp. s vymenenym B a C, é&m sme nagli obdl/Znik7 ktorym doplnime nasho hadika.

V prvom rade vieme, Ze bez otocenia to nepdjde, ked'ze x; < x;41 a y; < y;11. Ak sa teda do seba maji zmestit,
bude to musief byt po otoéeni, a to jednym z dvoch sposobov:

BCC—=wit1 <yiv1 ANy Sy,

CCB—)yi_H < zip1 ANz L ;.

Uké4zeme, Ze tato situdcia musi aspon raz nastaf pomocou dokazu sporom. Aby sa B a C do seba nezmestili,
musela by nastat jedna z tychto moznosti:

Tip1 < Yir1 N2y < Y5

Yit1 < Tit1 NY; < T4

Pozrime sa na lavi hornt §tvoricu obdliznikov. Aby sme v nej vylacili stvrty obdiinik, nech bez ujmy na
vieobecnosti plati 1 < y1, 22 < y2. Pre d'alsiu Stvoricu potom plati (aby bolo splnené, Ze z nej vylicime stvrty
obdfinik) To < Yo, z Coho dostédvame x3 < y3 a podobne az po x,, < y, Ked tychto n nerovnosti sé¢itame, dostdvame
T14+ T2+ 4Ty <y +y2+- -+ Yn, Co je ale v spore zo zadanim pretoze cely utvar je Stvorec a spomenuté sucty
sa musia rovnat.

Podobne, ak pre prvi §tvoricu bude platit x1 > 1, £2 > y2 rovnakym spésobom sa dostdvame k sporu, pretoze
cely utvar je Stvorec.

Tymto sme ukézali, Ze ak by sme vo vSetkych stvoriciach pri uhloprie¢ke nemohli pridat do nasej postupnosti
obdl#nikov ten stvrty, ¢o nelezi v hadikovi, tak dostaneme spor. Preto uréite existuje tvorica v ktorej plati bud
B C C, alebo C C B.

Obdiznikom z tejto stvorice doplnime nasho hadika, é¢im dostdvame hladanych 2n odeZnikov, ktoré sa do seba
postupne zmestia, ¢im Spiflajfl ilohu zo zadania.

Uloha &. 8: Na kruznici so stredom O sii dané body A, B, C, D, E tak, Ze usecka AB je priemer kruznice, isecka
CD je kolmd na usecku AB a usecka AE prechddza stredom isecky OC. Dokdzte, Ze isecka DE prechddza stredom
usecky BC.

4Pod A C B budeme v tomto priklade znacit, ze obdiznik A sa zmesti do obdizniku B.
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Riesenie: (opravoval Slavo)
Oznacme si uhly nasledovne: |SCAB| = a, |[SABC| = 3, |<EAB| = §, ozna¢me si X stred usecky OC, Y stred
tsecky BC'. Ukdzeme, Ze |<BDY| = |SBDE)|, potom body E, D, Y budu lezat na priamke a tym bude tloha
dokéazana.

Vyjadrime si uhly na obrazku pomocou uhlov a, 8 a §. Kedze AB je priemer kruznice a CD 1 AB, body C a
D st stimerné podla AB. Trojuholnik CDB je teda rovnoramenny so zdkladiiou C'D. Preto AB je os uhla CBD,
a teda [ DBA| = |<ABC| =

Uhol AOC je stredovy uhol k uhlu ABC, preto | AOC| = 2| ABC| = 2. Z tetivovych stvoruholnikov ADBC
a ADBE vidime, ze [SCDB| = |[<CAB| =« a |<BDE| = |[{BAE| =0.

Vsimnime si, ze ACAO a ACBD si podobné (|[9COA| = |[<CBD|, |[<CAO| = |CDB]). Preto uhly medzi
prislichajicimi stranami a taznicami v danych trojuholnikoch st rovnaké. Plati teda |SBDY| = |[JOAX| = §.

Ukézali sme, 7ze |[<BDY | =6 = |[{BDE|, dokaz je teda hotovy.

Zin)
N

Uloha &.9: Krusnicu k nazyvame separdtor mnoziny piatich bodov v rovine, ak prechddza tromi z dangch bodov,
sturty bod lezi vo vniitri kruznice k a piaty bod mimo kruzZnice k. Dokdzte, Ze kaZdd mnoZina piatich bodov, z ktoriyjch
Ziadne tri body neleZia na priamke a Ziadne Styri body neleZia na kruznici, md prdve Styri separdtory.

Obr. 4

Riesenie: (opravoval Marek, Miso)

Nech tsecka AB je ¢ast konvexného obalu piatich bodov. Zoberme kruznicu s polomerom oo, ktord prechidza
bodmi A, B. Ked za¢neme posivat jej stred z co do —oo statni sa tri zaujimavé udalosti. Kruznica prekroéi prvy
bod, nazvime ho C, potom D, potom E. V&imneme si ze kruznica ABD je separator. Ale vrafme sa na poziciu
kde ABC je kruznica. Ked vyberieme Iubovolni dvojicu bodov tj. AB, BC a AC tak postivanim stredu kruZnice
s danymi bodmi raz dosiahneme, #e kruznica pretne jeden z bodov D, E. Ked sa tak stane tak vieme, Ze tieto
tri kruznice si separatory a ze si jediné ktoré vznikni touto konstrukciou. Ostatné kruznice prechddzajice dvomi
z bodov A, B, C (také si dokopy 4) nie st separdtormi.

Ostdva ndm ukdzat, Ze spomedzi troch kruznic prechadzajicich cez DE je prave jedna separatorom. Ak s A,
B, C v jednej polrovine vzhladom na DE, tak posivanim stredu kruznice obahujiicej DE Tahko zistime, Ze prave
jedna je sepratorom, jedna ma 2 body vnutri a jedna vonku.

Ak nie si body v jednej polrovine, tak kruznica opisand DFE a bodu, ktory je v polrovine sam, neobsahuje
zvy$né dva body. To preto, lebo dve kruZnice sa mézu pretnif maximalne v dvoch bodoch a tieto dva body musia
byt v jednej polrovine vzhladom k DE, lebo tsecka lezi celd bud vniitri, alebo mimo kruznice opisanej trojuholniku
ABC. 7 rovnakého dovodu bod, ktory je v polrovine sdm, nemdze byt vnttri kruznice opisanej DE a jednému
zvysnému bodu. Tieto dva body st v jednej polrovine vzhladom k DE, takZe ked spravime kruZnice cez oba, tak
jedna bude maf vnitri jeden bod a druh4 Ziaden.

Je préve jeden separator prechddzajici bodmi D a E, dohromady si preto separatory presne 4.

Uloha &.10: Pre postupnost {a,}2, plati ay = c,

Upt1 = Can + /(2 —1)(a2 — 1)

pre vsetky prirodzené c¢isla n. DokdZte, Ze ak c je prirodzené ¢islo, potom kazdy clen postupnosti je celé c¢islo.
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Riesenie: (opravoval Samuel, Vodka)
Najprv si vS§imnime zakladné vlastnosti nasej postupnosti v pripade, ze ¢ € N.

Postupnost je neklesajiica, kedze a; = ¢ a rekurentny vztfah je sti¢et odmocniny (nezépornd) a a,c > ay, z ¢oho
méme indukciou neklesajicost. A ked'ze a; = ¢ > 1, tak vietky prvky postupnosti st aspoi 1, teda postupnost je
naozaj dobre definovana.

Teraz si definujme novi postupnost {b, }°°;, pre ktori plati b; = a; pre i = 1,2, 3 a rekurentny vztah

bn+2 = 26bn+1 — by

pre vSetky prirodzené ¢isla n > 1.

Indukciou ukézeme, ze b; = a;, pre vSetky prirodzené ¢isla i. Pre i = 1,2, 3 to vyplyva z definicie.

Teraz chceme ukazat, Ze b, = a,, pre n > 3. V tejto Casti riesenia je velmi délezité uvedomit si, Ze vietky kroky
st ekvivalentné. Pre jasnost budeme pisat v rovnostiach, ktoré chceme dokdzat znak Z

Mame teda

Can_1 + \/(02 —1(a?_;-1)=a, 2 by, = 2¢by_1 — bp_o = 2¢ap_1 — Qn_2,

priéom poslednd nerovnost vyplyva z indukéného predpokladu. Po odéitani ca,_; ndm ostane

2

\/(02 —1)(a?_ | —1)=cap_1 — an_oa.

Ako sme uz ukézali postupnost a,, je neklesajica, a teda obe strany s kladné a vieme urobit ekvivalentni operdciu

umocnenia na druhu.

2 2 2 2 7 2.2 2
c‘a, 1 —c"—a, +1=ca,_;+a,_o—2capn_1an_2.

Teda

1 27 2 2 9
—C =0, +a,_o— 2C0p_10p_2,

Keby sme zacali s tym, ze z indukéného predpokladu plati b,_1 = a,—_1, tak by sme tymi istymi tpravami
dostali td istu rovnicu, av8ak bez otaznika a s o 1 mensimi indexami. Konkrétne

2 2 2
1—c"=a;_o+a,_3—2capn—2a,_3.
Od¢itanim tychto dvoch rovnic dostdvame:
0< a2 2 -2
=Qp_1 — 0y _3 — Can72(an71 - an73)~

Po uprave
?
0= (an-1—an-3)(an-1+ an_3 — 2can_s).
Avsak z indukéného predpokladu vieme, Ze
Ap—1 =bp_1=2cby_2 —by_3=2can_2 — an_3.
Teda nasa rovnica prejde na 0 z (an—1 — an—3) - 0, ¢o zrejme plati. Tym je indukcia hotova.
Teda obe postupnosti st rovnaké, my ale chceme dokdzat, Ze obsahuje len celé éisla. Najprv méme a; = c,

as = 2¢? — 1, &o st celé &isla a potom st d'alsie éleny definované ako Qp+2 = 2CAp41 — Gy, pricom z indukcie vidno,
Ze oba sCitance su celé, a teda zadanie plati.

Vyvsledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roc. Skola kK|4|5|6|7|8[9 |10/ p| s | >
1. Melicher Martin 2. GPosKE [ 2[19]91]9 9 9 45 | 135
1. Misiak Déavid 2. GJH BA 419191919 9 45 | 135
3. Sésik Tomas 3. Gaméa BA | 7 819191919 44 | 134
3. Vistanova Laura 4. Gmad KE | 6 9(19/19]9]8 44 | 134
5. Krajcoviechova Lucia 1. GJHBA |2 [7]19|9]9]|9 43 | 132
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Por. | Meno Roc¢ Skola K 56|78 10 s | >
5. | Poturnay Marian 2. GPdC PN | 4 919909 13 | 132 |
7. Krajé¢i Samuel 2. GAlej KE 5 8191919 44 | 126
8. Glevitzka Stefania 2. GVBN PD 4 (719191919 43 | 125
8. Kollar Pavol 2. Gamca BA 4 17191919 35 | 125
10. | Stevko Martin 2. GAlej KE 4 1719191319 37 | 118
11. | Filop Jozef 1. Gamca BA 21919189 35 | 111
12. | Brezinova Viktéria 2. GAlej KE 4199|696 39 | 107
13. | Marko Alan 3. LEAF 5 9 9 18 | 98
14. | Molnar Michal 2. Gamca BA 41919 9 27 | 97
15. | Dujava Jonas 2. SPSE Presov | 3 |99 ]2(9 29 | 93
15. Kebis Pavol 2. GJH BA 4 191041 14 | 93
17. | Ralbovsky Peter 4. GJH BA 10 719 20 | 92
18. | Olsdk Radek 2. Mensa 21919 9 27 | 91
19. | Zahorsky Akos 3. G Sahy 6 91919 27 | 90
20. | Mréaz Michal 2. SPMNDG BA | 4 | 9 7 16 | 87
21. | Adam Dominik 2. GJH BA 31719 16 | 86
21. | Durackova Maéria 2. GJH BA 4 | 719 9 25 | 86
21. | Machalova Monika 2. GJH BA 4 191952 25 | 86
24. | Mosko Matej 2. Gamca BA 4 1719193 28 | 84
24. | Oravkin Richard 2. 1SG BA 419 819 32 | &4
26. | Parada Jakub 1. Gamca BA 2 0| 82
27. | DlugoSova Michaela 3. GKuk PP 6 91317 19 | 80
28. Klein Pavol 2. GPdC PN 4 171913 19 | 74
29. | J6za Bohdan 2. GJH BA 4 171913 19| 73
30. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 317191219 27 | 64
31. | Ciz Jozef 2. GJH BA 3 5 5 | 59
32. | Suchova Martina 3. GPar NR 5 71311 12 | 57
33. | Poljovka Jakub 3. GPar NR 6 7 7 | 56
34. Ondus Peter 3. SPMNDG BA | 6 0 54
35. | Winczer Tobiss 2. SPMNDG BA | 4 0 | 50
35. | Zubcak Matis 2. GPéar NR 4 0 | 50
37. | Svihorik Tom4&s 3. GPar NR 6 0 | 47
38. Galikova Kristina 2. SPMNDG BA | 3 | 3 7 10 | 44
39. | Parada Matej 3. Gamca BA 5 0 | 42
40. | Pajger Simon 3. GVO ZA 5 2 0 2 | 41
41. | Kalasova Martina 2. GJH BA 3 0| 38
41. | Ondovéikova Lucia 2. G Modra 3 0| 38
43. | Jurecekova Alzbeta 2. EGMT 2 0 | 27
43. | Kufkova Séra 3. Gaméa BA 6 0| 27
45. | Studenicova Katarina 3. GPOH DK 5 0| 24
46. Findra Michal 2. GDT PP 3 0 20
47. | Krutek Robert 4. GJGT BB 5 0 18
48. | Kopfova Lenka 2. G Mendel CR | 4 0 17
49. | Sadovskd Jana 3. SPMNDG BA | 4 0 16
50. | Pajunkova Anezka 1. GMH Trstend | 1 0| 14
51. | Drotar Pavol 4. GPos KE 7 0 9
52. | Kofira Eduard 4. BiG Sucany 4 0 5
53. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 1 0 4
kategéria ALFA
Por. | Meno Roc¢ Skola k|1[2[3]4]|5 7 s | >
1. Krajcoviechova Lucia 1. GJH BA 919|719 9 45 | 133
2. Pravda Jakub 1. SPMNDGBA |1 |9[8[919]|9 44 | 130
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Por. | Meno Roc. Skola k|11[2|83|4|5]|6 s | >
3. | Macko Miroslav 1. SPMNDGBA | 199 ]7]5]09 39 | 129 |
4. Horansky Michal 1. SPMNDG BA 119171819 8 41 | 126
5. Kajan Michal 1. 1SG BA 119(3[]9|7]01]9 41 | 122
6. Melicher Martin 2. GPos KE 2 91919 27 | 117
7. Matejkové Tatiana 1. GPar NR 11918131919 38 | 114
8. Sumsala Tomas 1. GJH BA 1191919 27 | 112
9. Jurikova Réberta 2. GVBN PD 2 9171719 32 | 109
10. | Bielakova Ténicka 1. Gamca BA 11913]|7 9|2 30 | 103
10. Pisonova Karolina 2. G Bénovce 3 91919 36 | 103
12. | Fiilop Jozef 1. Gamca BA 2 91918 35| 99
13. | Demkova Karin 1. GJH BA 1191919 112 30 | 98
14. | Koutensky Martin 1. Gamca BA 119 517 21 | 97
15. | Nemcova Kornélia 1. Gamca BA 11919 3 21 | 96
16. | Ganz Tomas 1. SPSSDSJ TT 119 714171 28 | 93
17. Portasikova Jasmina 2. GVar ZA 2 9171119 27 | 92
17. | Stanik Michal 2. GLS TN 3 919|192 38 | 92
17. | Tran Marek 1. Gamca BA 119 5 14 | 92
20. | Rehulka Erik 1. SPMNDG BA 119 9|4 3 25 | 91
21. | Hronska Marianna 0. BiG Sucany 013 21719 21 | 87
22. | Baldz Lukas 2. G Bénovce 2 9|7 9 25 | 86
23. Baranc¢ikova Barbora 1. SPMNDG BA 1191997 34 | 84
24. | Chudic Alex 1. SPMNDG BA 1191957 30 | 83
24. | Macédkova Eliska -3. SZS CENADA BA | -3 | 9 711 2 28 | 83
24. | Vojtek Matej 1. Gamca BA 1|8 3 11 | 83
27. | Farnbauer Michal 0. Gamca BA 0191197 3 28 | 82
27. | Priesol Matej 1. SPMNDG BA 11919(9]9|1]2 38 | 82
29. | Bolceskei Matej 1. GPar NR 119|113 2 15 | 81
29. | Calvo Natalia 1. GPar NR 11915 110 15 | 81
31. | Masrna Michal 1. GPos KE 119 9 78
32. | Adam Dominik 2. GJH BA 3 719 16 | 77
32. | Dujava Jonas 2. SPSE Presov 3 91912 29 | 77
32. | Hanus Matej 1. GPos KE 119 8 17| 77
32. | Rusndak Patrik 1. GAlej KE 119 8|4 4 25 | 77
32. | Starovi¢ Martin 1. Gamca BA 119 7141912 31 | 77
37. | Prokopova Tereza 2. GJH BA 3 317192 30 | 76
38. | Barnisin Michal 3. GJAR PO 3 0 74
38. | Sabovéik Rébert 1. GPos KE 1 0 74
40. | Olsdk Radek 2. Mensa 2 919 27 | 73
41. | Parada Jakub 1. Gamca BA 2 0 71
42. Zdimalovd Michaela 2. GJH BA 2 8192 19 | 68
43. | Gencur Andrej 1. GAM TT 119|517 21 | 67
44. | Stupta Frantisek 1. GPar NR 1 0 | 63
44. | Szombay Simon 1. GPar NR 119173 19 | 63
46. | Benkova Nina 2. GPdC PN 3 3 912 15 | 60
47. | Paska Jaroslav 2. SPMNDG BA 2 2|4 9 16 | 58
48. | Kuniak Adam 1. Gamca BA 1 0 57
49. | Hrmo Matej 2. GPar NR 3 0 | 56
50. | Géciova Alexandra 1. GJH BA 119]9]7]1/0 26 | 55
51. | Kalasovad Martina 2. GJH BA 3 0 54
52. | Cernikova Jana 2. GJH BA 2 311 4 | 52
53. Bobenicova Michaela 2. GPos KE 2 0 50
54. | Magula Daniel 3. PiarG NR 119198 2 28 | 49
55. | Ciz Jozef 2. GJH BA 3 5 5 | 47
56. | Cinové Tatiana 2. GPar NR 3 3 3 6 45
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Por. | Meno Roc¢ Skola K s | >
57. | Kralovic Tomas 2. GPar NR__| 3 0 | 44 |
57. | Rosinsky Juraj 2. I de Lancy 3 0| 44
59. | Rampasekova Svetlana 1. GPar NR 1 0 | 43
59. | Vranovsky Michal 1. GCSL BA 1 12 | 43
61. | Ganzova Veronika 3. GAM TT 3 16 | 42
61. | Kluvancova Hana 1. GPar NR 1 0 | 42
61. | Tomasik Ondrej 1. GJGT BB 1 11 | 42
64. | Barla Adam 1. GJGT BB 1 0 | 38
64. | Krasny Matej 2. SPMNDG BA | 2 0 |38
66. | Kriek Patrik 2. GLS ZV 1 0 | 36
66. | Pajunkovd Anezka 1. GMH Trstend | 1 0|36
68. | Galikova Kristina 2. SPMNDG BA | 3 10 | 35
68. | Jurecekova Alzbeta 2. EGMT 2 0|35
70. | Halama Andrej 1. GVO ZA 1 7| 34
71. | Grigova Natalia 1. Gamca BA 1 0 | 33
71. | Savelova Gabriela 1. Gamca BA 1 0|33
73. | Ondovcikova Lucia 2. G Modra 3 0 | 32
74. | Pozsonyi Karol Rudolf 2. GBil BA 3 0 | 30
75. | Sdnta Adam 2. GJH BA 2 0 |28
76. | Balogh Matus 1. GMA BA 1 0 |27
77. | Slddeckova Laura 2. GVar ZA 2 0|25
78. | Balheim Boris 2. 1SG BA 2 0|24
79. | Beldk Tomas 2. GAV LV 3 0 | 20
79. | Sojka Peter 1. GJCh BR 1 0|20
81. | Funkova Veronika 3. GLN SE 3 0 | 18
82. | Ghirbakova Karin 2. Gamca BA 2 0|17
82. | Chalupek Adam 1. Gamca BA 1 0 | 17
82. | Tarca Matej 1. GPos KE 1 0 |17
85. | Findra Michal 2. GDT PP 3 0| 16
85. | Hlusko Jakub 2. SPMNDG BA | 2 0| 16
85. | Petova Natélia 1. GAE BA 1 5 | 16
88. | Kopunec Matus 3. GLS TN 3 0|15
88. | Novdk Samuel 1. GPos KE 1 0|15
88. | Vrtiakovd Anna 1. GJH BA 1 0|15
91. | Jambrichovda Anna 0. BiG Sucany | 0 0|12
92. | Letenayova Nina 2. GJH BA 2 0|11
93. | Pankuch Andrej 1. GAlej KE 1 019
94. | Michéalkova Julia 1. GJH BA 1 0] 5
94. | Stésiniak Simon 3. GLN BA 3 0] 5
96. | Bratkova Kristina 3. EGJAK KE | 3 0| 4
96. | Fojtova Gabriela 1. GFGL BA 1 0| 4
98. | Feketeova Viola 2. GBST LC 3 0 2




