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KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kontaminovana-ish Marcelova Susicka (x < 1) opravoval Adam

Zadanie. Marcel nasiel doma legenddrny pristroj menom susicka. KedZe nevedel co s riou, Ci je bezpecnd a co vobec,
tak nenechal ni¢ na ndhodu a rozhodol sa ju odniest do FKS. Susicku vloZil do hermeticky uzavretej dekontaminacnej
nddoby tvaru obdlznika ABCD.

Majme obdlznik ABCD s rozmermi |AB| = 12 dm a |BC| = 10 dm. Vo vnuitri obdiznika ABCD leZia body E a F tak,
Ze |BE| = 9 dm, |DF| = 8 dm a priamky BE a DF st rovnobezné. Taktiez si rovnobezné aj priamky EF a AB. Dalej
este vieme, Ze priamka BE pretina tisecku AD v jej vnutornom bode. Na to, aby Marcel nadobu otvoril, potrebuje od
Teba nieco vediet. Akd je dizka |EF|?

Riesenie

Vietky dlzky vo vzordku uvazujeme v jednotkach decimetrov, nebudeme ich v$ak pre prehladnost pisat. Dobrym
zaciatkom pri geometrickych tlohach je nakreslit si orienta¢ny obrazok. V tomto pripade sa pri jeho kresleni
musime zamysliet, ¢i bude bod E lezat nalavo alebo napravo od bodu F. Odpoved nam poskytne informacia zo
zadania, ze priamka BE pretina tsecku AD vo vnitornom bode, a teda bod E bude lezat napravo (skuste sa nad
tym zamysliet ak neviete preco). Obrazok, ktory sme dostali, nam toho vela nehovori, skisme si donho teda nieco
doplnit. Konkrétne si doplnime dve kolmice, konkrétne z bodu E na stranu AB a z bodu F na stranu CD. Body,
kde sa sa tieto kolmice pretnt so stranami AB a CD, si ozna¢ime postupne G a H.

D H C

A G B

Dostali sme takto dva pravouhlé trojuholniky BEG a DFH. Podla zadania st usecky BE a DF rovnobezné, preto
uhly GBE a HDF budu mat rovnaku velkost (ak neviete preco to plati, skuste si to dokazat). Z toho vyplyva, ze
trojuholniky BEG a DFH budu mat rovnako velké vnutorné uhly, a preto budu podla vety uu podobné. Vieme, ze
pomer dlzok stran BE a DF je 9 : 8. Kvoli podobnosti trojuholnikov bude aj pomer dlzok stran EG a FH rovnako
9 : 8. Sticet dlzok tychto stran je |BC| = 10. Tt ked si rozdelime v pomere 9 : 8, dostaneme dlzky stran |[EG| = 90/17
a |FH| = 80/17.

Pomocou Pytagorovej vety teraz lahko doratame dlzky stran BG aj DH. Zaénime s dlzkou strany BG:
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|BG]* + |[EG|* = |BE]?,

90>
|BG|* + (E) = 81,

90>
IBG| - 81—(1—) |

Nie je to prili§ pekna forma. Sériou Giprav ju mozeme (ale nemusime) zjednodusit na formu 27v/21/17. Dlzku DH
uz takto ratat nemusime, mézeme si ju vyjadrit podla podobnosti trojuholnikov ako (8/9)(27+/21/17). Podme
teraz zistit dizku |EF|. Use¢ka EF je rovnobezna so stranou AB. Po kratkom pohlade na obrazok situdcie si véim-
neme, ze |EF| = |BG| + |DH| - |AB|. Vetky tieto dlzky pozname, tak uz si to len nejak vyjadrime:

5

27v/21  827\/21
17 + = -12

|EF| =

9 17
|EF| = 3\/21 - 12,
|EF| ~ 1.7477.

Pribliznt dlzku EF ziskame, ked vyraz, ktory sme dostali, hodime do kalkula¢ky. Rovnakt hodnotu dostaneme,
aj ak sme vyraz pre dlzku BG nezjednodusili.

Iné riesenie

Ked si nakreslime obrazok podla zadania, mdzeme si povzdychnut, ze tsecky BE a DF tam len tak nejako ,tréia“
dovnttra obdlZnika a potrebujeme k nim dokreslovat kadejaké trojuholniky aby sme v tom nasli zmysel. Je viak aj
iny spdsob ako si obrazok zjednodusit, aby sa nam s nim lepsie pracovalo. Ked budeme obdlZznik ABCD postupne
vodorovne ,natahovat®, teda zvi¢Sovat dlzku strdn AB a CD, ¢asom sa nam body E a F stretnt (ked zachovame
vietky ostatné dlzky v zadani). Toto plati, lebo tisecka EF je rovnobezna so stranou AB. Dlzka, o ktora by sme
museli prediZit AB, aby sa body E a F stretli, je povodna dlzka EF, ktord sa snazime zistit.

D C

A B

Mbzeme si teda mierne modifikovat zadanie: dizka |AB| nebude 12, ale 12 + |EF|. Kedze use¢ky BE a DF st
rovnobezné, budd v modifikovanom zadani tvorit tse¢ku BD a jej dizka bude 17. Obrazok, ktory vznikne po
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roztiahnuti obdlznika ABCD, je na pohlad ovela krajsi. Sklad4 sa totiz z dvoch pravouhlych trojuholnikov, ktorych
dlzky stran aZ na jeden mensi tisek pozname. Ked si napiseme Pytagorovu vetu pre trojuholnik ABD, vieme si z
nej vyjadrit dlzku |EF| ktort sa snazime zistit:

|AB|* + |AD|* = |BDJ?,
(12 + |EF|)* + 100 = 289,
(12 + |EF|)* = 189,
12 + |EF| = /189,
|EF| = /189 - 12,

|EF| = 3v/21 - 12.

3.2 Kendy Marek Switchuje (x < 2) opravovali Jozo a Zlodejka
Zadanie.

Ked prisiel Marcel aj so svojou susickou do FKSka, tak si vsimol Mareka hrajiiceho sa s cukrikmi' nasledujiicu hru.
Hra sa odohrdva na plane m x n Stvorcovych policok, kde m, n su celé cisla vicsie ako 1 a jedno z nich je aspori 3.
Na kazdom policku sa nachddza cukrik prave jednej farby. V jednom tahu méze Marek vymenit cukriky na dvoch
polickach so spolocnou stranou, ale to len vtedy, ak sa po vymene budii vedla seba nachddzat tri cukriky jednej farby
v riadku alebo v stlpci (ako na obrdzku). Kolko najmenej farieb cukrikov potrebuje Marek na to, aby sa cukriky dali
rozmiestnit do planu tak, Ze:

o v Ziadnom riadku ani v Ziadnom stlpci sa nenachddzajii za sebou tri cukriky rovnakej farby,
« nebolo mozné spravit ziaden tah.

Vysledok urcte v zavislosti od cisel m, n.

e
ou
@

(4l 4l _
L4l 4

[N
®

Riesenie
V zadani tlohy nam vystupuju premenné m a n. V takychto pripadoch je dobré zacat s nejakymi malymi hodno-
tami a zoznamit sa tak s ulohou. Za¢nime teda s najmensou moznou hodnotou m = 2. Zo zadania vieme, Ze n

musi byt aspon 3. Uz v tom najmensom moznom plane rozmerov 2 x 3 mame tri policka vedla seba. Preto nam
jedna farba cukrikov nesta¢i. Budd nam stacit dve? Po chvilke skusania vieme zistit, Ze ano.

'Vetci vieme, Ze Marek s cukrikmi odmieta robit ¢okolvek iné ako sa s nimi hrat, napriklad ich jest.
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VN
VN

Dokonca z toho mozeme odpozorovat, ze podobnym spdsobom vieme cukriky ulozit do Iubovolného planu s
dvomi riadkami. Ak mdme plan rozmerov 2 x n pre lubovolné prirodzené ¢islo n > 3, tak ho vieme vyplnit dvomi
cukrikmi nasledovne. Do kazdého druhého stlpca poéniic prvym ulozime po dva cervené cukriky a do zvy$nych
stlpcov po dva 7Ité cukriky. Takto zaru¢ime, Ze v ziadnom riadku (a samozrejme aj stlpci) nebud tri cukriky
rovnakej farby vedla seba. Taktiez lahko vidime, Ze Ziadnou vymenou nedostaneme tri rovnaké cukriky vedla
seba. Rovnaké argumenty platia aj pre plan rozmerov m x 2 - len celu situaciu oto¢ime o 90°. Ukazali sme teda,
ze ak jeden z rozmerov planu je 2, tak Marek potrebuje najmenej 2 farby cukrikov.

L O L NI SIS
VOINCNON D

Podme teda pokracovat a pozrime sa na vicsie plany. Ostali ndm tie, v ktorych st oba rozmery aspon 3. Opit si
mozeme zobrat najmensi, teda plan rozmerov 3 x 3. Pojde vyplnit s dvomi farbami cukrikov? Nech sa snazime,
ako chceme, tak nam to nejde. Mo6Zeme skusit teda tri cukriky, ¢o sa nam uz vie podarit. Dokonca aj viacerymi
spdsobmi.

VS &\VS
VOCIINNC
AN Y

v v “\/e
VO CBS
@ @\ C

CPS

Takto si mozeme skusit vyplnit aj dalSie malé rozmery planov. Pokrac¢ujeme tak dovtedy, kym neziskame dosta-
toént predstavu o tlohe. Dalsie sktiganie uz prenechdvame na vés. Tu vo vzorovom rieseni si vystadime s tym, &o
uz mame. Mdzeme tak odpozorovat, ze Marekovi budu vzdy stacit tri farby cukrikov. Co potrebujeme spravit,
aby sme sa v tom utvrdili?

1. Ukazat, ako plan spravne vyplnit pomocou cukrikov troch farieb.

2. Zdovodnit, preco plan iba s dvomi farbami cukrikov vyplnit nevieme. (A tym padom ho nevieme vyplnit
ani men$im poc¢tom farieb.)

Vyplnenie tromi farbami cukrikov

Ako plan vyplnime? Ulohu mame vyriesit vieobecne pre lubovolné rozmery planu. Preto nemozeme vyplhat
pldn len tak hala-bala. Potrebujeme néjst nejaky pekny systém. S tym mézeme zacat uz pri vypliiani planu 3 x 3.
Posledné umiestnenie cukrikov vyzera celkom slubne. Napr. plan 5 x 11 by sme podla neho vedeli vyplnit takto:
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Podme to napisat poriadne, véeobecne. Plan budeme vyplnat po diagonélach, ktoré smeruju sprava hore smerom
dolava nadol. Prvua diagonalu, teda jedno poli¢ko v lavom hornom rohu pléanu, zaplnime ¢ervenym cukrikom.
Do druhej diagonaly umiestnime zIté cukriky. Do tretej diagonaly fialové. Potom zas cervené, zIté, fialové, ... V
tomto poradi postupne vyplhame diagonaly cukrikmi tychto farieb, az kym nevyplnime celd tabulku.

Spiiia takéto vyplnenie potrebné vlastnosti? V kazdom riadku a aj v kazdom stlpci sa farby cukrikov striedaju.
Preto nemame ani v riadku, ani v stlpci tri cukriky rovnakej farby za sebou. Mozeme spravit nejaky tah? Uve-
domme si, Ze existujt len dva mozné druhy tahov. V jednom pripade mdme v riadku alebo stlpci dva cukriky
rovnakej farby vedla seba a vymenou k nim presunieme treti. V druhom pripade mame dva cukriky rovnakej
farby, medzi ktorymi je jedno policko a vymenou presunieme medzi dva rovnaké cukriky treti. Avsak pri nasom
rozlozeni st v kazdom riadku medzi cukrikmi rovnakych farieb dve policka. Nemame tam teda v Ziadnom riadku
ani dva rovnaké cukriky vedla seba, ani ob jedno policko. Preto nevieme spravit ziaden tah. Tym padom je nase
rozmiestnenie cukrikov korektné.

Preco menej nestaci?

A dve farby Marekovi stacit nebudi? Pozrime sa, ako by to vyzeralo, kebyze Marek ma len dve farby cukrikov.
Oba rozmery planu su aspon 3. Preto vieme v plane najst $tvorec 3 x 3 policka, trebars ten v lavom hornom rohu.
Sta¢i nam ukazat, Ze uz len tento Stvorec Marek nevie vyplnit. Potom totizZ nebude vediet vyplnit cely plan. A to
je dobra sprava. Stvorec 3 x 3 poli¢ka je celkom maly a m6Zeme v fiom prebrat vietky moznosti, ako moze Marek
umiestnovat cukriky. Na to je dobré si najst nejaky systém. V zavislosti od neho mézeme preberat viac alebo
menej pripadov. My si ukdzeme jeden z tych stru¢nejsich pristupov.

Pozrime sa na druhy stipec nasho $tvorca 3 x 3. Kedze su v tiom tri policka, tak tam musime mat dva cukriky
rovnakej farby. Kludne si mozeme povedat, ze je to zlta farba. Zvy$ny cukrik v druhom riadku musi byt druhe;
farby, povedzme Cervenej. Riadok, v ktorom sa nachadza tento cerveny cukrik, si nazveme smutny. Moze byt na
niektorom poli¢ku smutného riadku zlty cukrik? Na prvom poli¢ku smutného riadku nemdze byt. Ak by tam bol,
tak by sme mohli spravit platny tah vymenenim prvych dvoch policok smutného riadku. Z rovnakého dévodu
nemozeme mat zIty cukrik ani na tretom policku smutného riadku. Teda na vsetkych polickach smutného riadku
musi byt ¢erveny cukrik. To sa ale nemoze stat. Smutny riadok je teda naozaj smutny, lebo kvoli nemu Marek
nemdoze vyplnit §tvorec 3 x 3 iba dvomi farbami cukrikov. A teda Marek tak nevie vyplnit ani cely plan, pokial ma
oba rozmery aspon 3.

-~
smutny riadok P ¢ ‘ P ¢
-
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Zaver

Tymto je nasa uloha hotova. Ukazali sme teda, Ze najmensi pocet farieb cukrikov, ktory Marek potrebuje je:

o 2, pokial m =2 alebon = 2;

o 3, pokial m > 3 a zaroven n > 3.

3.3 Kruta Mocna Susicka (x < 3) opravoval Dominik

Zadanie. Po tom, ako sa podarilo susicku tispesne nastavit, si FKSdci povedali, Ze takto vykonny stroj musia co
najskor na niecom otestovat. Co keby mala susicka prilis velky vykon? Nemozu si predsa znicit svoje veci. Alebo ruky.
Susicku sa nakoniec rozhodli otestovat na najvicsom nepriatelovi FKS - rovnostrannom trojuholniku ABC. FKSdci
si teda zobrali svoj klii¢ od KMSka a nendpadne jeden ukradli. No a co myslite, Ze sa stalo, ked namierili naplno
pustenti susicku na rovnostranny trojuholnik ABC? Rozletel sa na niekolko dalsich rovnostrannych trojuholnikov!

Zoberme si rovnostranny trojuholnik ABC. Pre ktoré celé kladné cisla n sa da tento rovnostranny trojuholnik rozdelit
na n rovnostrannych (nie nutne rovnakych) trojuholnikov?

Riesenie
Riesenie tejto tlohy pozostava z dvoch ¢asti. V prvom rade potrebujeme ukazat, pre aké n mdézeme rovnostranny

trojuholnik rozdelit na n rovnostrannych trojuholnikov. Potrebujeme ale tiez ukazat, preco to pre iné »n nejde.
Mnohé z rieseni obsahovali len prvu cast, preto sme ich nemohli ohodnotit plnym po¢tom bodov.

Vo vadsine vasich rieSeni sa vyskytli dva sposoby delenia trojuholnika. Pomocou rozdelenia trojuholnika cez
stredné priecky dokdzeme pocet trojuholnikov zvysit o tri. Dolezité je, Ze toto mozZeme spravit pre kazdy rovno-
stranny trojuholnik, a teda ak ich mame »n, mdzeme ich mat aj n + 3. To je dolezity zaciatok, pretoZe ak sa ndm
podari najst tri za sebou iduce ¢isla, pre ktoré vieme trojuholnik rozdelit na tolko casti, tak to pdjde aj pre vsetky
vyssie.

Na to, aby sme takéto tri ¢isla nasli, ste casto pouzili aj druhy, o nieco vSeobecnejsi postup. Jeho zakladom je
rozdelenie trojuholnika na jeden trojuholnik a jeden rovnoramenny lichobeznik. To je mozné tak, ze spravime
rovnobezku s jednou so stran. Ak zvolime vhodnu vzdialenost od vrchola, mézeme tento lichobeznik potom
rozdelit na neparny pocet trojuholnikov. Takto moZeme dostat rieSenie pre n = 6 a n = 8. Na zaklade predoslého
odseku dokazeme vyriesit ulohu aj pre n = 7. Z toho ale uz vyplyva, ze pre n > 6 to pojde vzdy. Uz predtym sme
mali rieSenie pren=1an = 4.
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Este potrebujeme ukazat, ze pre n = 2, 3 a 5 tlloha nema riesenie. Tu je dobré uvedomit si jeden zakladny fakt:
Kazdy rovnostranny trojuholnik ma vsetky uhly rovné 60°. Z toho vyplyva, ze vrcholy pévodného trojuholnika
musia byt aj vrcholmi niektorého z rozdelenych trojuholnikov a uhol pri nich musi byt rovny 60°, teda ho nemo-
zeme nijako delit.

Pre n = 2 by preto muselo platit, Ze v niektorom z dvoch trojuholnikov st dvoma vrcholmi vrcholy pévodného
trojuholnika. Tieto ale medzi sebou maju stranu, a kedze trojuholniky musia byt rovnostranné, islo by o cely
trojuholnik ABC. Teda rozdelenie na dva trojuholniky nie je mozné.

Pre n = 3 vychadzame z podobnej myslienky. Ak by niektory trojuholnik obsahoval dva z troch vrcholov po-
vodného, neslo by o rozdelenie na tri trojuholniky. Preto sa kazdy z trojice trojuholnikov nachadza pri jednom
vrchole. Pre kazdy trojuholnik potom musia byt dve strany stucastou dvoch stran trojuholnika ABC. Tretia strana
je pre kazdy trojuholnik otoc¢ena o 60°, pretoze je rovnobezna so stranou ABC, ktora v trojuholniku nie je. To
ale znamena, Ze ziadnu zo stran nemaju trojuholniky spolo¢nu, a preto musi v strede existovat nevyuzity volny
priestor. Rozdelenie na 3 trojuholniky teda nie je mozné.

Pre n = 5 opit tri trojuholniky musia byt pri vrcholoch. Priestor, ktory zostal moéze byt bud Sestuholnik, ak sa
ziadne dva vrcholy malych trojuholnikov nerovnaju, patuholnik, ak sa rovna jeden, $tvoruholnik, ak dva a troju-
holnik, ak sa rovnaju vSetky. My potrebujeme rozdelit niektory z tychto tvarov na dva rovnostranné trojuholniky.

Uz sme si ukazali, Ze rovnostranny trojuholnik na dva rovnostranné trojuholniky rozdelit nevieme. Trojuholnik,
ktory sme dostali v predoslom odseku v§ak musi byt rovnostranny, pretoze sucty dvoch stran malych trojuholnikov
sa vzdy musia rovnat dlzke strany (nazvime tito dlzku a) trojuholnika ABC. Vznikd ndm teda sdstava rovnic
m+n=n+o=o0+m = a, ktorej rieSenie je n = 0 = m, ¢o su strany trojuholnika v strede. Ide teda o rovnostranny
trojuholnik a ten na dva rozdelit nevieme.

Ak by atvarom v strede bol $tvoruholnik, na dva trojuholniky by sme ho mohli rozdelit jedine uhloprieckou, ktoru
by mali spolo¢nt, teda by tieto dva trojuholniky museli byt zhodné.Ked spojime pozdlz jednej strany dva zhodné
rovnostranné trojuholniky, dostaneme rovnobeznik. My sme ale dostali lichobeznik, ktorého jednu zdkladnu
tvoria dva spolo¢né vrcholy a protilahlou zakladnou je Cast tretej strany trojuholnika ABC. Teda ani takto to
rozdelit nepojde.

Ak by utvar v strede bol patuholnik, tak by mal sti¢et vnutornych uhlov 540°. Tieto vnutorné uhly mézeme roz-
delit, no v ziadnom pripade sa sticet uhlov v rozdelenom ttvare neznizi. KedZe chceme utvar rozdelit na dva
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trojuholniky, potrebujeme, aby mal sti¢et vnitornych uhlov nanajvys 360°. A to pituholnik nesplia. Vlastne ani
$estuholnik, takze tloha je vyriesena.

Rovnostranny trojuholnik ABC mdzeme rozdelit na lubovolny prirodzeny pocet n rovnostrannych trojuholnikov
okremn =2,3a5.

3.4 Kubo, Mince a Susicka (x < 5) opravovali Kika a Bodo

Zadanie. Vsetci boli velmi poteseni z vykonu susicky, a teda zacali riadne oslavovat. Mald miestnost vak nie je
idedlna na oslavy, a tak sa stalo, Ze nejaky Adam zhodil pokladnicku z bufetu na zem. Ndsledne bufetdr Kubo pokoj-
nym hlasom vyhnal vietkych okrem Niny z miestnosti, aby niektory z tych Zobrdkov neukradol rozsypané peniaze.
Namiesto rychleho upratania minci spdt do kasicky sa vsak Kubo s Ninou zacali hrat financ¢nii hru. Pochopitelne, iné
semindre vyuzili tuto situdciu a suicka pri tom nepozorovane zmizla...

Na cistom FKSdckom koberci® sii dve képky - kazdd obsahuje nenulovy pocet minci. Kubo zacina hru, a potom sa
s Ninou striedajii v tahoch. Hrdc si vo svojom tahu vyberie kopku s pdrnym poctom minci a presunie z nej polo-
vicu minci na druhti kopku. Hru prehrdva hrdc, ktory uz neméze urobit dalsi tah. Pomoézte Kubovi v zavislosti od
uvodného poctu minci na kdpkach urcit ¢&i ma vitaznii stratégiu’ on alebo Nina.

RieSenie
Este predtym, nez sa za¢neme hrat, si uvedomme, Ze nezalezi na poradi kopok. Je jedno, ktora kopka je prva a
ktord je druhd. Nas zaujimaju len pocty minci na képkach.

Na zaciatku hry mozu nastat dve situacie. Celkovy sticet minci na oboch kdpkach moze byt parny alebo neparny.
Ak je neparny, znamena to, Ze na jednej kdpke je parny pocet minci a na druhej neparny, lebo akokolvek rozdelim
neparne ¢islo na dve ¢isla, vzdy bude jedno z nich parne a jedno neparne. KedZze tahmi sa celkovy sticet minci
nemeni, vzdy bude na jednej kopke parny a na jednej neparny pocet minci a hrat sa bude donekonecna.

Hra je zaujimavejsia, ked je sucet parny. Na pocty minci sa odteraz budeme pozerat trochu inak. Kazdy pocet
minci N vieme zapisat ako 2*Z, kde Z je neparne cislo. Namiesto kazdého N teda budeme uvazovat x, kde x je
najvacsia mocnina 2, ktord deli N. Odteraz sa budeme zaoberat len tymito mocninami (x-kami) a poc¢ty minci na
kopkach budeme znacit len pomocou nich, pretoze v tejto hre sa kdpky s roznym poctom minci, ale s rovnakym
x spravaju uplne identicky. Aritmetika s takymito ¢islami funguje inak, ako s beznymi ¢islami. Ked takéto ¢islo x
rozdelim napoly, dostanem x — 1. Ked s¢itam x + y, kde (x < y), vysledok bude x. Pozrime sa aj podrobne, ¢o sa
pri takomto scitovani deje:

2L, + D2, =2 (D, + 7))
Kedze 27*Z, + Z, je nepérne Cislo, tak 2%(27*Z, + Z1) = 2*Z3 je v naSom systéme x.

To v3ak plati iba ked x < y. Co ked x = y? V tomto pripade vysledok bude bud x + 1 alebo x + 2, alebo x + k, kde k
je prirodzené ¢islo. Iba podla x a y sa neda povedat, ktoré z toho. Napriklad pre bezné ¢isla 4 + 4 = 8 dostaneme
2+2 =3aprebezné ¢isla4 + 12 = 16 dostaneme 2 + 2 = 4. Pre bezné ¢isla 124 + 4 = 128 mame 2 + 2 = 7. Neskor
si vak ukazeme, Ze to vobec nevadi a podstatné je iba to, Ze s¢itanim dvoch rovnakych mocnin dostaneme vacsi

vysledok.

“na rozdiel od toho v KMS tento sa obéas aj povysdva a dokonca ho Marcel uZ tepoval
*Hré¢ ma v hre vitaznu stratégiu, ak vie vyhrat bez ohladu na to, ako hra jeho protivnik
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Pozrime sa teraz v kontexte tohto nového zapisu ¢isel na hru s mincami. Dve kopky s po¢tom minci N a M si
reprezentujeme usporiadanou dvojicou ¢isel (x, ), kde N = 2¥Z;; M = 27Z,; x < y. Hra sa skon¢i, ked na kopkach
st Cisla (0,0). Vtedy st obe &isla nepérne, ziadna kopka sa nedd rozdelit a hrd¢ na tahu prehréva. Na zaciatku sme
si ukdzali, Ze hra (0, 1) sa bude hrat donekoneéna. (Dokonca hra (0, k), k > 0 sa bude hrat donekone¢na.)

Rozoberme si najprv pripady, ked x = y, teda situdcie tvaru (x,x). Tu vobec nezalezi na tom, ktory hra¢ rozdeli
ktort kdpku, hra bude postupovat vidy rovnako. Po rozdeleni kdpky x sa z nej stane kopka x — 1 a k druhej kdpke
sa pripocita x — 1. KedZe x — 1 < x, dostaneme kopky (x — 1,x — 1). Takto to bude pokracovat az k (0,0), kedy
niektory hra¢ prehra. Kedze hra postupuje stale rovnako, kto prehra zavisi jedine od parity x. Pre neparne x vyhra
prvy hra¢ (Kubo) a pre parne druhy hra¢ (Nina).

Co viak, ked x # y? KedZe plati x < y a pri "s¢itavan{” &isel urcuje vysledok to mensie, vietko zavisi od x. Ak je x
nepdrne, prvy hra¢ rozdeli kopku x. Je jedno, aké velké bolo y, druhy hra¢ proste dostane situdciu (x — 1,y + (x —
1)) = (x - 1,x— 1) a prehra, lebo uz nemd na vyber. Takymto spdsobom hra¢ dokéze situdciu (x, y) premenit na
(x,x), ak mu to vyhovuje.

Ak je x péarne, ten hra¢, ktory rozdeli x, prehra. Druhy hra¢ vtedy totiz dostane (x — 1,x — 1), ¢o su dve rovnaké
nepdrne Cisla, a preto vyhrdvajica pozicia. Prvy hra¢ teda rozdeli y a nastane situdcia (x+(y—1),y—1) = (x,y—1).
Druhy hrac je teraz postaveny pred rovnaka situaciu ako predtym prvy. Ak by rozdelil x, prehra. Musi teda rozdelit
y— 1, ¢im sa presunieme k (x+ (y —2),y —2) = (x,y — 2). Vidime, Ze y sa bude zmensovat, aZ kym nedostaneme
situdciu (x, x+1). Stéle plati, Ze ten, ¢o rozdeli x, prehra, preto hra¢ na tahu rozdeli x+ 1. Posunieme sa do (x+x, x).
Tu moZu nastat dva pripady. Prvy pripad nastane, ked x + x = x + 1. Vtedy madme situdciu (x + 1,x), vymenime
kopky na (x,x + 1) a sme v tej istej pozicii, ale pre iného hréc¢a. Ten nechce prehrat, takZe spravi to isté, ¢o jeho
stper a hra bude takto pokrac¢ovat donekone¢na. Ak zrovna pre nade x plati x + x = x + k, dostaneme (x + k, x),
znova vymenime kopky na (x,x + k) = (x,y’). Odtialto bude priebeh znova rovnaky, ' sa bude zmensovat az ku
x + 1 a cely cyklus sa zopakuje. Pre parne x teda hra bude trvat donekonecna.

Zhrnutie

Ked si po¢ty minci na kopkach prelozime do ndsho formatu &isel (x, y), kde x < y, platia nasledovné podmienky:

o Ak x = ya xje neparne, vyhra prvy hra¢ (Kubo).
o Ak x = yaxje parne, vyhra druhy hra¢ (Nina).
« Ak x # y a x je neparne, vyhra prvy hrac¢ (Kubo).

o Ak x # y a xje parne, hra sa nikdy neskonci.

3.5 Konkurencia Medzi Susickami (x < 8) opravovali Gianetta a Matus

Zadanie. Medzitym Fyzikdlny tstav Tomdsa Suchorika Slovenskej akadémie vied pripravil experiment s cielom
porovnat dve konkurencné susicky valiace sa na nds trh z Ruska. Jedna z nich je Suchoj Supersuch 100, druhd Sucharid
SU-35.

Vedci z FUTS SAV ziskali na experiment 303 roznych ludskych rik. Kazdda ruka mad urcenti tirovert mokrosti, ¢o je
jedno z cisel 0, 1, 2, a velkost, Co je jedno z cisel 0, 1, ..., 100. Neexistujii dve ruky, ktoré by mali rovnakii aj mokrost
aj velkost. Tieto ruky ndsledne vedci rozdelili medzi susicky, pricom kazdej susicke dali vysusit 151 ruk. Plati, Ze sticet
mokrosti riik, ktoré ma vysusit Suchoj Supersuch 100 je rovnaky ako sticet mokrosti riik, ktoré ma vysusit Sucharid
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SU-35. Rovnako aj sticet velkosti riik, ktoré susi Suchoj Supersuch 100 je rovnaky ako siicet velkosti riik, ktoré susi
Sucharid SU-35. Zostane jedna ruka, ktorti nebude susit ani jedna susicka. Akii mokrost a velkost méze mat?

Riesenie
Oznaéme si ruku s velkostou i a mokrostou j ako usporiadant dvojicu (i,). V$etkych moznych dvojic (velkost,

mokrost) je 101 - 3 = 303, vSetkych ruik je tiez 303 a vieme, Ze ziadna dvojica sa nesmie zopakovat. To znamena,
ze kazda dvojica (velkost, mokrost) sa vyskytne ako ruka prave raz.

Vieme, Ze sucet mokrosti vSetkych ruk okrem vynechanej musi byt parne ¢islo, aby sme ho vedeli rozdelit na dve
rovnaké casti, podobne aj sucet velkosti.

Vieme lahko vypoditat, ze suc¢et mokrosti vSetkych ruk je (0 + 1 +2) - 101 = 303. Pretoze chceme jednu vynechat
a nasledne zvysok rozdelit na dve casti s rovnako velkym sic¢tom mokrosti, musi byt mokrost vynechanej ruky
neparna, a teda 1.

Podobne, sucet velkosti vietkych ruk je 3 - 1%1% = 15150. Ak chceme jednu ruku vynechat a zvySok rozdelit na

dve casti s rovnako velkym stctom velkosti, musi mat vynechand ruka parnu velkost, teda vynechana ruka ma
velkost 2k pre nejaké k € {0,1,...,50}.

Teraz potrebujeme dokazat, ze ak vynechdme ruku (2k, 1), ostatné ruky vieme zakazdym vyhovujtco rozdelit na
2 Casti.

Vsimnime si, ze ndm sta¢i pre kazdu vynechanu ruku (2k, 1) ukdzat také rozloZenie, aby v prvej susicke bol sucet
mokrosti rik 151 a sucet velkosti
15150 - 2k
——— =7575-k.
Ak sa nam to podari dosiahnut a vieme, ze sucet velkosti vSetkych rik okrem vynechanej je 15150 — 2k, sucet
velkosti v druhej susicke bude tiez 7575 — k. Preto nam staci vyberat ruky len do prvej susicky, do druhej pojdu
vietky ostatné okrem tej vynechane;j.

Najprv dajme do prvej susicky ruku (1,1) a ruky (x,2) pre vetky 26 < x < 100.
Este tam pridajme ruky (0,0) a (x,0) pre vSetky 2 < x < 75.

vel.

0 1 2 .. 125126127 ... | 7417576 ... | 99 | 100
mok.

Ziadna z tychto ruk nie je t4, ktord mala byt vynechan4, pretoZe je bud neparnej velkosti alebo parnej mokrosti.
Rovnako si mozeme vsimnut, ze pocet ruk, ktoré sme pridelili do prvej susicky, je presne 151, ¢o je prave tolko,
kolko chceme.
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Spocitajme si teraz sucet mokrosti a velkosti ruk, ktoré sme prave pridelili prvej susicke. Sti¢et mokrosti ruk v
prvej susicke je 1 + 75-2 + 75 -0 = 151. Stcet velkosti rik v prvej susicke je

(26 +100)-75 75-76
1+ 2 +

—-1=7575.

My ale potrebujeme, aby sucet velkosti ruk v prvej susicke bol 7575 — k.
Ak k = 0, je hotovo. Inak vymenime ruku (25 + k, 2), ktora v prvej susicke urcite je, za ruku (25, 2), ktord tam nie
je.

Tym dosiahneme potrebny sucet.

3.6 Kalibrovali Mantavo Susicku opravoval Juro

Zadanie. Kazdd susicka, a teda aj td, ktorti KMSdci ukradli z FKSka do KMSka, musi byt velmi presne nakalibrovand
- jedna nedotiahnutd Srauba moéze sposobit, Ze vam susicka namiesto riik vysusi humor. Preto existuje dozorny organ,
takzvany DRDOL - Dozorny Rad pre Dehydratdciu a Odvlazovanie Labiek (DRDOL), ktory posudzuje ¢i je susicka
spravne nakalibrovand alebo nie. Ako urcite viete, slovo rad je synonymum pre slovo postupnost, preto:

Majme postupnost redlnych cisel a,, as, ..., a,, ktoré spliiaju, Ze sucty a; + a;, kde 1 < i < j < n, tvoria v nejakom
poradi aritmetickii postupnost s sn(n — 1) clenmi, kde n je prirodzené ¢islo vicSie alebo rovné ako 5. Dokdzte, Ze
a) =a; = ... =day,.

Riesenie
Prvy (a asi najdolezitejsi) krok je urcit si BUNV* g; < --- < a,,. Toto spravit mozeme, pretoze tak ¢i tak sa kazda
dvojica a; + a; bude vyskytovat v usporiadanej aj neusporiadanej postupnosti prave raz. M6Zeme dokonca uBUN-

Vovat aj viac - mdzeme povedat Ze a, = 0 a diferencia vyslednej aritmetickej postupnosti d = 1, ale toto nebudeme
potrebovat.

Oznaéme si par veci, aby sa nam kraj$ie pracovalo. Nech MAX = n(n — 1)/2. Nasu aritmeticka postupnost si
oznaéme ako {by : k < MAX}, t. j. by = a; + a; je k-ty najmensi ¢len (pre nejaka dvojicu i, j). Taktiez si ozna¢me
d = by — by, jej diferenciu (diferencia je vSeobecny pojem pre rozdiel dvoch ¢lenov aritmetickej postupnosti).

Zjavne najmensi sucet budu tvorit dve najmensie ¢isla, teda b; = a; +a,. Obdobne aj b, = a, + a3, byax = a,-1 + ay,
a byax-1 = an— + a,. Verte ¢inie, uz je to skoro vyriesené. Ak si vezmeme, Ze plati

by + byax = by + byax—1 +d = by + byax—1,

tak po rozpisani ziskame
(ay+ay) + (a,1 +a,) = (a1 +a3) + (a,2 +ay,),

a, +a,-1=az+a,,.

A mame hotovo. Coze? Kde je riesenie? Ak n > 5, tak obe strany rovnice st niektoré rdzne cleny v nasej postup-
nosti {bi }, pretoze postupnost { by} je tvorena z ¢lenov a; + a; pre vietky i,j < n. Ak sa ale dva ¢leny v aritmetickej

“BUNV znamend bez ujmy na vieobecnosti. Teda mozeme predpokladat 7e nie¢o plati, pretoze & to plati, ¢i nie, vysledok vyjde
rovnaky
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postupnosti rovnaju, tak musi byt celd postupnost konstantna, pretoze jej diferencia je 0. Teda aj povodna postup-
nost {a,} musi byt konstantna.

Treba ale rozlisit pripad n = 5, na ktory sa lahko zabudne. Pre n = 5 plati a, + a4 = 2as, resp. a, —a; = a; — a, =
b, — by = d. Za satom b, = a; + a; musi nasledovat sucet b; = a; + ay, pretoZe je presne o d vacsi. Z tohto rovno
vyplyvaju iba dve mozné poradia, ktoré mozu nastat:

ai+tr<apt+az<artag<ayt+as<ay+taz<dt+tag<daz+ag<a,+ads<dads+ads<day+ds,

Aty <adrtaz<art+ag<dt+tdy3<d,t+tdyg<dztayg<a +d;<da,+d;<daz+ds;<dy+ds.

V prvom pripade sta¢i od¢itat d = (a; +as) — (a;, +ay) = as — ay, z Coho dostdvame a, + as = a, +a, +d = as + a,.V
druhom pripade dostaneme obdobne a; + a4 = a, + a;. Kazdopadne sme teda nasli dva rdzne ¢leny v b-ckovej
postupnosti, ktoré maju rovnaku hodnotu, a teda nutne celd postupnost musi byt konstantna.

3.7 Kalibruje Miro Susicku opravoval Marek

Zadanie. Po pdr diioch tajného pouzivania sa susicka v KMSku pokazila. Miro si povedal: ,Izy“ a dal sa do jej
opravovania. KedZe nie je Ziaden amatér, spravi to bez ndvodu. Celii ju rozobral na siciastky, a potom zloZil zase
naspdt. Jedna suciastka mu vsak ostala na stole a ani za nic si nevedel spomenut kam patri. Patrila konkrétne do
bodu D. Ukdzte Mirovi, Ze bod D patri do stredu tisecky AE.

Je dany trojuholnik ABC. Nech k, je kruznica, ktord prechddza bodom B a dotyka sa priamky AC v bode A. Nech
k, je kruznica, ktord prechddza bodom C a dotyka sa priamky AB v bode A. Oznacme D priesecnik kruznic k, a
k, rozny od A. Priamka AD pretina kruznicu opisanii trojuholniku ABC v bode E réznom od A. Dokdzte, ze D je
stredom tisecky AE.

RieSenie
Oznaéime si vnttorné uhly trojuholnika ABC $tandardne a, 3,y. Dalej si ozna¢ime O stred kruZznice opisanej

trojuholniku ABC, O, a O, stredy kruznic k; a k,. Budeme uvazovat konfiguraciu, kde A je v tej istej polrovine
ako bod C danej osou strany BC.

Ako prvé si riesitel moze vSimnut niekolko vlastnosti. Vela z nich nie je podstatnych, pre toto konkrétne rieSenie
no nevylucujeme moznost, Ze mozu viest na riesenie. Ako to uz zvykom byva pri rieSeni geometrie, budeme sa
venovat iba tym vlastnostiam, ktoré vedu k rieSeniu a ostatné naozaj zaujimavé postrehy nechame na riesitela, aby
ich nasiel a mozno z nich vycaroval rieSenie (alebo sa z nich aspon tesil).

Zo stredového, obvodového a tsekového uhla je po zamysleni zrejmé, 7e |< AO,C| = 2a. (Zamyslenie znamena,
zoberme [ubovolny bod X na obluku k, neobsahujuci D, trojuholnik AXC ma obvodovy uhol pri X, ktory ma
zhodnu velkost ako tsekovy uhol | <« BAC| = a, stredovy je teda dvojnasobok.) Obdobne | < BO;A| = 2a. Nésledne
znovu zo stredového a obvodového uhla vidime, ze | < CDA| = 180° — a a | < ADB| = 180° — . Preto |< EDC| = a,
aj | < BDE| = a.

Na to, aby sme ukazali, Ze D je stredom usecky, treba ukazat, ze DO je kolmica na AE (t. j. kolmica na tetivu idaca
stredom kruznice poli tetivu).

https://www.kms.sk/ 12 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 3. kola letnej casti

Teraz si v§imnime, Ze | < BDC| = 2a = |<BOC]|, teda BODC leZia na kruZnici v tomto poradi (vzhladom na na$u
konfiguraciu). Dalej | < OCB| = 90° - a, nakolko OCB je rovnoramenny trojuholnik a uhol | < BOC| = 2a. Taktiez
vdaka tetivovosti BODC vieme teraz, ze aj | < ODB| = 90°—a. A tedav sicte s | < BDE| mame velkost uhla | < ODE| =
90°. Preto D je stredom usecky AE.

Autorova pozndmka: Prezentované rieenie je vyrazne jednoduchsie a uhladnejsie ako autor pévodne tlohu vy-
riesil. Samotné vyriesenie tlohy je len polovicou roboty, druhou polovicou (mozno Iahsou) je napisat riesenie
tak, aby neobsahovalo plevel a stdle bolo matematicky spravne. Preto sa treba zamysliet pri spisovani rieSenia,
¢o skutocne potrebujeme, ¢o bude prekazat a comu sa nakoniec mozeme vyhnut tplne. Autor sa takto napriklad
vyhol zbytoénému oznaéeniu uhlov § = |<DBO|, ¢ = |< OBA]|, ktoré v odplevelovanom rieeni nie su nakoniec
potrebné.

Bonusovd myslienka: Mozeme si v§imnut, Ze stredy stran AB a AC a body D, O, A lezia na Talesovej kruznici nad
priemerom AO. Ak by sa ndm podarilo dokazat tuto vlastnost skorej ako kolmost uhla ODE, tak kolmost mame
zadarmo, a teda aj ulohu.

3.8 Kto Ma Susicku? opravoval Akos

Zadanie. Medzitym sa vo FKS uz hodnii chvilu riesilo, ¢o so stratenou susickou. Pochopitelne pri takejto diskusii
treba zachovat chladnii hlavu, preto sa FKSdci zacali navzdjom oblievat a susit (no iba uterdkom, kedZe nevedeli, kto
im susicku ukradol).

Na kruznici stoji n FKSdkov v nemennom poradi. Kazdy z nich je bud suchy alebo mokry. V jednom kroku sa mozu
dvaja suchi FKSdci vedla seba zamocit alebo sa mozu dvaja mokri FKSdci vedla seba vysusit. Dva stavy rozdelenia
mokrosti FKSdkov pokladdme za ekvivalentné prdve vtedy, ked mozno jeden dostat z druhého po konecnom pocte
krokov. Dva stavy su rOzne prave vtedy, ked existuje FKSdk, ktory je v jednom mokry a v druhom suchy. V zavislosti
od kladného celého cisla n urcte najvicsi pocet roznych stavov, z ktorych Ziadne dva nie sii ekvivalentné.

Riesenie
Mozeme siv§imnut, Ze nejaké dva stavy st ekvivalentné s danym stavom S, ak su ekvivalentné aj navzajom. Vyplyva
to z toho dovodu, Ze ak st nejakeé stavy U, V oba ekvivalentné so stavom S, tak existuje kone¢na postupnost krokov,
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ktoré prenasaju U na V, menovite tie, ktoré prenesu U na S a nasledne tahy prenasajice S na V. To je dokopy
konecne vela krokov. Tym sme toto tvrdenie ukdzali. Dodame, Ze hocijaky stav je ekvivalentny sam so sebou.

Teraz ak uvazujeme vsetky mozné stavy, tak vlastne chceme spocitat, Ze kolko existuje réznych skupin navzdjom
ekvivalentnych stavov. Predstavme si to ako vyberanie jednej skupiny po druhej: Vyberieme si zatial nevybrany
stav a aj vSetky ekvivalentné s nim (toto celé nazveme ako jeden fah). Skoncime, ked sme vybrali vSetky stavy.
Uvedomme si, ze pocet takychto fahov je prave odpovedou na nasu otazku: stavy z dvoch réznych tahov musia
byt neekvivalentné, pretoze inak by boli vybrané v rovnakom kroku. °

Takze ideme si urcit pocet vsetkych takychto skupin/tried pre dané n-ka.

Pre neparne n bude odpovedou 2, pretoze si vieme zadefinovat invariant, ktory nam urcuje dve rozne triedy: a
to je parita poctu mokrych (M) Iudi. Tieto triedy su naozaj neprazdne, pretoze stavy vsetci M resp. vsetci S su
v jednej resp. druhej triede. Teda treba nam ukazat bez ujmy na vSeobecnost, ze ak mame neparny pocet Iudi a
neparny pocet M (mokrych) Iudji, tak sa vieme dostat do stavu; hocijaké rozdelenie s neparnym poc¢tom mokrych
ludi. Tak podme na to.

Skupinu vedla seba stojacich Iudi s rovnakou suchostou/mokrostou nazveme sekvencia (kludne aj velkosti 1).
Lahko si v§imneme, Ze bud je sekvencia cela kruznica, alebo vedla nej sa nachadzaju dve sekvencie s opa¢nou
suchostou/mokrostou, (ak mame len 2 sekvencie, tak je len jeden sused). Teda mame bud 1-nu alebo parny pocet
sekvencii, teda musia sa striedat. Ale dokopy je neparny pocet Iudi, teda niekde v nejakej sekvencii je parny pocet
[udi. V tejto parnej sekvencii si vedia v niekolko krokoch vdetci zmenit ich suchost/mokrost trividlnym sposo-
bom. A teraz si vSimnime, Ze sa bud spravila jedna velka sekvencia a kvodli invariante sme sa nutne dostali do
stavu vSetci mokry, alebo sme prepojili nejaké 2 sekvencie toho druhého typu, ¢im sme zmensili pocet sekvencii o
2. Teda vzdy si mdzeme niekolkymi krokmi znizit pocet sekvencii. Teda vieme sa dostat k jednej sekvencii. Preto
st naozaj vSetky zacinajuce stavy s neparnym M v rovnakej triede. Rovnako sa ukaze, Ze vSetky stavy s neparnym
S st v rovnakej triede. A kedZe mame moznost volby neparne M alebo neparne S, tak mame pocet tried naozaj 2.

Prejdime teraz k parnym n-kam. Tu po chvili uvazovania malych pripadov si hned mdzeme vS§imnut, Ze tych
tried moze byt kludne viac, napriklad pre #n = 2 mame 3 rozne triedy, pre n = 4 az 5 tried. Mozeme si v§imnut,
ze invariant z predoslého pripadu tu funguje tiez, av$ak existuju stavy, ktoré maju rovnaka hodnotu podla tohto
invariantu, ale nie st ekvivalentné. Tiez nam nefunguje Gvaha z predoslej ¢asti, o nam zagarantovala, Ze m6Zeme
znizovat pocet sekvencii (nemusi nutne existovat sekvencia parnej dizky).

Potrebujeme si teda ndjst nejaky jemnejsi invariant, ktory lepsie rozdeluje pripady. V§imnime si, Ze vieme ofarbit
vsetkych [udi v kruhu striedavo (Parnou farbou (P) a Neparnou farbou (N)). Pri kazdom kroku zmeni stav prave
jeden z oboch frakcii, a to este z rovnakého stavu na ten druhy. Nasledovny invariant je nadejny: rozdiel po¢tu M
vo frakciach N a P sa nemeni. (Treba to mysliet tak, Ze ak na zaciatku je pat mokrych vo frakcii N a traja mokri vo
frakcii P, tak hodnota stavu je 5—3 = 2, a ak na zaciatku su traja mokri vo frakcii N a pat mokrych vo frakcii P, tak
hodnota stavu je 3—5 = —2.) To nam napoveda o tom, ze ak n = 2k, tak maximalna hodnota tohto invariantu je k a
minimalna -k, ¢o zodpoveda 2k + 1 = n + 1 roznym triedam. (VSimnime si, Ze pripady n = 2,4 nam naozaj davali
tento vysledok). Nejaky ¢len kazdej triedy sa da lahko skonstruovat — ak chceme rozdiel 0, tak dame vsetkych na
M; a ked ma byt rozdiel +i, tak okrem 1 < i < k ¢lenov tej spravnej frakcie dame vsetkych ostatnych na S a tych
ina M. Takze aspon n + 1 roznych tried uz mame. Teraz treba ukazat, Ze tento invariant je presny, teda rovnaka
hodnotu maju prave ekvivalentné stavy. Podme si to teda ukazat.

>Tu definovan4 reldcia ”z A do B sa moZeme dostat konecne vela krokmi” sa nazyva vieobecne relacia ekvivalencie. Tu definované
skupiny sa nazyvaju triedy ekvivalencie pre danu relciu ekvivalencie.
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Znova mame niekolko sekvencii. Ak mame iba jednu, tak mame zjavne hodnotu 0 v invariante. Ak nie, tak mame
parny pocet sekvencii v striedavom poradi. Teraz ak mame sekvenciu parnej dizky, tak ju mézeme kludne elimi-
novat. Dostdvame sa teda do stavu, kde kazd4 sekvencia je neparnej dzky (alebo znova mame iba jednu sekvenciu
a sme v pripade 0). Teraz teda mame niekolko neparnych sekvencii. Tak nech sa nejaka dana sekvencia Mokrych
zacina s ¢lenom vo frakcii N (mdzeme si to povedat bez ujmy na v§eobecnost, pretoze vymenou pismeniek N a P
dostaneme prave dokaz pre ten druhy pripad). Tak tato sekvencia sa aj nutne kon¢i s ¢lenom vo frakcii N. Teda
susediaca sekvencia Suchych sa zacina aj skon¢i ¢lenom vo frakcii P. Teda znova dal$ia sekvencia Mokrych sa
zacina a konci ¢lenom vo frakcii N, atd. Vieme teda, ze v kazdej sekvencii Mokrych je o jedna viac ¢lenov N ako P.
To teda znamend, Ze ak sme v za¢inajicom stave mali hodnotu invarianty +i, tak teraz mame i sekvencii Mokrych.
Teraz tieto si vieme trividlne zredukovat na sekvencie dizky 1. A potom tieto jednotky si vieme o 2 posuvat, az
kym sa nedostaneme do stavu, ze vSetci Mokri [udia stoja na poli¢kach 1, 3,---2i — 1. Toto vieme spravit, pretoze
ked mame uz iba i fudi v stave Mokrych, tak oni nutne stoje na poziciach N (vdaka invariantu). Tak nech je x
najmensie z policok 1, 3,---2i — 1, kde este nestoji ¢lovek v stave M. Tak si zoberme ¢loveka Mokrého stavu (na
pozicii y) pri sekvencii, v ktorej je toto x, a postupne si Mokrého mdzeme postvat o 2 (trividlne si premenime 2
Suché ¢leny vedla nasho Mokrého y na Mokrych a potom si zmenime y a toho prostredného na Suchych). Takto
sa z kazdého stavu s hodnotou i vieme dostat do jedného daného stavu (opisané vyssie), to teda znamena, Ze nas
invariant je naozaj presny. Teda pre parne n mame n + 1 moznosti.

Odpoved. Pre neparne n je pocet tried 2, pre parne n je taito hodnota n + 1.

3.9 Koeficient, Majo a Susicka opravoval Miso

Zadanie. Vysuseni FKSdci zapocali valné zhromaZdenie. No nemohli hned riesit umiestnenie susicky, kedZe Majo si

vsimol na zemi jeden zabudnuty trojuholnik z tych, ktoré vznikli v tretej tilohe. Vo FKS tak znova zavladla panika. A

vtedy sa pred nich vietkych postavil ich Hovorca a povedal, Ze trojuholniku sa bat nemusia, lebo nemoze byt predsa

Vicsi ako k.

Ndjdite najvicsiu redlnu konstantu k takii, ze pre kazdy trojuholnik s obsahom S a stranami dlhymi a, b, c plati
12a> +b*+c >k-S.

Pre tuto hodnotu k ndjdite vsetky trojuholniky, pre ktoré nastdava rovnost.

RieSenie
Chceli by sme, aby lava strana nerovnosti bola ¢o najmensia, zatial ¢o ta prava ¢o najvacsia, pretoze tak dosiahneme
¢o najvacsie obmedzenie na k. Chceli by sme teda ndjst také trojuholniky, pre ktoré je 12a* + b + ¢? ¢o najmen-

Sie, zatial ¢o S je ¢o najvdcsie. Trojuholnikov existuje nesmierne vela, bolo by teda dobré nejakym sposobom sa
obmedzit na tie, ktoré ¢o najviac minimalizuja lavt stranu nerovnosti a maximalizuji obsah trojuholnika.

Ukazeme, ze zaujimavé su prave rovnoramenné trojuholniky s b = c. Ak sa pozrieme na vsetky trojuholniky pre
konkrétne a a S, mame pevne dand aj ich vysku na stranu a, ktora sa da vypocitat zo vztahu

s=e,
2
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Dalej budeme pouzivat len vy$ku na stranu a, takZe ju budeme znacif uz iba v. Ked mame takto zafixované a a S,
ostava uz len minimalizovat b + ¢?. Oba scitance vieme vypocitat z Pytagorovej vety.

Nech x oznacuje vzdialenost paty vysky na stranu a od jej krajného bodu B. Ak pita lezi vnutri strany a alebo je
zhodna s niektorym krajnym bodom, z Pytagorovej vety plati:

b = (a-x)*+%,
A =x+1A
Ak pita nelezi vnatri strany a, nech BUNV® lezi na polpriamke opa¢nej k BC (ak mame BC vodorovne smerom

doprava, tak lezi nalavo od B). Pripad, kedy lezi napravo od C je symetricky. Potom opét pouzijeme Pytagorovu
vetu a mame

b = (a+x)*+%,
A =xr+0A
Vidime, ze sme si vdbec nepomohli, prave naopak. Hodnota b? sa zvalsila, namiesto (a—x)? méme v sucte (a+x)2.

Hodnota ¢? sa nezmenila. Kedze chceme b? + ¢ minimalizovat, tento pripad nebudeme dalej uvazovat.

Ak je trojuholnik rovnoramenny, potom b? = ¢* = v* + (5)*. Chceme dokazat, ze v tomto pripade je b + ¢
najmensie mozné, teda:

Sbez ujmy na vseobecnosti; znai, Ze iné pripady skimat nemusime, pretoze st podobné
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((a=x)*+v*) + (P +v*) > 2(1/2 + (g)z))

2
a
a? = 2ax+2x>+ 21 > 2v* + >

Prendsobime dvomi:

a’ — dax + 4x* > 0,

(a-2x)*>0.

Druha mocnina vzdy bude nezaporna a postupovali sme ekvivalentnymi Gpravami, takze toto tvrdenie je doka-
zané. Navyse pre iné x ako § rovnost nenastdva. Staci uvazovat rovnoramenné trojuholniky. Vyjadrenie b, ca S
pomocou a a v teraz dosadime do p6vodnej nerovnosti a opat prendsobime dvomi:

2
122 +272+ % > kﬂ,
2 2

25a° + 47 > kav,

25a% — kav + 4v* > 0.

Toto ndm napadne pripomina roznasobenie druhej mocniny rozdielu, konkrétne

(5a - 2v)* = 25a* — 20av + 4v*.

Vidime, ze ak zvolime k = 20, dostaneme opit druhtt mocninu, ktora ma byt vacsia alebo rovna nule, nerovnost
je splnend. Ak by vsak k bolo vicsie ako 20, mali by sme

25a* — kav + 4v* = (5a — 2v)* + 20av — kav = (5a — 2v)* + av(20 - k) > 0,

o uz platit nemusi, staéi ak (5a — 2v)? bude 0 a av kladné.

Hladané k je teda 20. Rovnost nastava vtedy, kedy nastava v uvedenych nerovnostiach, teda 5a = 2va b = ¢, ¢ize

2 2 2 2
o5
2 2 2 4
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Z toho vyplyva

bzc:\/Ea.
2

Pre vsetky takéto trojuholniky v zadanej nerovnosti pre k = 20 nastava rovnost.

3.10 Kralovna Matfyzu - Susicka opravoval Tomas

Zadanie. Na konci dna to uz vyzeralo tak, Ze FKSdci sa nezhodniu. Adam susicku vo FKS nechcel. Ale skiiste sa
hddat s Jarom, ktory vsetkych svojim mocnym poradnym hlasom presviedca, aby spravili ndlet na T2 a susicku im
zobrali. Jaro pochopitelne netusil, Ze susicka sa v tom case nachddzala v KMSku. Nakoniec celé napdtie vyvrcholilo az
do bodu, kedy sa Adam rozhodol, Ze abdikuje z funkcie hlavného vediiceho. No, ale ¢o teraz? FKSdci mozno ziskaju
nazad susicku, ale nie hlavného vediiceho. Moze susicka zastdavat funkciu hlavného vediiceho ?

Nech N oznacuje mnoZinu kladnych celych cisel. Ndjdite vsetky funkcie f: N — N také, ze
nl+ f(m)! | f(n)! + f(m!)

plati pre vsetky m, n € N.
RieSenie
Da sa celkom lahko v§imnut, Ze funkcia f(n) = n vyhovuje zadaniu a ked sa ndm nepodari ndjst nejaké dalsie,

tak zatneme mat podozrenie, Ze je jedind. Ukdzeme, 7e zadaniu vyhovuje jedine funkcia f(n) = n. Tak ako pri
funkcionalkach byva zvykom, oplati sa dosadit na zaciatok nejaké malé ¢isla, zacnemesn =1, m =1,

L+ A AN+ A1),
L+ AN+ A1) = (1+ A1),
L+ A A1) -1.

KedZe f(1) -1 je nezdporné, je to bud 0, alebo f(1) -1 > 1+£(1)!. Druhd moznost nemoze nastat, lebo f(1)! > f(1).
Preto plati prvd moznost f(1) -1=0, f(1) = 1.

Dosadme dalej len m =1,

nl+ 1] f(n)!+1. (1)

Z tejto delitelnosti mame f(n)! > n!. KedZe faktoridl je rastuca funkcia, tak z toho vyplyva f(n) > n.

Pokusme sa z (1) dokazat, ze f(n) = n. Nepodari sa ndm to zatial pre vSetky n, ale len pre n = p — 1, kde p je
prvocislo. Keby bolo f(n) > n (vieme uz, Ze f(n) > n), tak v (1) by f(n)! bolo delitelné ¢islom n + 1, teda prava
strana by nebola delitelnd n + 1. V pripade n = p - 1,

(p-D+1|flp-1)!+1

7Miestnost KSPakov
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to znamena, ze prava strana by nebola delitelnd p. Teraz si spomenieme na Wilsonovu vetu, ktora hovori, ze
(p-1)! = -1 (mod p), kde p je prvocislo, teda p | (p — 1)! + 1. KedZe p deli lavt1 stranu delitelnosti, tak p musi
delit aj pravu stranu. To je vSak v spore s povedanym vyssie. Preto f(p — 1) = p — 1 pre vSetky prvocisla p.

Vrétme sa k povodnej delitelnosti,
nl+ fim)! | f(n)! + f(m!),
nl+ flm)!| fin)! + fim!) = (n! + f(m)!),
nl+ f(m)! | (f(n)! = nl) + (f(m!) - f(m)!). ()

Zafixujme si m a za n dosadzajme do (2) lubovolné p — 1. Zéatvorka (f(p — 1)! — (p — 1)!) bude vzdy 0 a zétvorka
(f(m!) = f(m)!) je konstantna, lebo m sa nemeni. Pravd strana delitelnosti je kon$tantna, teda ma len urcita
konec¢nu ohrani¢ent mnozinu delitelov, okrem pripadu, Ze 0 ma nekonecne vela delitelov. Avsak lava moze byt
[ubovolne velkd - ¢len (p — 1)! je lubovolne velky, lebo prvoéisel je nekone¢ne vela. To moZe nastat, len ked prava
strana je 0, Cize (f(m!) — f(m)!) = 0. Pre véetky m plati f(m!) = f(m)!.

Teraz si zafixujme n a za m dosaddzajme do (2) lubovolne velké ¢isla. Zatvorka (f(m!) — f(m)!) je 0, prava strana
delitelnosti je konstanta (f(n)!—n!), ale lavé strana moze byt lubovolne velka kvoli ¢lenu f{(m)!. Preto (f(n)!-n!) =
0, ¢ize f(n)! = n!. KedzZe faktorial je rastuci, tak ked sa rovnaju dva faktoridly, tak sa rovnaju aj argumenty f(n) = n.
Premennu n sme mohli zafixovat na lubovolnej hodnote, takZe sme dokazali, Ze pre vietky n plati f(n) = n, ¢o je
jedind vyhovujica hladana funkcia.
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