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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kotdlanie Malebnych Sutrikov («x < 1) opravoval Marek

Zadanie. Na mramorovom ndmesti uprostred Atén sa chlapci, odbremeneni od beznych kazdodennych starosti a
hrozby bliziacej sa vojny, hrali tradicnii hru mepi§épaso. Hra spocivala v Sikovnom vrhu farebnych gulocok po zemi
na ciel.

V kozenom vrecusku bolo pred zaciatkom hry 100 gulécok troch farieb — niektoré boli Cervené, iné zelené a zvysné
modré. Ako prvy bol na rade Markos, ktory si na svoj vrh vybral 30 cervenych, 10 zelenych a 20 modrych gulocok.
Zial, po¢as vrhu sa mu podarilo omylom hodit 5 gulocok do kandlu. Zahanbeny rychlo pozbieral zvyiné gulocky a
vratil ich spét do vrecuska. Dalsi v poradi bol Mikael. Vytiahol z vrectiska 8 cervenych, 18 zelenych a 48 modrych
gulocok. Mikael si vsimol, Ze Markos stratil 5 gulocok, nevedel viak narychlo povedat, akej farby boli. Viete nieco
povedat o farbe niektorych zo stratenych gulocok?

RieSenie
Najprv ukazeme, ze sme stratili jednu ¢ervenu a nasledne ukazeme, ze ostatné mohli byt lubovolné.

Co vieme povedat o poéte napriklad cervenych guldcok? Na zaciatku ich bolo vo vrecku aspoii 30, inak by ich
Markos nemohol vytiahnut. Potom mohol nejaké stratit, ale vieme, ze Mikael ich vytiahol 8, takze aj keby stratil
5 ervenych, nie je s tym Ziadny problém. Co so zelenymi a modrymi? V oboch farbach Mikael vytiahol viac
gulocok ako Markos hadzal. Takze vo vrecku ostalo aspon 18 zelenych a 48 modrych. Ale to znamenalo, Ze na
zaciatku ich bolo tiez aspon 18 zelenych a aspon 48 modrych. Ked sa teda pozrieme na zaciato¢né podmienky,
kolko ktorych guldcok bolo, tak dostaneme, Ze na zaciatku bolo aspon 30 ¢ervenych, aspon 18 zelenych a aspon 48
modrych. To je dokopy 30+ 18 +48 = 96. Ak by Markos zapatrosil gulocky iba zelenej a modrej farby, tak s istotou
vieme povedat, Ze by sa po Mikaelovom hode nachadzalo vo vrecku 30 ¢ervenych, 18 zelenych a 48 modrych a
navyse 5 je stratenych. Dokopy 101 gul6¢ok. Co nemohlo nastat. Preto musel Markos zahodit aspori jednu cerventl
gulocku.

Teraz by sme mali ukdzat, Ze zvy$né 4 stratené, o ktorych sme zatial ni¢ nepovedali, m6zu byt vskutku hociktoré.
Pri hadzani gul6¢ok Markos hadzal 30, 10, 20, teda vietky pocty su véacsie ako 4, a teda fyzicky mohol zapatrosit tie
gulocky. Keby napriklad hadzal 3 zelené a stratil 4 celkovo, tak neexistuje moznost ako by stratil 4 zelené. Takze
takto sa nam nepodari ni¢ ukazat. Ale vieme, ze musime brat do tvahy vSetky moznosti poctu zapatro$enych
gulocok.

Okey, teraz by sme mohli vymenovat vSetky moznosti cervenych, zelenych a modrych a povedat, ze to sedi. To
je ale otravne dlhé. Pamatate si eSte, Ze ked sme hovorili o aspon 30 ¢ervenych, aspon 18 zelenych a aspon 48
modrych gulockach nazaciatku hadzania, tak sme vlastne povedali, Ze zvysné 4 gul6cky mohli mat fubovolna
farbu? Nech teda Markos stratil gul6cky farieb w, x, y, z, ¢o mohli byt presne tie $tyri nezname potvory z pociatku
— tie mohli byt tiez farieb w, x, y, z, nech uz st to akékolvek farby (na poradi nezalezi). Takze po Markovom hode
je s urcitostou presne 29 cervenych, 18 zelenych a 48 modrych. Dokopy 95 guldcok. A kedze tato moznost mohla
nastat (akokolvek nepravdepodobna, ale mohla nastat), tak nevieme povedat ni¢ o tom, ktoré farby w, x, y, z su.
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1.2 Kreslime Malé Stvorce (« < 2) opravoval Ondrej

Zadanie. O pdr blokov dalej si studenti aténskej skoly, cakajiic na svojho ucitela, kratia cas zapisovanim prirodzenych
cisel v tvare sti¢tu dvoch druhych mocnin celych Cisel. Pre 5-ku sa im to podarilo ako 2% +1? = 4+ 1 = 5. Potom prisiel
ich mudry ucitel a polozil im otdzku: ,Je mozné ndjst takéto dve celé cisla pre lubovolnii mocninu 10-tky?“ Skuiste aj
vy zodpovedat tiito otdzku.

Pozndmka: mocniny 10-tky sii ¢isla tvaru 10% kde k je lubovolné prirodzené ¢islo.

RieSenie
V zadani méme, Ze chceme hladat také ¢&isla pre ktoré plati a? + b*> = 10*. Pre k = 1,2 ich vieme najst pomerne

[ahko, a to 12 + 3% = 10! a 6% + 82 = 102. Teraz sa to pokdisme dokazat pre lubovolné k.

Rozdelme si k na parne a neparne, takze sa budeme zaoberat osobitne pripadmi 10%**! a 10%*. Za¢nime s nepér-
nymi. Cislo 10%*! vieme napisat ako 10% - 10. N4sledne vieme 10 rozpisat ako 12 + 32,

10%(1%2 +3%) = 12 - 10%* + 32 10%%.
Teraz vieme kazdy ¢len zapisat ako druhti mocninu a dostaneme to, ¢o sme chceli dokazat:

12-10% +32-10% = (1-10%)2 + (3 - 10¥)? = 1071,

Teraz pre parne. Postup bude totozny ako pri neparnych, len vyuzijeme identitu 6* + 8% = 102,

10%* = 107 - 10772 = (67 + 87)10%2 = 6> - 10°("1) + 82 10D = (6 105")* + (8- 105,

Zistili sme, ze 10* sa d& napisat ako sucet dvoch §tvorcov prirodzenych ¢isel, ked k je neparne aj parne, a teda pre
vsetky prirodzené ¢isla.

1.3 Kalokagatia Mestskej Spoloc¢nosti (x < 3) opravovali Matus a Lucy

Zadanie. Na rozdiel od Sparty Aténski predstavitelia dbali na to, aby ich bojovnici - hopliti, mali nielen krdsne
vysportované teld, ale aj bystru a rozhladenti mysel. Tento idedl suladu fyzickej a dusevnej krdsy, nazyvany tieZ
Kalokagatia, bol pre Aténsku spolocnost nesmierne dolezity. Aj preto ddvali svojim vojakom pred jedlom vZdy nejakii
mentdlnu rozcvicku, ktorii museli vyriesit, aby sa mohli dosyta najest. Jedlo si museli zasluzit. Z dobovych rytin a
malieb na urndch sa ndm dochoval tento pribeh:

Mudry generdl Perikles raz prisiel za svojimi vojakmi, ktori prave obedovali fazulu s tradicnym gréckym nekysnutym
chlebom - pitou, ktory bol v tvare trojuholnika so stranami dizok 15, 20 a 25 cm ako na obrdzku. Skor, ako sa vojak
stihol do pity pustit, prisiel za nim Perikles a ostrym noZom mu odrezal z kazdého rohu kiisok v tvare rovnoramenného
trojuholnika s dizkou ramien 5 cm a povedal vojakovi: ,, Ak by si chcel tieto kiisky zjest, drahy spolubojovnik, budes
mi musiet najprv povedat, kolko z pity ti ostalo. Odpovies mi viak nesprdvne, hodim celii pitu mackdm, ktoré uz
nervozne zobri pod tvojimi nohami.“

Skuiste sa teraz aj vy zamysliet nad danou tilohou a zistite obsah plochy, ktord vojakovi ostala. Podari sa vam to alebo
vasu porciu hodia mackdam?
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5cm 15cm 5cm

Riesenie

Zo zadania aj z obrazku vidime, Ze obsah zostavajticej plochy - Sestuholnika AcAgBsBcCpCy zistime tym, ze
od povodného trojuholnika ABC od¢itame obsahy malych (odrezanych) trojuholnikov. Ako jedna z prvych veci,
¢o ndm moze napadnut skusif, kedze pozndme dlzky vietkych stran trojuholnika ABC, je vhodne ich dosadit do
Pytagorovej vety. Ak by platila, vedeli by sme, Ze trojuholnik je pravouhly. Tak to spravme. Po dosadeni sme prisli
na to, Ze trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A, pretoze 152 + 20% = 252,

Ked uz vieme, Ze trojuholnik ABC je pravouhly, jeho obsah zistime fahko. DIzky jeho stran AB a AC dosadime do
vzorca na obsah trojuholnika a zistime, Ze T = 5 -|AB|-|AC| = 1-15-20 = 150 cm?. Velkost malého trojuholnika pri
pravom uhle zistime podobne. Pouzijeme jeho dlzky strén a dostavame T = 1 - |[AAp|-[AAc| = 155 = 12.5 cm?.
Naéro¢nejsie bude zistit obsahy zvysnych dvoch trojuholnikov.

|| i
A 5 Ap 5 DL.2V, 3 D

Pri vypocte obsahu malého trojuholnika BB4 B si pomdzeme velkym trojuholnikom ABC. Ak by sa nam podarilo
ukazat, Ze nejaka cast tohto trojuholnika je podobna s trojuholnikom ABC, mohli by sme pomocou koeficientu
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podobnosti urcit dizky strén tejto Casti trojuholnika BBsBc. Ak to spravime $ikovne, z tohto poznatku by sme
potom mohli vediet vypocitat aj obsah celého trojuholnika BB4Bc. Pomozeme si tym, ze budeme viest vysku z
vrchola B¢ na stranu BB, ¢im zaroven rozdelime trojuholnik BB, B¢ na dva mensie trojuholniky. Pétu tejto vysky
si nazveme V. Vieme, Ze uhol pri pate vysky Vi je pravy. MozZeme si vSimnut, zZe oba trojuholniky ABC a VzBB¢
si pravouhlé a maju spolo¢ny uhol pri vrchole B. Potom podla vety uu o podobnosti trojuholnikov vieme, Ze
trojuholniky ABC a VBB su (v tomto poradi) podobné. Koeficient podobnosti k je pomer dlZok stran BB a BC.
Teda

BBl 5 1

~|BC] 25 5

Pomocou koeficientu podobnosti k zistime dlzku vysky |BcVy| = k- |AC| = 1 - 20 = 4 cm. KedZe pozname dlzku

strany BB, a dizku vys$ky na dand stranu, vieme fahko dopoitat obsah trojuholnika BB, Bc. Teda

_ |BBA|-|BcVs| _5-4
2 2

T, =10 cm®.

Pri vypocte obsahu posledného odrezaného trojuholnika budeme postupovat rovnako ako pri predchadzajicom
trojuholniku. Trojuholnik CC,Cp si moézeme vyskou na stranu CCy4 rozdelit na dva mensie trojuholniky. Podla
vety uu o podobnosti trojuholnikov st trojuholniky ABCa VCgC podobné. Mdzeme si v§imnut, Ze ich koeficient
podobnosti je

|CCsl 5 1

K’ =
|CB] 25 5

Potom vyska VCj je podobnd so stranou AB a mé velkost 3 cm. Ked uz pozndme aj dlzku vysky v trojuholniku
|CC,4Cp|, Tahko dopocitame jeho obsah

_ICCul-ICsVe| _ 5-3
2 2

T = 7.5 cm?.

Na zaver nam uz len ostava od velkosti obsahu trojuholnika ABC odratat obsahy trojuholnikov AAzAc, BBsBc a
CC,4Cp. Vysledkom je obsah zostavajicej plochy S = T— T, — T, — T = 150 — 12.5 - 10 — 7.5 = 120 cm?.

1.4 Komplikované Mocenské Spory (x < 5) opravovali Mi$o M. a Lucka

Zadanie. V case vojny sa casto aj nemyslitelné stava skutocnostou. Bolo tomu tak aj v Case grécko-perzskych vo-
jen, kedy Aténcanom pod velenim Temistokla prisli na pomoc v tazeni proti PerZzanom aj ich uhlavni nepriatelia -
Spartania, pod velenim generdla Pausania. Samozrejme, Ze proti sile ich spojenych armdd nemali Perzania Sancu a
utrpeli pri Platajach zdrvujiicu pordZku. Po vojne je vsak potrebné vitazstvo nielen dobre oslavit, ale si aj rozdelit
vojnovii korist. KedZe Perzania po sebe ni¢ nezanechali, ostdvalo si uz len rozdelit znovudobyté tizemie.

Temistokles aj Pausanius boli obaja prakticki muzi ¢inu. Preto sa rozhodli rozdelit si dobyté vizemie v tvare troju-
holnika ABC ¢o najkonvencnejsie. Chceli by ho rozdelit na dve polovice, s rovnakym obsahom tak, Ze ho na mape
prerezii jednym rezom, ktory bude rovnobezny so stranou AB trojuholnika ABC.

K dispozicii vsak v tabore majii iba pravitko a kruzidlo.

o Pravitko dokdze zobrat dva body a narysovat priamku vediicu cez tieto dva body.
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o Kruzidlo dokdze spravit kruZnicu v nejakom bode s polomerom rovnym vzdialenosti nejakych dvoch bodov.

Generdli teraz stoja pred tazkym rozhodnutim rozrezat tizemie na dve rovnako velké casti. PomoZte im ndjst pomocou
pravitka a kruzidla taku priamku, ktord je rovnobeznd so stranou AB trojuholnika ABC a deli ho na dve casti s
rovnakym obsahom. '

Riesenie

Spravme najprv vsetky potrebné vypocty, nech vieme, ¢o presne chceme rysovat. Ozna¢me si postupne E, F body,
v ktorych budu rovnobezkou prerezané isecky AC, BC. Z vety o suhlasnych uhloch vidime, 7e | < ABC| = | < EFC| a
| < BAC| = | < FEC|. Potom bude trojuholnik EFC podobny trojuholniku ABC podla vety uu. Oznaéme k koeficient
podobnosti. Trojuholnik ABC je teda v kazdom rozmere k-krét viacsi ako EFC. KedZze |AB| = k- |EF| a v rovnakom
pomere su aj vyiky na tieto strany, bude obsah ABC k2-krat vi&si ako obsah EFC. Odtial vyplyva k = \/2.

Oznac¢me pétu vysky trojuholnika ABC z vrcholu C ako D. Priamka EF ju bude pretinat v jednej k-tine od bodu C,
teda vo vzdialenosti %|CD\ = §|CD]. Pri rysovani budeme chciet ndjst tuto vysku a vyznalit na nej bod v tejto
vzdialenosti. Nasledne uz len narysujeme kolmicu. Ukdzme si teda priamo dany postup.

1. KedZe uhol CDA ma byt pravy, na jeho najdenie vyuzijeme Talesovu kruznicu. Najdeme si stred usecky AC,
ozna¢ime ho M, a spravime kruZznicu so stredom M a polomerom |AM|. Priese¢nik s AB bude D.?

2. Na rozdelenie vys$ky vyuZijeme vlastnosti §tvorca. V iom je uhloprie¢ka /2-krét dlhgia ako strana. Stvorec
s dlzkou strany CD tak ma uhlopriecku dlht v/2 - |CD|. My potrebujeme jej polovicu. Do D zapichneme
kruzidlo a vzdialenost |CD| prenesieme na priamku AB. Dostaneme bod X, pricom DX a CD budd susedné
strany $tvorca. TakZe CX je uhlopriecka a plati |CX| = /2 - |CD|. Stred CX oznac¢ime Y a vzdialenost |CY]
prenesieme na CD. Vyznacime bod Z.

! Ak ste sa s podobnym typom tiloh este nestretli moze vam pomoct kratky text na stranke: https://kns.sk/ako_riesit/konstrukcne -
ulohy/

’Na najdenie stredu vieme vyuZit postup pre os tsecky. V krajnych bodoch do kruzidla naberieme dizku tsec¢ky a spravime kruznice.
Spojenim ich priese¢nikov dostaneme os usecky, ktora prechadza jej stredom.
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3. Spravime si kolmicu na CD cez bod Z. Jeden zo spdsobov je spravit si na CD taky bod W, aby |DZ| = |ZW]
a spravit os usecky WD.

Kolmica, ktort sme prave narysovali je priamo hladana priamka zo zadania.

1.5 Kadekde Myslitel Skriabal (x < 8) opravovali Gianetta a Milo$

Zadanie. Aristoteles raz isiel popod most v Aténach, ked'tu zrazu skrikol "Heuréka!”, zobral najblizsi kamer a vytesal
* do kamenného piliera suistavu rovnic

Crfry=al+f+y=a+f+y
Ndjdite vietky kladné redlne trojice , B, y, ktoré splfiajii Aristotelovu rovnost.
Riesenie

Zapisme si najprv zadanu sustavu rovnic v tvare troch rovnic:

A Bry=at+f+y
rBry=a+ By (0)
a+Bryr=a+ By

Pri rieSeni takychto sustav sa vzdy oplati skusit s¢itavanie alebo od¢itavanie stran jednotlivych rovnic, alebo rovnic
samotnych. Inak tomu nie je ani tu. Za¢nime teda tym, zZe v prvej rovnici od¢itame pravu stranu od lavej:

&+ Bry=at+f+y
p+y-B-y =0

To zac¢ina vyzerat celkom slubne. Bystré oko si v§imne, Ze sa v rovnici vyskytuje rozdiel dvoch stvorcov. Skusme
to teda vyuzit v nas prospech:

B -y —(B-7)=0,
B-y)(B+y)-(B-y)=0,
(B-y)(B+y-1)=0.

Rovnice v zadani st si velmi podobné. Mézeme si v§imnut, Ze keby lubovolnym sp6sobom povymiename «, 3 a
y, zadana sustava rovnic by ostala nezmenend. Stistava rovnic s takouto vlastnostou sa nazyva symetricka. Vdaka

3Jeho akt sa napadne podobd tomu, C¢o od neho nehanebne skopiroval Hamilton o 2000 rokov neskér
https://en.wikipedia.org/wiki/Broom_Bridge
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tomu moZeme aplikovat predosly postup na Iubovolnu z rovnic (0), ¢im sa vieme dopracovat k nasledovnym
rovniciam:

(a-pB)(a+p-1)=0, (1)
(a-p)(aty-1)=0, (2)
(B-y)(B+y-1)=0. 3)

To, ze sme dokdzali upravit rovnice na sucin dvoch ¢lenov rovny nule nam znac¢ne ulahcuje pracu. Vieme, Ze kazda
z rovnic bude platit prave vtedy, ked aspon jedna zo zatvoriek sa rovna nule.

Z rovnice (1) vieme, ze musi platit aspon jedna z nasledovnych rovnic:

B=a, (1.4)

B=1-a. (1.B)

(1.A) : Tato rovnost by sme dalej vedeli dosadit do rovnice (3). Lahko si overime, Ze by nas to priviedlo k rovnici
(2).

(1.B) : Rovnako aj tto rovnost vieme dosadit do rovnice (3):

(1-a-yp)(l-a+y-1)=0,
(1-a-y)(-a+y)=0,
(a+y-1)(a-yp)=0.

Znova nas to viak privedie k rovnici (2).

Aby sme vedeli pokracovat dalej v rieSeni, potrebujeme poznat rie$enie rovnice (2). To vSak uz v podstate vieme,
pretozZe je analogicky podobné rieSeniu (1). Musi platit aspori jedno z:

y=a, (2.4)
y=1-a. (2.B)

Riesenie sa nam teda znova vetvi na dve ¢asti. Mame §tyri, ktoré musime preverit:

(1.LA-2.A):Plati f = way = a, ¢iZze a = = y. Nakolko hladdme len kladné rie$enia, prvym rie$enim je trojica
(o, a0, ), a € R,

kms@kms . sk 7 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

(1.LA-2B):Plati f = aay =1 - a. V tomto pripade musime davat pozor na to, kedy su vietky tri premenné
kladné. Musi platit & > 0 a zdroven 1 — a > 0, teda < 1.

Druhym rie$enim je trojica (o, a, 1 — ), a € (0,1).

(1.B-2A):Plati f = 1 -aay = a. Podobne ako v predoslom pripade, treba si dat pozor, aby boli vSetky
premenné kladné. Tretim rieSenim v tomto pripade je trojica (&, 1 — a, ), a € (0,1).

(1LB-2.B):Platif=1-aay=1- a. Stvrtym rieSenim je trojica (o, 1 - a, 1 — ), a € (0, 1).

Lahko sa presved¢ime, Ze vSetky Styri typy rieseni, ktoré sme nasli, naozaj vyhovuju, a to tak, Ze ich dosadime do
povodnej sustavy rovnic.

1.6 Kadekto Musel Stat opravovali Jozo a Mimi

Zadanie. Sucastou vecerného Zivota Grékov boli aj divadelné predstavenia v amfitedtroch. VZdy pred predstavenim
sa pred amfitedtrom tvorili dlhé rady, no ani dlzka radov neodradila gréckych dzentlmenov od bonténu.

Do radu prislo naraz 30 Grékov - ddmy aj pdni. Na zaciatku kazdej miniity kazdy pdn, ktory mal hned za sebou
damu, tito damu pustil pred seba (vymenil sa s tiou). Dokdzte, ze po 30 minuitach boli vietky damy pred vsetkymi
pdanmi a to bez ohladu na to, ako vyzeral rad na zaciatku. Panov a dam moZe byt rézny pocet.

RieSenie

Vsimnime si, Ze zakazdym sa vymienaju iba susedni pan a dama. Vzdjomné poradie ddm sa nemeni. Preto si
mozeme ocislovat damy celymi ¢islami od 1 do d (vratane), kde d je pocet dam v rade, v poradi, v akom stoja
v rade. Toto ¢islovanie sa zachova pocas celého procesu. Ako druhé vypozorujme, ze v danej chvili (na danom
zaciatku minuty) sa ddma postuva dopredu prave vtedy, ak na zaciatku tohto pohybu stal bezprostredne pred nou
pan.

Ked si skiasime simulovat spravanie sa radu pre nejaké pociatocné rozostavenia dam a panov, uvidime, Ze prva
dama sa od zaciatku hybe dopredu, az kym nepredbehne vietkych panov. Druha ddma méze byt blokovana prvou,
ale iba raz, lebo potom sa uz za prva ddmu dostane kazdi minutu jeden pan, ale druha kazda minutu predbehne
iba jedného, ¢ize prvi dobehne az na zaciatku radu. Podobne tretia dima moze byt na zaciatku blokovana, ale
iba v prvych dvoch minutach... Vo v§eobecnosti: Kazda dama pocka najviac tolko minut, kolko je pred niou dam.
Za tento Cas sa prave tolko panov (ak sme nenarazili na zaciatok radu) dostane do priestoru medzi nnou a prvou
damou. Odvtedy uz ma vzdy koho predbiehat. Na zaklade takychto experimentov uz sformulujeme pomocné
tvrdenie, ktorého dokazom ulohu vyriesime.

Matematickou indukciou® teda dokdzme, Ze k-ta ddma v rade (pre vsetky ¢isla dam k) vzdy, ked uz preslo aspon
k — 1 minut, sa bude nachadzat bezprostredne za panom (alebo, ekvivalentne, sa pohne) alebo pred vsetkymi
panmi.

Pre k = 1 prva dama vzdy, ked uz preslo aspon 0 minat (tito podmienka je splnena pri kazdej prilezitosti na
pohyb), sa ma pohnut alebo stat na cele radu. Kedze pred nou nestoji ani jedna dama, akonahle sa pred nou
niekto nachadza, musi sa hned pred fou nachadzat pan. Tym je tento pripad dokazany.

Ked uz mame za sebou aspon k — 1 mindt, pri predchadzajicom pohybe uz preslo aspon k — 2 mindt, takze z in-
dukéného predpokladu pri predchadzajicom pohybe sa dama ¢islo k — 1 pohla alebo sa pred nou uz nenachadzal

40 tomto nastroji viac v zbierke KMS na https://old.kms.sk/docs/zbierkakms_klikacia.pdf#3.
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pan. Ak sa pohla, bezprostredne za nu sa dostal pan, ¢o znamena, ze medzi iou a dadmou ¢islo k je aspon jeden
pan. Ak sa pred ddmou k-1 uz nenachadza pan, bud sa nenachddza ani pred k-tou, alebo sa opat nejaky nachadza
medzi nimi. Odtial bezprostredne pred k-tou dimou stoji pan, ¢o sme chceli. Dokazali sme tvrdenie pre k.

Z tohto plynie, Ze posledna ddma cislo d sa pohne zakazdym, ked preslo aspon d — 1 minut a pred nou je este
nejaky pan. Ak sa po 29 minutach pred nou este nachadza nejaky pan, musel sa tam nachadzat nejaky aj vzdy
dovtedy (pocet panov pred nou nemoze vzrast, pani sa posuvaju iba za nu), ¢o znamena, Ze na zaciatku kazdej
minuty od d-tej po dvadsiatu deviatu vratane sa ddma pohla. To sa ale musela pohnut 30 —d raz, ¢o je spor, pretoze
v rade stoji celkovo iba 30 — d panov a potom, ¢o ju kazdy pustil pred seba, uz pred nou nemoze byt ani jeden. To
znamena, ze vetci sa nachadzaju za nou (a za vSetkymi ostatnymi ddmami) a dokdzali sme tvrdenie zo zadania
dokonca pre 29 mindut.

Pravdaze, tym ho mame dokazané aj pre pozadovanych 30, pretoze posledny pohyb cielovy stav uz nezvrati (ba
¢o viac, na zaciatku tridsiatej minuty sa neudeje ani jedna vymena).

1.7 Kompletne Marny Sizyfos opravoval Juro

Zadanie. Po vystdti radu sa zacalo divadelné predstavenie o Syzifovi. Bohovia udelili Syzifovi za trest tlacenie kamenia
do kopca. V nulty den vytlacil Syzifos kamer do nejakej vysky, no na konci diia sa mu skotilal o kus nadol. V prvy
den znovu vytlacil kamern do nejakej vysky a vecer sa mu opiit skotulal. Takto Syzifos pokracoval do nekonecna. ..

Mdme danii nekonecnii postupnost ay, ay, a, ... redlnych Cisel takiu, Ze pre kazdé kladné celé cislo n plati

7 X7

(an_1 + an41)/2 > a,. Dokdzte, Ze pre véetky kladné celé ¢isla n plati

ag + dyiq > a+a, +..+a4a,

2 n

RieSenie
Zo zadania vieme, Ze platia nasledovné vztahy:
2a; < ag + dy,

2a2 <a;+as,

20, < ap_1 + et

S¢itajme vSetky nerovnice, dostaneme 2(a; +-+-+a,) < dg + aj + a, + a1 +2(a + -+ + a,_; ), odkial od¢itanim
rovnakych ¢lenov dostavame a; + a, < ag + a,,11. To je cool nerovnost. S touto nerovnostou uz mame prakticky
vyhraté, zaroven hlavny trik uz mame za sebou.

Uvedomme si, Ze plati aj a, + a,, < a; + a,11, ktort dostaneme tak, ze v pdvodnom velkom sticte nevezmeme prvy
riadok. V3eobecnejsie, rovnako aj ay + a; < ax_; + ai,; pre lubovolné k <1< n, ¢o dostaneme tak, Ze vezmeme iba
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sucet rovnic

2a < dg_y + A1,

20; < a1 + A

Intuitivne, ¢im dalej st od seba dva indexy, tym vacsi sucet davaju. A nas zaujima g, + a,.;. Skisme pomocou
nerovnosti z minulého kroku dosiahnut sucet a; + --- + a,. Uz stadi iba I[ahka tivaha a dostaneme nasledovné
nerovnosti (pre neparne # je rozdiel iba v tom, Ze v strede nebude "stredny” ¢len):

o+ Apy1 2 a1 + Ay,

Ao+ ape1 201 +a, 20y +ay-1,

Ayt ag2art+a,2...2a+ ay_ke1»

v

agtauy. >2a;ta, 2 Ayt Ay,

I\

Ao+ 0y1 20, +a1 2 ... 2 Anp + App-1s

ap+ a,s 2 a, +a.

Po s¢itani vSetkych nerovnosti dostdvame n(ag + a,.1) > 2(a; +- -+ +a,) , ¢o je skuto¢ne to, o sme chceli dokézat.

Iny postup: Iba v rychlosti spomenieme iné, netradi¢né riesenie. Ak si body ay,a;,a,, ... usporiadame do grafu
funkcie, ktorej f(0) = ap, f(1) = ay, f(2) = a,, ... a spojime tieto body tseckami (tj. interpolujeme linedrnymi
funkciami), tak plocha nad grafom je z predpokladov konvexnd (stali si to nakreslit, aby to bolo uveritelné, no
tento krok si treba poriadne rozmysliet a zd6vodnit). Z vlastnosti konvexnych utvarov plynie aj to, Ze tsecka
spdjajaca body [0,ao], [+ 1,a,,, ] leZi celd nad vSetkymi bodmi [1,a,], ..., [n, a,], teda jej stred leZi nad ich prie-
merom (body priemerujeme tak, Ze zvlast spriemerujeme x-ové suradnice, a zvlast y-ové suradnice). Pozadovanu
nerovnost dostaneme ako nerovnost medzi y-ovymi suradnicami spominaného stredu usecky a priemeru.

1.8 Kompetitivha Majestatna Sutaz opravoval Akos

Zadanie. Este vyznamnejsim podujatim ako divadelné predstavenia boli olympijské hry. V starovekom Grécku mali
vsak nezvycajny systém bodovania.

Olympijskych hier sa ziicastnilo 2n timov. Kazdd (neusporiadand) dvojica timov hrala proti sebe prave raz. Ziaden
zdpas neskoncil remizou. Po kazdom zdpase dostal porazeny tim 0 bodov a vitazny tim tolko bodov, kolkokrdt pred
tym celkovo prehral. Ndjdite vsetky celé cisla n > 2, pre ktoré mohli olympijské hry prebehnut tak, aby kazdy tim
skoncil s rovnakym nenulovym poctom bodov.
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RieSenie

Ked si bezny riesitel (alebo opravovatel) precita zadanie typu ,,vSetky dvojice hrali proti sebe prave raz®, mali by
mu hned napadndt turnajové grafy (tournament graph®). Keby sme nemali takyto ¢udny bodovaci systém, uz by
sme boli dost $tastni. Keby sme vyhodnocovali zapasy na konci turnaja (tak, ze kazda vyhra dava tolko bodov,
kolkokrat sme prehrali), vtedy by sme mohli body pocitat celkom fahko, iba vynasobenim poctu vyhier a prehier
pre dané druzstvo. To by sme hned mali pozorovanie, Ze kazdé druzstvo bud vyhralo k hier a prehralo 2n -1 -k
zapasov, alebo prehralo k a vyhralo 2n — 1 — k. Ale tu sa skore urcuje uplne inym spdsobom, tato ivaha ndm
nepomohla.

Lahké zacinajiuce pozorovania

Podme sa teraz pozriet, ¢o je toto za bodovaci systém. Mozeme sa napriklad spytat, ¢i druzstva silné v normalnom
zivote (napr. Bayern Mnichov v Lige Majstrov v ro¢niku 2019/2020) su silné aj v tomto bodovacom systéme:
Prideme na to, Ze ono to tak vobec nie je, pretoze samé vyhry znamenaji 0 bodov. TaktieZ si moZeme vSimnut,
ze aj ked dva timy vyhrali rovnako vela zapasov, ak tim A vyhral prvych k zapasov, tak ten ma 0 bodov, a B, ktory
vyhral poslednych k, ma k(2n — 1 — k) bodov. Takze poclet vyhier ndm o skére nehovori nic.

Este predtym, nez sa zacneme zaoberat nejakymi ozajstnymi turnajmi, podme si tipnut, ¢o by sme vlastne chceli
dokazat. Keby sme chceli ukazat pre nejaké n, Ze to nejde, tak by sme mali ndjst nejaky hrozne silny invariant, ktory
sa nam popasuje s hrozne vela moznostami. Treba si v§imnut, Ze nevieme ni¢ o tom, kto kedy hral. Nemo6zeme
volne predpokladat, ze kazdy tim ma odohratych v istom ¢ase zhruba rovnako vela zapasov, a dokonca zépasy su
asymetrické v zmysle, Ze nejaky tim mdze vyhrou ziskat ovela viac bodov ako ten druhy. Teda ukazat nieco také,
Ze nieco sa neda, vyzera byt skoro nemozné.

Na druht stranu v pripade kladnej odpovede mame lahsiu pracu, treba najst jeden rozpis zapasov, kde vsetci maju
rovnaké skore. A vyssie sme videli, Ze mame relativne velké mnozstvo volieb. Tak pokisme sa o ndjdenie vhodne;j
konstrukcie v malych pripadoch a mozno uvidime nie¢o, ¢o by mohlo fungovat aj pre vicsie ¢isla.

Zakladna konstrukcia

Najprv sa pozrime, ako sa dobre pocita skdre pre dany tim a ako sa z tohto pocitania da pripravit vhodny rozpis
zapasov. Tak dany tim odohral 2n — 1 zapasov, niektoré vyhral, niektoré nie. Mdzeme ich chronologicky po
sebe napisat, ako postupnost vyhier (W - win) a prehier (L - loss). Napriklad, ak niekto vyhral prvé 2 zapasy,
potom prehral a vyhral a znovu prehral, tak postupnost timu je WWLWL. Tu sa skore pocita celkom jednoducho:
treba spocitat pre véetky W, kolko je pred nimi L. Kazdy tim mad teda nejaku takuto postupnost a chceme tieto
postupnosti napisat do tabulky tak, aby sme po riadkoch s vynechanim prazdnych policok dostali postupnost
daného timu. Tiez chceme, aby kazdy stlpec reprezentoval jeden zépas. Teda v kazdom stlpci by sme mali mat
prave jedno W ajedno L a ina¢ prazdne policka. Toto bude nejaky tplny rozpis turnaja. Mdzeme si rozmysliet, ze
tabulka by mala mat 2n riadkov a (22") stlpcov.

Tak podme na to pre n = 2 (4 timy). Aby niekto mal nenulové skére, musi mat aj prehru, aj vyhru a vSetci musia
hrat 3 zapasy. Tak po chvilke hrania si uvedomime, Ze maximum dosiahnutelnych bodov je 2 a da sa dosiahnut
postupnostami LLW a LWW. Hned si ale vieme povedat, ze takyto turnaj sa nam najst urcite nepodari, pretoze
vSetci musia zacat prehrou, teda chronologicky prvy zapas nemal kto vyhrat. Zostava iba pripad, ked vietci ziskaju

>Vid viac napr. na tychto strankach: https://prase.cz/library/Turnaje_a_orientovane_grafy_PT/Turnaje_a_orientovane_grafy PT.pdf
a https://prase.cz/library/TurnajeET/TurnajekT.pdf.
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prave 1 bod. Toto je mozné iba postupnostami WLW a LWL (Iahko si vieme rozmysliet, Ze tieto postupnosti st
dobré, WWW a LLL davaju 0, LLW a LWW sme pozerali, davaju 2 body, WLL a WWL davaju tiez 0 bodov a
dokopy je 8 roznych postupnosti). Takze aby sme mali rovnaky pocet vyhier a prehier, 2 timy mali postupnost
WLW a2 timy LWL. To sa da spravit napriklad takto:

W L w
L w
w

B~

L
L W L
Takze pre n = 2 to ide.

Rekurentny krok

Z tejto konstrukcie by sme si mohli zobrat so sebou nejaké napady. Napriklad ten so striedajucimi postupnostami
vyzerd dost dobre. Chceme ukézat, Ze nase dve striedavé postupnosti dlzky 2n — 1 (WLW...LW a LWL...WL)
maju vzdy rovnakd hodnotu. A ono to plati trividlne, pretoze W na zaciatku postupnosti pripocita 0 bodov a L na
konci tiez, a ked tie zmaZeme z oboch postupnosti, dostavame tu isti postupnost (LWLW...LW) dlzky 2n - 2. Ak
uz mame konstrukciu pre n, lahko spravime konstrukciu pre n + 1. Treba iba spravit nieco nasledovného typu: na
zaciatku turnaja pridu 2 timy, rychlo zahraju vsetky svoje zapasy a potom odidu. Potom zvy$nych 2#n timov hra
uz len medzi sebou ako v turnaji pre n. Treba dat pozor na to, aby sa pre nikoho nepokazilo striedanie vyhier a
prehier, ale ide to dost priamociaro.

Chceme pridat 2 timy (budeme ich nazyvat A a B a staré timy si pomenujme 1, 2, ..., 2n) tak, aby sme konstrukciu
pre n nijak nepokazili. Asi najjednoduchsi spdsob je, Ze na zaciatok turnaja si ddme vsetky zapasy A s o¢islovanymi
timami. Chceme to spravit tak, aby postupnost timu A bola striedavd, aby aj oni nahrali tolko bodov, ako ostatni.
Takze nech hra A s timami v poradi 1, 2, ..., 2n tak, aby jeho postupnost zac¢inala s W (teda tim A porazil prave
timy s neparnym cislom). Po tychto 2n zapasoch si tim B zahra 2n zapasov proti ocislovanym timom tak, ze
prehra prave proti timom s neparnym c¢islom. Potom si eSte zahraju medzi sebou zapas A a B tak, ze vyhra A.
Teraz ndm zostavaju iba zapasy medzi timami s ¢islami. Chceme to zorganizovat tak, aby vSetky postupnosti boli
striedavé, teda aby tento mensi turnaj zacinali prehrou timy s neparnym ¢islom. MoZeme si v§imnut, ze v pripade
2 timov a rovnako tu pre n + 1 timov, vdaka rozpisu prvych 4n + 1 zapasov plati, Ze ak zoradime timy v poradi
(A, 1,...,2n,B), tak prvé hry timov kon¢ili W, L, W, ...L, takZe ak z konstrukcie pre #n vymenime véetky Wna L a
naopak, dostaneme taky podrozpis turnaja pre n + 1, ¢o po spojeni s prvymi 4n + 1 zapasmi ddva pre vSetky timy
vhodnu striedavt postupnost. Pre ilustraciu pre n = 3 vid rozpis.
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Tymto sme si ukdzali jednoducht metéddu na rekurentnu vyrobu spravneho rozpisu (spravnost sme si ukazali
tym, Ze sme si ukazali, ze striedavou postupnostou vietky timy ziskaji rovnaky pocet bodov) pre vsetky n > 2.
Odpovedou teda je, ze taky turnaj sa mohol odohrat pre vsetky n > 2.

1.9 Kruhy Myslitela Syrakaz opravovali Pedro a Marek

Zadanie. Jeden z rimskych vojakov vtrhol prave do domu Archimeda a nasiel ho pri tom, ako do piesku kresli mate-
matické diagramy. Archimedes, ktory si v pohriiZzeni nevsimol ani pritomnost vojaka, na to nakoniec doplatil. Riman
mu zakdzal kreslit a vtedy fyzik vyslovil slavnu vetu: ,Noli tangere circulos meos!“, ¢o v preklade znamend: ,,Nedo-
tykaj sa mojich kruhov!.“ Vraj to boli posledné slovd, ktoré vyriekol pred svojou smrtou (vojak ho prebodol mecom).°
Pri tomto znamom Archimedovom vyroku ,Neruste moje kruhy* islo o kruhy nasledovné:

V trojuholniku ABC, kde plati |AC| < |AB| < |BC|, lezia na strandch AB a BC postupne body K a N tak, Ze plati
|[KA| = |AC| = |CN|. Priamky AN a CK sa pretinajii v bode O. Bod M lezi na strane AC tak, ze OM je kolmé na AC.
Dokazte, Ze kruznice vpisané trojuholnikom ABM a CBM sa dotykaji.

Riesenie
Hoci tloha je zaradena az na deviatu poziciu, jej rieSenie mdze byt velmi jednoduché a intuitivne (hoci funguju aj
menej intuitivne a zlozitejSie rieSenia, takze ak by ste mali smolu a nenakreslili si do obrazka klucové ciary, stale

by ste neboli strateni). RieSenie sa sklada z dvoch faz. V prvej faze sa pokuasime zistit nieco viac o konfiguracii
vytvorenej bodmi K a N a v druhej faze pouzijeme zistené informacie na doklepnutie dotyku ziadanych kruznic.

B

6Zdroj: https://sk.wikipedia.org/wiki/Archimedes_zo_Syrakuz
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V prvej Casti, ked sa hrame s prikladom a snazime sa cosi si v§imnut, tak budeme mat $tastie, ak si do obrazka
nakreslime osi uhlov BAC a BCA. Takéto dokreslenie vyzera fajn uz predtym, ako vieme, Ze sa nam bude hodit.
Jednak nam osi tychto uhlov pomoézu najst stredy ziadanych vpisanych kruznic, dvak sa nam moze javit zaujimavé,
Ze na tychto osiach zaroven lezi aj stred kruZnice vpisanej samotnému trojuholniku ABC.

Ked uz tieto priamky mame nakreslené, mdzeme si v§imnut (a aj to urobime!), Ze nakolko trojuholniky ACN a
ACK su rovnoramenné so zakladnami AN a CK, tak zrovna tieto osi uhlov BAC a BCA st v tychto trojuholnikoch
aj vySkami. To ale znamena, Ze s vyskami aj v trojuholniku AOC. V tomto trojuholniku je ale vy$kou aj priamka
OM, a teda tieto tri priamky sa pretinaju v jednom bode, ktorym je stred vpisanej kruznice v trojuholniku ABC.
To ale znamena, ze M je bodom dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC a strany AC. Tymto zistenim je prva
faza uspesne ukoncena.

V druhej faze sa vieme zbavit zna¢nej casti prikladu. Stac¢i nam uz totiz iba dokazat, ze majuc zakladny trojuholnik
ABC a bod M predefinovany ako dotyk trojuholnika s jemu vpisanou kruznicou, tak kruznice vpisané AMB a
CMB sa dotykaju. Tito faza je zalozena na znamom a jednoduchom tvrdeni o dlzkach usekov medzi bodom
dotyku vpisanej kruznice a vrcholom trojuholnika. Spominané tvrdenie vyjadruje dizky tychto tisekov pomocou
dlzok stran trojuholnika (a okrem samotného vyjadrenia z neho aj vyplyva, ze dlzky tsekov z jedného vrchola sa
rovnajua). ’

Vsimnime si najskor, Ze na to, aby sa nam kruznice dotykali, musi byt vzdialenost od bodu M do bodov dotyku
tychto kruznic so spolo¢nou stranou MB rovnaka. Tieto vzdialenosti si vieme vdaka zndamej vlastnosti preniest

’Samotné explicitné znenie vyjadrenia si mozete precitat napriklad tu, v odseku “touchpoints™ http://mathafou. free.fr/themes_en/
kincircle.html
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na stranu AC. Oznac¢me si preto X a Y postupne bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku AMB so stranou AC
a bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku CMB so stranou AC. Chceme ukdzat rovnost [ XM| = |[MY].

Na dokaz tejto rovnosti vyuzijeme spominany vzorec, pomocou ktorého mézeme oboje dlzky vyjadrif pomocou
dlzok stran v trojuholnikoch AMB a CMB. Tento vzorec aplikovany na stranu XM mé nasledovny tvar: |[XM]| =
2(JMA| + |MB| - |AB]|) a podobne |YM| = 1(|]MC]| + |MB| - |CB|). Ak ddme tieto dve vyjadrenia do rovnosti, tak
po jednoduchych upravich ndm zostane overit platnost: |AB| — |[MA| = |CB| — |[MC]| (tu doslo este aj k vymene
znamienok na oboch strandch rovnice). Tato rovnost ide ukdzat bud opatovnym vyuzitim rovnakého vzorca,
tentoraz aplikovaného na trojuholnik ABC a jeho vpisand kruznicu, alebo aj nasledovne. Ozna¢me este Pa Q body
dotyku vpisanej kruznice trojuholniku ABC so stranami AB a CB. Potom vieme, Ze |[MA| = |AP| a [MC| = |CQ),
¢im vieme nasu rovnost upravit na |[AB| — |AP| = |CB| - |CQ)|. To je ale ekvivalentné |BP| = |BQ|, ¢o samozrejme
plati, nakolko B mdzeme vnimat ako priese¢nik doty¢nic ku kruznici vpisanej ABC. (Navyse rovnakd rovnost sme
uz v tlohe vyuzili niekolkokrat. Ak ste si to neuvedomili, precitajte si tento odstavec este raz.)

1.10 Kontradikciéo Monotheism Superlatif opravoval Miso S.

Zadanie. Nad starovekymi Grékmi bdelo nespoletné mnozstvo bohov. Zapamditat si vsetky tie ich mend je priam
nemozné. Ani my si ich nepamdtdame. Preto miesto mien ich budeme volat ¢islami. Taky Zeus, vladca Olympu, mal
¢islo 5, ktoré mad nasledovnii zaujimavii vlastnost. Vieme ho vyjadrit ako sucet aj siicin piatich celych cisel, ktoré su
v oboch pripadoch rovnaké 5=5-1-1-(-1)-(-1) =5+ 1+ 1-1- 1. Z toho dévodu Zeus byval na Olympe len s
bohmi, ktori mali tiito vlastnost tiez.

Ndjdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré existuje n (nie nutne roznych) celych Cisel, ktorych siicet aj siicin je rovny
n.

Riesenie

Oznac¢me si hladand mnozinu ¢isel x;, x,, ..., x,. Manam platit x; + x, +---+x, =nax; -xp -~ X, = .

Mozeme si vsimnut, Ze ak mame nejaki mnozinu ¢isel a pridame k nej jednotku, sticin sa nezment, ale sucet (ktory
oc¢akavame, zZe zvyc¢ajne bude mensi), sa zvacsi o 1. Dalsia uzito¢na vec, ktord sa moze hodit pri konstrukcii, je, ze
pridanim $tyroch ¢isel -1, —1, 1, 1 sa nezmeni ani stcet, ani suc¢in. Teda ked sa nam podari zapisat nejaké ¢islo

n ako sucin aj sucet tych istych ¢ ¢isel, vieme ho zapisat aj ako sucet t + 4, t + 8, ... isel atd.

Kedze x;-xy -+ X, = n, musia byt vSetky x; delitelmi ¢isla n. KedZe chceme v tomto tvare zapisat ¢o najviac ¢isel, a
to aj prvocisla, ¢i Cisla, ktoré su sic¢inom len malo prvocisel a tazko sa rozkladaju, bolo by dobré najst taky rozklad,
ktory obsahuje ¢o najviac +1 a ¢o najmenej inych ¢isel.

KedZe pridanie $tvorice 1, 1, —1, —1 k nejakému zapisu nezmeni ani sucet, ani sucin, pre ¢isla n = 4k + 1 vieme
jednoducho za ¢isla x; zobrat ¢islo n, 2k jednotiek a 2k minus jednotiek.

n=mn-(-1)*.1%*

n=n+(-1)-2k+1-2k

Ak mame parne ¢islo, musi vo svojom rozklade obsahovat parny pocet parnych sc¢itancov, a teda aj Cinitelov. Je
to kvoli tomu, ze keby ich bol neparny pocet, ich sucet by bol parny a k nemu by sme pridali eSte neparny pocet
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neparnych cisel (zvy$né scitance) a dokopy by sme mali neparny stucet. My ale potrebujeme dostat parny sucet
rovny .

Z toho vidno, Ze ¢isla tvaru n = 4k + 2 v pozadovanom tvare zapisat nemozno. Su parne, musime pouzit aspon
jedno parne x;, ale zaroven takych musi byt parny pocet, ¢ize musime mat aspon dve. Avsak vtedy uz sucin bude
delitelny 4 a je jedno, ¢o k tomu prinasobime, nikdy nedostaneme ¢islo tvaru 4k + 2.

Ak mame ¢islo 4, musime tiez pouzit aspon dva parne ¢initele, takze musime pouzit ¢isla 1, 1, 2, 2 s nejakymi
znamienkami. Zapornych musi byt vzdy parny pocet. Ak budu vsetky kladné, dostaneme sucet 6, ak budu aspon
dve zdporné, dostaneme najviac 2 + 2 — 1 — 1 = 2. Ani $tvorku teda zapisat nevieme.

Ak vSak budeme mat vacsie Cislo delitelné $tyrmi, rozklad na sucin n = 7 -2 ndm uZ pomoze, len sa musime pohrat
so znamienkami tak, aby sme dostali spravny sucet. Znamienko pri dvojke dokonca zavisi od zvysku n po deleni
Osmimi, teda pre n, ktoré je nasobkom 4, rozlisime dva pripady:

1. n=8kk>1:
n=2-(4k)-(-1)%*.1%2,

n=2+4k+(-1)-(2k) +1-(6k-2),

2. n=8k+4,k>1:
n=(-2)(4k+2)-(-1)%*1. 163,

n=(-2)+(4k+2)+(-1)- (2k—1) +1- (6k+3).

Cislo 4 by patrilo do pripadu 2., lenze k by bolo 0 a pocet minus jednotiek by musel byt 2k — 1 = -1, ¢o nie je
mozneé.

Napokon nam ostavaju ¢isla #n tvaru 4k + 3. Tie st tvrdy orieSok. Ak skuSame takéto ¢isla zapisat v pozadovanom
tvare, nijak sa nam to nedari, takze by sme mohli skusit dokazat, Ze sa to nedd. Z toho, ¢o sme zistili doteraz,
zrejme budu dolezité zvysky po deleni 4. KedZze mame n neparne, vSetky x; musia byt neparne, teda mat zvysok 1
alebo 3 po deleni 4 (inak dostaneme parny sucin).

Pouzijeme dokaz sporom. Pre spor predpokladajme, Ze sme nasli vyhovujtce ¢isla x; a roztriedme ich podla
zvyskov a znamienok.

Ozna¢me A pocet tych, ktoré maji zvysok 1 a su kladné (napr. 1, 5, ...), B pocet tych, ktoré maju zvysok 3 a su
kladné (3, 7, ...), pre zaporné ozna¢me C pocet tych, ktoré maju v absolutnej hodnote zvy$ok 1 (-1, -5, ...) a D
pocet tych v absolutnej hodnote so zvy$skom 3 (-3, -7, ...).

Musi platit, ze vetkych x; so zvyskom abs. hodnoty 3 je neparny pocet, inak bude mat celkovy sucin absolutnych
hodnét zvysok 1 (dvojica ¢isel so zvyskom 3 ma sucin so zvyskom 1), takze B a D maji réznu paritu.

Dalej méme n = A + B+ C+ D =3 (mod 4), pretoze pocet vietkych x; je dohromady n.

Podme sa pozriet na to, aky zvy$ok ma sucet ¢isel x; a porovnat ho s »:

n=x;++x,=A-1+B-3-C-1-D-3=A-B-C+D=n=A+B+C+D (mod4),
A-B-C+D=A+B+C+D (mod 4).
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Vsetkych zapornych ¢isel musi byt parny pocet, aby bol sucin kladny, teda

C+D=0 (mod2),

2C+2D=0 (mod 4).

Ked tuto kongruenciu od¢itame od pravej strany, dostaneme
A-B-C+D=A+B-C-D (mod4),
-B+D=B-D (mod4),
2B-2D=0 (mod 4),
B-D=0 (mod?2),

¢o je ale spor, pretoze B a D musia mat roznu paritu (ako sme uz ukazali vyssie).

Aby sme si to zhrnuli, ¢isla n, ktoré sa daju zapisat ako sucin aj sucet tych istych n celych ¢isel, st prave vsetky ¢isla
so zvy$kom 0 alebo 1 po deleni 4 okrem samotného ¢isla 4.
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