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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kradez Matematickych Symbolov (x < 1) opravoval Tomas J.

Zadanie. Nadrdnom vstipil muz do budovy, nad ktorou prdve doblikal neénovy ndpis ,Danteho Detektivna Agen-
tura,” snal si z hlavy klobiik a aj so sakom ho zavesil na vesiak. Presiel zo pdt metrov a sadol si za svoj dubovy stol.
Vylozil si nani nohy a zobral do riik noviny. Hladiac na titulnii stranu uvidel, Ze je zase niekto nezvestny. Danteho
detektivnou agentiirou sa ozyvalo: ,,Chalani! Vyzera to, Ze mdme znovu robotu!”

Ndjdite vsetky dvojice kladnych celych ¢isel (a, b), pre ktoré plati
4° =0 +7.
Niekto ich zase uniesol. Ndjdite ich! Bleskovo!* kri¢al Dante na svojich podriadenych.
Riesenie
Rovnicu zo zadania si upravime nasledujicim spésobom
4% - b* =7,
(2°)2 — b? = 7,
(2°-b)(2*+b) =7.
Stcin dvoch celych ¢isel je kladny. Vieme, ze 22 + b > 0, teda aj 2% — b > 0. Stcin tychto dvoch kladnych celych
Cisel je 7. Také ¢isla st iba 7 a 1.
Pretoze 27 — b < 2% + b,
2-b=1, 2°+b=7.
S¢itanim tychto rovnic dostaneme 2-2% = 8,tedaa=2ab = 3.

Odpoved: rovnici vyhovuje iba dvojica isel (2, 3).

2.2 Korab Mornar Strielal (x < 2) opravoval Ondrej

Zadanie. Dante pokryval so svojou firmou okrajovii ast ekonomického zdujmu. Mal za vilohu riesit problémy, ktoré
sa obcas v meste vyskytli. Matematické problémy. Aj napriek nepocetnej cielovej skupine sa mu darilo, pretoZe jeho
zdkaznici boli zdmozni a dobre mu platili. Napriklad taky admiral Ulysses S. bol celkom grand. To znamend, Ze
dobre platil. Nerdd vsak za municiu, preto si zavolal Danteho agentiiru, aby mu vyriesila tento problém:

Na mori - pozri obrdzok - sa nachddza na nezndmom mieste lod tvaru T-cka - ako na obrdzku - pricom vsak moze
byt lubovolne otocend. ,,Na kolko najmenej policok potrebujem vystrelit,” pytal sa admirdl Ulysses S.,
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»aby som s istotou trafil lod' v mori bez ohladu na to, kde sa nachddza? A poriadne mi aj zdovodnite, Ze na menej
vystrelov mi to nie vzdy vyjde, nebudem tu predsa plytvat municiou!*

Lod

More

RieSenie
Mame zistit na kolko najmenej policok musime vystrelit, aby sme lod zasiahli bez ohladu na jej polohu. Podme

sa pozriet na to, aké unikatne pozicie moze lod zaberat, teda také, ktoré sa neprekryvaji. KedZe nasa plocha ma
16 polic¢ok a lod zabera 4, teda takychto pozicii moze byt najviac 4.

Zac¢nime v lavom dolnom rohu. Na to aby sa ¢ast lod nachddzala v rohu musi byt plocha strana lode popri kraji
mora. Mame na vyber bud horizontalne alebo vertikalne. Ale vertikdlne nam nevyhovuje, lebo si odrezeme dve
poli¢ka, pouzijeme horizontalnu (¢ervena lod na obrazku). Ak zrkadlovo zoberieme takuto poziciu na druhej
strane, jednoznac¢ne dostaneme aj tretiu aj $tvrtu, ktoré sa nachadzaju medzi nimi. Dostaneme takéto rozdelenie:

Pri tomto rozdeleni vieme, ze do kazdej farby musi padnit minimalne jedna strela, ak chceme matistotu, Ze trafime
lod. Teda potrebujeme minimalne $tyri vystrely. Ale ta strela nemoéze padnut hocikam, ak chceme trafit na istotu
fubovolnu lod. Kazda lod je presne dana svojim $picom. Ak vystrelime do $picu kazdej nasej zony, tak ostana
nezasiahnuté len pozicie, kam sa nezmesti celd lod (prinajlepsom len lod bez $picu), teda lod urcite zasiahneme.

https://www.kms.sk/ 2 kms@kms . sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

2.3 Kognitivnha Matematicka Spoloc¢nost (x < 3) opravoval Milo§

Zadanie. Nadisiel dalsi den. Slnko svietilo nad Manhattanom 50 rokov. Dante vstipil do svojej agentiiry, sfial si z
hlavy klobiik a aj so sakom ho zavesil na vesiak. PreSiel zo pdt metrov a sadol si za svoj dubovy stol. Vylozil si nan
nohy a z vrecka vytiahol niekolko po sebe idiicich kladnych celych cisel takych, Ze ich sucet bol 1000. Kolko ich mohlo
byt najviac?

RieSenie

Na riesenie tejto tlohy pouzijeme znamy vzorec pre sucet prvych i kladnych celych ¢isel

i(i+1).

1+2+3+--+(i-1)+i= 5

(1)
Tento vzorec mdzeme vyuzit, aby sme zistili sucet ¢isel od n po n + k — 1. Preco prave k — 1? VSimnime si, zZe ¢isel
od n pon+k—1je prave k. Stac¢i nam uz teda ndjst iba najvyssiu moznu hodnotu k, aby sme zistili odpoved na
otazku zo zadania.

Pomocou (1) vieme vypocitat sucet ¢isel od 1 po n + k — 1. Nas vSak zaujima sucet od n po n + k — 1, a nie od 1.

Nestac¢i nam teda pouzit (1) iba raz. Budeme musiet od suctu ¢isel od 1 po n + k — 1 od¢itat sucet Cisel od 1 po
n-—1:

1+2+---+(n—2)+(n—1):—(n_zl)n,
142+ +(n-1D)+n+(n+1)+-+(n+k-2)+(n+k-1) = (n+k—;)(n+k),
@+n+(n+1)+---+(n+k—2)+(n+k—1): (n+k—;)(n+k)’
na (ne1) ot (nak-2)+ (n+k—1) = (’”k‘;)(””‘) . (”‘21)”,
(n+k-1)(n+k) ~ (n—1)n 1000
2 2 ’

n* +2nk + k* —n—k - (n* - n) = 2000,
2nk + k* — k = 2000,

k(2n+k—1) = 2000.

Mozeme si v§imnut, ze hfadame dve kladné celé ¢isla, ktorych stiéin je 2000. Aby toto tieto &isla splnali, musia byt
obe delitelmi 2000. Dalej mozeme pozorovat, Ze k < 21 + k — 1. Delitele ¢isla 2000 teda mdzeme priradit k tymto
dvom ¢initelom nasledovne:
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k 1 2 4 5 8 10 | 16 | 20 | 25| 40
2n+k-1 | 2000 | 1000 | 500 | 400 | 250 | 200 | 125 | 100 | 80 | 50

KedZze chceme najst ¢o najvacsie mozné k, skisime za k dosadzat postupne najvyssie mozné hodnoty. Ak k = 40,
potom 271 + k — 1 = 50, o by znamenalo, ze n = 5. My viak vieme, Ze n musi byt celé ¢islo, teda k # 40. Dalsia
moznost je k = 25. Potom 2n + k — 1 = 80, z ¢oho n = 28. Tieto hodnoty vyhovuju vSetkym podmienkam zo
zadania, nasli sme teda rieSenie.

Dante mohol mat najviac 25 po sebe idtcich kladnych celych ¢isel:

28+29+30+---+50+51+52=1000.

Pozn.: Na vzorec sa dalo prist aj nasledovne. Vypiseme si sticet ¢isel od n po n — k + 1. Vsimnime si, Ze sa v fiom n
nachddza prave k krat a zvysné cleny tvoria siicet ¢isel od 1 po k — 1:

n+(n+1)+(n+2)+--+(n+k-2)+(n+k-1)=1000,
kn+1+2+---+(k-2)+(k—1) = 1000,

ko K= Dk _ 1000,

2nk + k* — k = 2000

k(2n+k—1) = 2000.

2.4 Kasino, Moc a Slava (x < 5) opravovala Robka

Zadanie. Ked Danteho nebavilo riesit problémy inych, tak si vyrazil do lokdlneho kasina osklbat niekoho o peniaze.
Dnes bola v ponuke takdto hra:

Dvaja hrdci - jeden nalavo a jeden napravo - hrajii hru. Pre potreby hry je na stole vyloZenych 2020 cervenych, 2020
zelenych a 2020 modrych zeténov. Zacina hrdc napravo od Zetonov, ktoré sii uprostred stola. Potom sa hrdci striedajii
v tahoch. 'V jednom svojom tahu si hrdac¢ zoberie zo stola aspori jeden Zeton, avsak nesmie si zobrat viac ako jeden
Zeton rovnakej farby. Vyhrdva ten hrdc, ktory zoberie tiplne posledny zZeton zo stredu stola. Kam si md Dante sadniit,
aby mal proti svojmu stiperovi vitaznii stratégiu? Svoje tvrdenie zdovodnite.

Pozndamka: Vitaznd stratégia znamend, Ze hrac vie volit také tahy, aby vyhral bez ohladu na to, aké tahy vykondva
jeho stiper.

Riesenie
Stav hry budeme oznacovat trojicou prirodzenych &isel (C, Z, M), kde &isla C, Z, M oznacuja pocet ervenych, ze-

lenych a modrych Zeténov na stole. Hra za¢ina v stave (2020, 2020, 2020) a kon¢i, ked niektory z hra¢ov dosiahne
stav (0,0,0).

https://www.kms.sk/ 4 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Ulohy, v ktorych je potrebné ndjst vitaznu stratégiu sa obycajne riesia od konca. Budeme hovorit, Ze stav hry je
vyhravajuci, ak hrac¢ na tahu vie z tohto stavu zarucit svoju vyhru. Inak je stav prehravajuci.

Zrejme stavy (1,0,0), (1,1,0), (1,1, 1) a ich permutdcie st vyhrévajice, pretoze hra¢ na tahu moze zobrat vietky
zetony a ihned vyhrat. Dalej vieme zistit, Ze (2,0,0) je prehréavajuci stav, pretoze jediny dovoleny tah nés dostane
do stavu (1,0,0). Avsak to je zle, pretoze z tohto stavu vie nd§ stiper vyhrat. Analogicky pre permutécie, t.j. stavy
(0,2,0)a(0,0,2). Nésledne stavy (2,1,0), (2,1,1),(3,1,0) a(3,1,1) st vyhravajice. Mdzeme totiz zobrat zetony
tak, aby sme skon¢ili v stave (2,0,0). Z tohto stavu totiz nemdze super vyhrat, a preto vyhrdme my.

Takto mdzeme postupovat az do nekoneéna. Trvalo by ndm v§ak dlho, kym by sme sa dostali do stavu (2020, 2020,
2020). Namiesto toho je uZito¢né v§imnut si vo vyhrévajucich poziciach nejaky vzor. Tu to vobec nie je tazké. Ak
si vypiSeme dostato¢ne vela pozicii, mézeme lahko odhadnut, Ze prehravajice su prave tie pozicie (M, Z, C), kde
vietky tri M, Z, C st parne. Z toho vyplyva, Ze vitazna stratégia spociva v tom, Ze budeme hrat tak, aby vzdy po
nasom tahu boli M, Z aj C parne. Toto musime aj dokdzat.

Ak je super na tahua M, Z, C st parne, tak musi zobrat aspon jeden zZetdn, a preto po jeho tahu bude urcite aspon
z jednej farby na stole neparny pocet zetéonov. Nasledne my mozeme zobrat Zetdny tych farieb, z ktorych je na stole
neparny pocet. Tym sa znova dostaneme do situacie, kde M, Z, C st parne. NavySe super nemoze vyhrat, lebo
po jeho tahu bude vZdy aspoii z jednej farby nepérny pocet zeténov. Preto nikdy neméze dosiahnut stav (0,0,0).
KedZe hra urcite skon¢i, tak musime vyhrat my.

Hra zadina v stave (2020, 2020, 2020), ktory je prehréavajici, preto Dante musi ist druhy a postupovat vyssie opi-
sanou stratégiou.

Poznamka: Opisat stratégiu v tejto konkrétnej tlohe bolo o dost jednoduchsie. Funguje napriklad stratégia zo-
pakovat tah predchadzajiceho hraca. V skutoc¢nosti je to ta ista stratégia, ktorti sme opisali v naSom rie$eni. My
sme chceli ukazat postup, ako sa na stratégiu da prist, v komplikovanejsich tlohach.

2.5 Korporacii Modeluj Symbol (x < 8) opravovali Mimi a Tomas S.

Zadanie. Rdno sa Dantemu tazko vstavalo do roboty. Ved aby nie, ked'to véera prehnal s oslavami svojho velkolepého
vitazstva v kasine. Preto ked'mu rano prisla dalsia ponuka, delegoval ju na svojich podriadenych - teda na vds. Chcelo
sa mu spat.

,Vazeny pan Dante, nase firemné logo je zloZené zo Siestich zhodnych rovnoramennych trojuholnikov, ktoré sii umiest-
nené tak ako na obrdzku, ktory Vam v prilohe posielame. Nase logo vsak moZe byt dokonalé len ak body M, F, C
lezia na jednej priamke. Zistite ndm, prosim, ¢i body M, F, C leZia na jednej priamke. Musi to nevyhnutne platit bez
ohladu na pomer dlzok strdn rovnoramennych trojuholnikov? Svoje tvrdenie zdévodnite.
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RieSenie

Akym sposobom by sme vedeli dokazat, ze body M, F, C lezia na jednej priamke? Predsa pomocou vrcholovych
uhlov, sta¢i dokézat |< CFD| = |<EFM|. KedZze zadané trojuholniky si zhodné a rovnoramenné, tvar celého
obrazka zavisi len od jedného uhla. Napriklad ked si ozna¢ime | < ACB| = a, vietky ostatné uhly zévisia len od
hodnoty & a pri troche $tastia by sa nam ich mohlo podarit dopocitat. Kazdy z nasich $est zhodnych trojuholnikov
ma dva uhly rovné « a jeden uhol 180° - 2a.

Vyjasnime si este jednu vec. Zadanie hovori, Ze trojuholniky st umiestnené ako na obrazku, ¢im sa mysli aj to, ze
body st usporiadané v rovnakom poradi ako na obrazku. To konkrétne znamena, ze bod D lezi vnutri usecky AC,
¢o je to ekvivalentné s tym, Ze trojuholnik ABC m4 kratsiu zakladiiu ako ramena, |CB| < |AC|.

Zamerajme sa na uhol |< CFD|. Trojuholnik CDF je rovnoramenny, lebo |FD| = |ED| - |EF| = |AC| - |AD| =
|CD|. Vieme, Ze uhol FDA ma velkost « a je vonkaj$im uhlom v trojuholniku CDF. VyuZijeme, Ze sucet dvoch
vnutornych uhlov trojuholnika je rovny vonkajsiemu protilahlému uhlu (premyslite si), teda | < CFD| + | < FCD| =
| < FDA| = a. Zaroven z rovnoramennosti su uhly | < CFD| a | <« FCD| rovnaké, takze oba maju velkost a/2.

K M

Teraz by sme chceli vyjadrit uhol | < EFM], idealne aby bol tiez /2. Viimnime si patuholnik FGHKM. Styri jeho
strany maju rovnaku dlzku a tri uhly FGH, GHK, HKM maju rovnaku velkost, lebo st zlozené z dvoch uhlov
« = |<IGH| = |<JHK| = | < LKM| a 180° - 2a = |< FGE| = | <« GHI| = | < HK]J|. Patuholnik vyzera byt symetricky
podla osi usecky MF. Dalo by sa to zdévodnit tym, Ze rovnoramenny trojuholnik GHK je symetricky podla osi
uhla GHK, na tisecky HK a HG napojime tsec¢ky KM a GF rovnakej dlzky pod rovnakymi uhlami, takze bud tiez
symetrické podla tejto osi uhla. Potom obraz uhla KMF v osovej simernosti podla tejto osi je uhol GFM, takze
maju rovnaku velkost: |< KMF| = |< GFM]|.

Uvedieme este jedno zdovodnenie rovnosti |< KMF| = | < GFM|. Rovnoramenné trojuholniky FGH a HKM st
zhodné podla vety sus, takze |HF| = |[HM|. Trojuholnik MHF je rovnoramenny, takze |< HFM| = | < HMF|. Uz
Tahko spo¢itame rovnost uhlov |< KMF| = |« KMH| + | < HMF| = | < GFH| + |< HEM| = | < GFM|.
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Dalej pouzijeme poznatky, ze | < KMF| = | < GFM], a Ze sucet uhlov v patuholniku je 540° a dostaneme

540° - 3|< GHK| _ 540° - 3(180° - &) _3a

| < GFM| = :
2 2 2

Nakoniec naozaj dostévame | < EFM| = | < GFM| - | < GFE| = 2a— & = a/2, ¢im sme dokazali, ze body M, F, C budu
vzdy lezat na jednej priamke, nezavisle od tvaru trojuholnika ABC.

2.6 Komplikovana Mordovacka Strelcov opravovali Lucy a Jozo

Zadanie. Dante sa uz-uz chcel prevalit na druhy bok, ked mu zazvonil telefon. ,,Macka spadla do virivky. Nasol
chechtaky. Dnes v noci v Central Parku,* zavréal hlas jeho partnera Krumpla. Dante zavrcal a zloZil.

V tii noc sa chystala prestrelka medzi vietkymi gangami v Central Parku a Dante to nepldnoval nechat tak. V ¢asoch
detektiva Danteho si Hippies presadili svoje a Central Park bol prerobeny do tvaru nekonecnej stvorcekovej siete, kde
uprostred kazdého vrchola stal strom — povazZujeme ho za bod. Vsetci clenovia gangov — dokopy 2020 clenov - sa
rozostavili po sieti. Kazdy si chce vybrat jeden strom, zotat ho a postavit sa na jeho pe#i. KedZe vsak nikto nechce, aby
mu nepriatelia — alebo hoci aj priatelia — zmizli z dohladu, chcii sa rozostavit tak, aby visecka spdjajiica lubovolnych
dvoch gangsterov neprechddzala Ziadnym stromom ani priom s inym gangstrom. Dante sa poskriabal na hlave a
zamyslel sa: existuje vobec také rozostavenie? Svoje tvrdenie zdovodnite.

RieSenie
Po chvili uvah (a pripadného hrania sa so $tvor¢ekovym papierom alebo GeoGebrou) zrejme dojdeme k zaveru,

ze obsadit viac ako $tyri vrcholy je pomerne naro¢né. Vieme, ze medzi lubovolnymi dvoma obsadenymi vrcholmi
nemoze byt iny vrchol, ¢i uz obsadeny, alebo nie.

Kazdy vrchol mézeme oznacit x-ovou a y-ovou celociselnou stiradnicou, ktoré nam jasne urcia jeho poziciu. Za-
myslime sa teda, ¢o pomocou suradnic vieme zistit. Bude nas zaujimat najmé, kedy sa ludia budu vidiet.

Pre jednoduchost uvazujme, ¢o vidi ¢lovek, ktory obsadil strom vo vrchole A = [0,0]. Na aké vrcholy dovidi?
Vieme, Ze ak sa pozera nejakym smerom a uvidi vrchol (obsadeny alebo nie), tym istym smerom uz Ziaden dalsi
vrchol nevidi. Suradnice dalsich vrcholov tymto istym smerom musia byt nasobkom stradnic najblizsieho vrchola.
Napriklad ak vidi vrchol [4, 5], nebude uz vidiet vrcholy [8,10], [12,15] a tak dalej. Mozeme teda povedat, Ze ak
vieme suradnice nejakého bodu zapisat ako [kx, ky], tento vrchol neuvidime cez vrchol [x, y]. To znamend, ze
¢lovek vo vrchole [0,0] nebude vidiet tie vrcholy, ktorych suradnice st sudelitelné.

Kedy sa dvaja ludia vidia? Vo vSeobecnosti nas bude zaujimat ich vzajomna poloha, teda rozdiel ich x-ovych a
y-ovych suradnic. Presnejsie, ak je ¢clovek A vo vrchole [ay,a,] a ¢lovek B vo vrchole [b,, b, ], tak sa pozrieme na
rozdiely d, = b, — a, ad, = b, — a,. Polohu ¢loveka B si vieme vyjadrit aj ako [a, + d, a, + d,]. Co ak by ¢isla d,
a d, mali spolo¢ného delitela k > 1, teda by platilo d, = kx a d, = ky? Potom by sa medzi ludmi A a B nachéddzal
vrchol [a, + x,a, + y], cez ktory by na seba nevideli. Preto musia byt rozdiely d a d, nesudelitené.!

Podme teda ukazat, Ze 2020 ludi nevieme rozmiestnit tak, aby na seba vsetci videli. Ukazeme, Ze pri akomkolvek
rozmiestneni najdeme dvoch Iudi, ktori na seba nevidia. To znamena, Ze rozdiely ich suradnic st sudelitelné.
Najjednoduchsie by bolo ndjst také rozdiely stradnic, ktoré by boli delitelné dvomi. Zamyslime sa, kedy nastane

'Moézete si premysliet, ze v pripade, Ze st dy a d, nestdelitelné, tak A a B naozaj na seba vidia. Z nagich tvah to este nevyplyva. Avsak
kedZe ukazujeme neexistenciu rozostavania, tento fakt nepotrebujeme.
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takyto pripad. Nastane, ked maji obe x-ové siradnice rovnaku paritu, podobne aj y-ové (nie nutne ta istu ako
x-ové). Kazdy bod ma dve suradnice a kazdd moze byt parna alebo neparna. To znamend, ze mame $tyri typy
vrcholov v zavislosti na ich parite. Ak obsadime 2020 vrcholov, kazdy z nich vieme priradit do niektorej z tychto
$tyroch skupin. KedZze bodov je viac nez skupin, v aspon jednej skupine musia byt aspon dvaja ludia.” Tito dvaja
maju rozdiely stradnic parne, teda na seba nevidia — presne v strede medzi nimi sa nachadza vrchol (¢i uz so
stromom alebo s ¢clovekom). Tymto sme dokazali, Ze neexistuje také rozostavenie, aby na seba vsetci videli.

2.7 Kupuj Municiu Symetricky opravovali Milo$ a Juro

Zadanie. Dante si pobavene odplul a vyrazil z domu. Pred prestrelkou je iste potrebné si kupit kokosdky do bambitky.
Zohol sa a presiel cez skryty podchod medzi dvoma avenues. ,Sevas, Jerry, stary krokodil,” zavrcal, ked natriho spoza
Spinavych dveri vykukol nie menej Spinavy chlap. Pod dalej a nasol si klobdsku,” uskrnul sa Jerry a vstipil do
obchodu. Dante si chce kupit naboje do dvoch bambitiek. Ndboje skladuje vo velkych stvorcoch, preto by bol rdd,
keby aj pocty nabojov boli stvorcami prirodzenych cisel. Dante mad rad poriadok, preto by rad kipil oboch typov
krabiciek rovnaky pocet. Zaujimalo by ho vsak, aké md moZnosti.

7 vrs

Ndjdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré sui obe Cisla 12n — 119 a 75n — 539 druhymi mocninami celych Cisel (nie
nutne rovnakych).

Riesenie

Nech teda spominané celé ¢isla st x, y > 0, tj
12n - 119 = x%,
75n — 539 = y*.

Upravme si obe rovnice, aby pri n bolo v oboch rovniciach rovnaké ¢islo. Teda najjednoduchsie je, aby sme obe
rovnice vynasobili na ¢islo nsn(12,75) = 300. Dostdvame

300n = 25x° + 25 - 119,
300n = 4y* + 4 - 539.
Ked odpocitame rovnice navzdjom, dostaneme
0 =25x* —4y* +25- 119 — 4- 539.
Upravime na sudin $tvorcov zndmou formulkou a? — b = (a + b)(a - b) a po vy¢isleni si¢inov dostaneme

0 = (5x+2y)(5x—2y) + 819.

Toto tvrdenie ma aj svoj nazov. Vola sa Dirichletov princip a vo vieobecnosti hovori, ze ak mame nejaké predmety podelené do
skupin a predmetov je viac ako skupin, tak existuje skupina s aspont dvomi predmetmi. Takéto tivahy a cielené rozdelovanie predmetov
do skupin vie byt uzito¢né pri mnohych, aj naro¢nej$ich ulohdch tohto typu. Zaujemcom odporucame si precitat viac v Zbierke KMS na
str. 67.
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Teda findlne dostdvame

(2y - 5x)(5x+2y) =819=3-3-7-13.

Druhd zatvorka je kladna, teda obidve musia byt kladné. Zjavne prva zatvorka je mensia ako druha a musi na-
dobudat hodnoty nejakého delitela ¢isla 819. Dostdvame tak 6 moznosti, kazdu vyriesme zvlast. Moznosti st
rozpisané v nasledujucej tabulke.

2y-5x 2y+5x 4y X
1 819 820 409/5
3 273 276 27
7 117 124 11
9 91 100 41/5
13 63 76 5
21 39 60 9/5

Na vypocet stipcov tabulky sme pouzili vztahy

Y
819 Z - (2y-5x)
2y+5= , 4y = (2y - 5x) + (2y + 5x), =2 7 7
A y = (2y - 5x) + (2y + 5x) x -

Dal$ie moznosti uz neexistuju, pretoze dalie delitele ¢isla 819, ktoré méze nadobudat zatvorka (2y — 5x) by boli

vicsie ako zatvorka (2y+5x), ¢o nie je mozné. Dostavame tak jediné tri vyhovujice hodnoty ¢o méze byt x (x musi
) / o s . 7 A . . N 2

byt celé!), a to 27,11,5. Ak si tieto tri hodnoty dosadime do povodnej rovnice zo zadania, kde teda n = *H12

12 2
dostaneme tak n = 28,28 4 7 tychto vychadzaju celé iba posledné dve ¢islan = 22 = 20, an = 12 = 12,

12 12
Overime si to aj na druhej rovnici, ze to vychadza: 75 - 20 — 539 = 961 = 312, a moznost pre n = 12 vychddza tiez

75-12 - 539 = 144 = 122

Vysledok: Rovniciam vyhovuju prave dve n,a to n = 20,n = 12.

2.8 Kulprit Musi Sediet opravoval Akos

Zadanie. Dante nakipil naboje a pristiipil k Jerrymu. Docuj, prisamvacku, oblas sa mi mari, Ze mds za pultom
zasmodrchaného nejakého gan-“ V tii ranu spoza pultu vyskocil vysoky uhol a vyrazil na ulicu. Dante sa obrdtil na
podpdtku a v zlomku sekundy ho dolapil. ,,Pocuj, nie si ty ten uhol, o vykradol Banku pdna Bambulu na siedmej
avenue?* Uhol sa vsak len kritil a volal, Ze chce pravnika. Dante si teda posunul klobuik hlbsie do cela a pustil sa do
detektivovania. Je nacim dokdzat, Ze tento uhol a tamten uhol sii jeden a ten isty uhol.

Kruznica vpisand trojuholniku ABC sa dotyka strdn BC, AC, AB postupne v bodoch D, E, F. Usecka AD pretina
kruznicu vpisanu trojuholniku ABC druhy raz v bode Q. Priamka p je rovnobeznd s priamkou BC a prechddza cez
bod A. Priamky DF a DE pretinaju priamku p postupne v bodoch P a R. Dokdzte, Ze uhly PQR a FQE majii rovnaku
velkost.

Riesenie
Nech su uhly trojuholnika ABC «a, 3, y ako obvykle. Najprv si uvedomme, ze uhly v trojuholniku DEF pozname,
st to postupne 90 — 7,90 — g, 90 — 2. Pre D sa to dé ukdzat s pouzitim vety o obvodovych a tsekovych uhloch pre
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uhly EFA a AEF: |<EFA| = |<EDF| = | < AEF|, a z trojuholnika AEF ziskavame, Ze tato spolo¢na velkost uhlov je
90° — 7. Pre zvy$né vrcholy to ide podobne.

Vidime dalej, ze uhol | < EFP| = 180° — | < DFE| = 180° — (90° — y) = 90° + y. A tiez sa d4 kvoli rovnobeZnosti PR a
DC odvodit | < PRE| = | < CDE| = 90° - y, teda sucet uhlov PRE a EFP je 180°, (alebo inak povedané, orientované
uhly PRE a PFE st rovnaké modulo 180°), teda $tvoruholnik FERP je tetivovy.

Dalej vieme, 7e |AF| = |AE| a dalej vieme, Ze | < REA| = 90° — L = | < ARE|, teda aj |AE| = |AR|, teda A je stredom
kruznice opisanej FERP. Z toho vdaka Talesovej vete vyplyva, Ze | < REP| = |< REP| = 90°, teda RF a PE su vy$ky v
trojuholniku DRP.

Teraz sa pozrime na to, Ze ¢o vlastne chceme ukézat: | < FQE| = | < RQP|. Ale z tetivovosti DEQF vieme, ze vlastne
chceme ukézat to, ze ak pri D méme uhol ¢, tak | < RQP| = 180° — ¢. Teda podarilo sa ndm ulohu previest ek-
vivalentnymi krokmi na tito zndmu lemu, ktoru ukdzeme iba v tomto $pecidlnom pripade, no da sa takymto
spdsobom ukazat aj vSeobecne, nie len s takymito uhlami.

Lema. Ak mame dany trojuholnik (tu DRP), tak ten bod (tu Q), ktory lezi na taznici z daného vrcholu s vhtitornym
uhlom ¢ (tu D), a tiez na kruznici urcenej tym istym vrcholom a dvomi patami vysok (tu kruznica DEF) pri tomto
vrchole ma vlastnost, Ze nad tretou stranou ma uhol 180° — ¢.

Dokaz. Vieme, ze FERP je tetivovy $tvoruholnik, teda vieme, 7e |< FPA| = |< FED| = | < FQD| = 180° — | < AQF|,
teda APFQ je tiez tetivovy, z ¢oho si vieme ziskat | < AQP| = | < AFP| = 90° — g, a podobne sa da ukazat tetivovst
AQER a|<RQA|=90° - %, atak teda

p

_5+900_z:900+ﬁ

|<RQP| = |<AQP| +|<RQA| = 90° . >

A nakolko pri D sme mali uhol 90° — 7, mdme nasu lemu dokézand.

Teda ukazali sme, Ze pozadované dva uhly sa naozaj rovnaju.
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2.9 Krizuj Mimomestské Spoje opravoval Marek

Zadanie. Dante nemal cas vyplitat sidne dokumenty, lebo ho éakala no¢nd nasdlacka. Revolver mal pripraveny na
najhorsie a jeho kokosdky ho taziliv kapsdch. Ako krdcal ulicou, zniesol sa pred neho muz s mechanickymi kridlami a
vyhtkol: ,Dante! Stvd¢ Ernest sa dozvedel, Ze sa ho dnes v noci chystdme capniit! Zobral melanz a zdrhol lietadlom!*
. Tak to teda nie,“ zavrcal Dante. Kiip si listky, Watson, lebo nasaddme... do biznis triedy.*

Stvac Ernest utekd pred 62 policajtmi, ktori ho prenasleduiii po leteckej sieti USA. V USA je 2020 letisk, pricom medzi
niektorymi dvojicami letisk su obojsmerné letecké spojenia. Kazdé spojenie spdja prdave dve letiska a medzi kazdymi
dvoma letiskami sa da prepravit vyuZitim najviac dvoch leteckych spojov.

Pocas prvého dria sa 62 policajtov lubovolne rozmiestni po letiskdach v USA, kludne aj viaceri na to isté letisko. Potom
cez prvii noc na niektoré letisko pricestuje Stvac Ernest, podla svojej volby. Po cely cas (teda uz aj v prvii noc) maji
Ernest aj prenasledovatelia informdcie o polohdch vietkych ziicastnenych. Kazdy deni sa moZe (ale aj nemusi) kazdy
prenasledovatel presuniit pomocou jedného leteckého spojenia z jeho letiska do nejakého iného letiska. Kazdii noc sa
moze (ale nemusi) Stvd¢ Ernest presunut na iné letisko pomocou jedného leteckého spojenia. Ak sa nejaky policajt
nachddza na letisku naraz so Stvaéom Ernestom (je jedno &i cez deti alebo v noci), Stvd¢ Ernest je okamZite zatknuty.
Dokdzu policajti zatkniit Stvdca Ernesta bez ohladu na jeho stratégiu cestovania a bez ohladu na to, ako vyzerajii
letecké spojenia medzi letiskami v USA?

RieSenie
Ernest sa nechce vo svojom tahu skoncit na letisku, ktoré je susedné s policajtom. Ak ano, tak cez den sa ten

policajt presunie na letisko kde je Ernest a zatkne ho. Takze otazka je, ¢i sa vie Ernest pohybovat tak, ze vzdy bude
aspon na dva lety od kazdého policajta.

Dalsie pozorovanie je, Ze ked je Ernest na letisku E s najviac (vratane) 62 susednymi letiskami, tak sa policajti vedia
cez den presunut tak, ze kazdy je v jednom z tychto susedov alebo jeho okoli — pretoze z Iubovolného letiska sa
vedia dostat do suseda E najviac s dvoma letmi. To znamend, ze bud by sa Ernest dostal vo svojom tahu do letiska,
v ktorom je policajt alebo do letiska, vedla ktorého je policajt. Takze Ernest moze len sediet a ¢akat kym ho druhy
den nezatknu alebo ho neobkolesia.

Ak mame letisko s aspon 63 vrcholmi, tak do neho postavime policajta a nech sa nehybe. Teda pohnut sa moze, ak
by mal na susednom letisku Ernesta. Takto efektivne pokryjeme 64 letisk. Prestaneme ich uvazovat ako moznosti
kam Ernest moze cestovat, zostane nam teda 2020 — 64 = 1956 letisk kam Ernest mdze cestovat a 61 policajtov na
pokrytie. Teraz ak Ernest je na letisku s najviac 61 susedmi (v novej letiskovej sieti), tak ho policajti vedia podobne
dolapit na najviac dva tahy, takze sa musi nachadzat na letisku, ktoré ma aspon 62 susedov. Ale tak na to letisko
posadime policajta, a preto Ernestovi odoberieme dal$ich 63 moznosti kam cestovat. Takto budeme pokracovat.

Postupne ak sme uz rozostavili k policajtov do letisk s aspon 63 — i linkami (i od 0 po k — 1), tak ak je Ernest na
letisku s najviac 63 — k — 1 susedmi, tak ho vieme na tri tahy chytit (podobny argument ako hore) alebo je to letisko
s aspon 63 — k linkami a tam umiestnime policajta.

Dostaneme sucet 64 + 63 + 62 + -+ + 3 = 2077 letisk, na ktoré Ernest nemdze cestovat. Co je viac ako 2020, a preto
vieme Ernesta zatknut.
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2.10 Konecny Masaker Sezony opravoval Pedro

Zadanie. Dante sa uz-uz chcel pustit za Stvdaéom Ernestom, ale vtom mu opdt zazvonil telefon. | Séfinspektor Ku-
linoha!“ zasalutoval reflexivne Dante, ked sa ozval familidrny hlas. ,Nechajte Stvdaca Ernesta méjmu okrsku a
sustredte sa na dnesnii prestrelku gangov," nariadil Kulinoha. ,Rozkaz, uskrnul sa Dante a zloZil. Dnes bude td
noc, na ktoru cely zZivot ¢akal. Ked sa zotmelo, zobral svoje bambitky a prisiel do Central Parku. S nabitymi pisto-
liskami sa opatrne zakrddal tmou, ked zrazu o nieco zakopol. Pozrel na cudesny objekt na zemi a prekvapenim mu
padla sdnka. Bola to trojposchodova torta s marcipanovymi svieckami a prilozenou kartickou. Na karticke stdlo:
»Detektivovi Dantemu. Ospravedliiujeme sa, Ze meskdme, ale vietci sme dostali mykézu na nohdch a musime zostat
doma liecit sa. Ako kompenzdciu vam prikladdme aspori malu hddanku. Podpisané: Gangy New Yorku.“ A na
druhej strane karticky svietila hddanka:

Ndjdite vsetky funkcie f: R — R také, Ze pre vsetky redlne Cisla a, b plati

fla) + fla + f(b)) = b+ f(f(a) + f(f(b)))

RieSenie

Funkciondlne rovnice st zaujimavé tym, Ze maju relativne podobnt $truktiru rieSenia. Najprv musime spravit par
jednoduchych dosadeni. Zo zjednodusenych vztahov ziskanych po dosadeniach sa snazime zistit nejaké uzitocné
vlastnosti funkcie, pekné rovnosti, popripade si tipnut rieSenie. Potom, ked uz mame celkom dost informacii,
prichadza cast, kedy sa snazime tilohu dorazit uz va¢sinou nejakym originalnym, pre tlohu $pecifickym spésobom
(hoci aj v koncovkach zvyknu byt isté strukturalne podobnosti).

Podobne tomu bude aj pri tejto konkrétnej funkcionédlnej rovnici. Skisme najprv dosadit dvojicu (0, x):

f(0) + f(f(x)) = x+ f(f(0) + f(f(x)))- (2)

Vidiac takéto nieco, skuseny riesitel funkciondlnych rovnic sa potesi. Preco? V tejto rovnici sa vyskytuje prave
jedno x osamote ,,vonku“, kym vsetky ostatné x st skryté ,vnutri“ funkcie f. Takyto jav signalizuje prostost funkcie
f. Preco?

Uvazujme a,b € R, a # b a predpokladajme f(a) = f(b). Potom ale lavd strana rovnice (2) nemeni hodnotu pre
a a b, avsak prava ano. To preto, lebo jediny vyraz, ktory meni hodnotu je osamotené a alebo b (ostatné vyrazy
nezmenia hodnotu vdaka rovnosti f(a) = f(b)). To je spor s tym, ze rovnost f(a) = f(b) moZe za predpokladu
a # b nastat. Preto f(a) = f(b) == a = b, ¢o je defini¢na vlastnost prostosti.

Naco ndm je prostost dobra? Nie je prostost sprostost? Nie, nie je. Prostost ma vo funkcionalnych rovniciach
mnoho vyuziti, pricom jedno z hlavnych je, Ze mozeme ,8krtat f“. Skutocne, ak sa ndm podari dostat k vyrazu
tvaru f(...) = f(... ), vdaka prostosti mozeme $krtnut funkcie a dostaneme rovnost vyrazov vnutri funkcii.

Podme si vymysliet dosadenie, kde by sme presne toto mohli vyuzit. Vsimnime si, ze ak dosadime dvojicu
(x,f(x)), tak sa ndm $krtnt f(x) na lavej aj pravej strane a dostaneme rovnost v ziadanom tvare:

fx+f(f(x))) = f(f(x) + f(f{A(x)))) == x+f(fx)) = f(x) + f(f(f(x)))- (3)
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Az doteraz bol kazdy krok plne motivovany predoslym. Samozrejme, niekedy pri funkcionalnych rovniciach treba
trochu skasat. Ak si teraz vyskasame par pokracovani, mozeme dospiet k nazoru, ze je ¢as posuntt sa do zatial
nespomenutej ,,casework” fazy.

Predpokladajme najprv, Ze f(0) = 0. Tento predpoklad funkciondlne rovnice ¢asto silno zjednodusi, pretoze ak
jedna premennd je 0, tak tymto sa zbavime ,zbytoénych* f(0) vo vyrazoch. Pozrime sa, ako sa ndm upravi (2) po

vymazani f{0):

f(f(x%)) = x+ f(f(f(x)))

Po pri¢itani x na obe strany rovnice dostaneme:

f((x)) + x = 2x + f(f(f(x)))-

A s vyuzitim (3) po jemnych upravach dostavame:
flx) = 2x.

Avsak ak toto dosadime do povodnej rovnice a overime rovnost, zistime, Ze takato funkcia zadaniu nevyhovuje.
Preto f(0) # 0. To uZ je celkom dobry signal zalat verit, Ze rieSenie rovnice neexistuje, pretozZe ak existuje, tak
velmi ¢asto byva f(0) = 0 a navy$e si mozeme skasit dosadit iné klasické funkcie a ziadna nebude fungovat.

Predpokladajme teda, Ze f(0) # 0. Este predtym, neZ sa masivne za¢neme hrat s f{0), pohrajme sa este trochu s (3).
Uvazujme novu notaciu: f(f(...(x)...)) = f"(x), teda napriklad f(f(x)) = f?(x) a dosadme f(x) za x. Dostaneme:
fx) +f3(x) = f2(x) + f*(x). Ak si teraz z (3) vyjadrime f3(x) a dosadime do predoslej rovnice, dostaneme
f4(x) = x. To je zaujimavé tvrdenie a okrem iného nam to hovori, Ze ak iterujeme zobrazenie (funkciu) fzacinajic
hodnotou x, tak sa budeme cyklit s cyklom dlzky 4 alebo 2 alebo 1. Okrem toho si mézeme vSimnut, ze ak mame

aab=f?%(a), potom f2(b) = f*(a), tedaa = f2(b).

Dosadme teraz do pévodnej rovnice zo zadania dvojicu (0,12(0)). Dostaneme:

f(0) +£4(0) = £2(0) + f(f(0) +£*(0)) = f(0) =2f*(0).

Oznaéme f(0) = c. Potom cyklus pre nulu bude nasledovny: 0 — ¢ — ¢/2 — —¢/2 — 0, kde tretia iterdcia vyplyva
z (3) dosadenim nuly a manudlnym vypoc¢tom hodnoty f3(0).

Skdsme teraz dosadenie (¢,0) do povodnej rovnice:

/2 + f(2¢) = f(c/2 + ¢/2) = c/2 = f(2¢) = 0.

Nakolko ale f(—-c/2) = 0, tak dostdvame: 0 = f(2c) = f(—c/2) == 2c¢ = —-c/2 == ¢ = 0. To je spors
predpokladom, Ze ¢ # 0. Tym by sme boli hotovi. Vidite, nebolo to az také tazké. ;)
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