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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Koniec Matfyzného Stadia (k < 1) opravovali Tomas S. a Matus

Zadanie. Po tom ako Kubko krvopotne dokoncil stidium na MatFyze, rozhodol sa vybrat sa na dovolenku do Ja-
ponska. A veru, Ze sa aj vybral. Cestovnou kanceldriou, ktord mala takéto pekné logo. Jeden by povedal, Ze by sa z
neho dala spravit aj peknd tiloha...

Je dany pravidelny' Sestuholnik ABCDEF s obsahom 1 cm?. Priamky CD a EF sa pretnii v bode G. Ndjdite obsah
trojuholnikov ABG a BCG.

Riesenie

V3etky strany $estuholnika maju rovnaku dlzku a. Rozdelme si $estuholnik na 6 zhodnych rovnostrannych tro-
juholnikov, ktoré maju spolo¢ny vrchol O v strede Sestuholnika, tak ako na obrazku vlavo. (Rozmyslite si ako
dokazat, Ze tieto trojuholniky su rovnostranné, len pomocou definicie, Ze Sestuholnik ma rovnaké strany aj uhly.
Tu to budeme povazovat za znamy a fahko nahliadnutelny fakt.) Trojuholnik GED ma uhly GED aj GDE velkosti
180° — 120° = 60°, takze je tiez rovnostranny, so stranou dlzky |[ED| = a.

G

Na obrazku vpravo mame tri rovnostranné trojuholniky ABO, EDO a EDG, ktoré majui rovnobezné zakladne AB
a ED. Vysky tychto trojuholnikov budu lezat na jednej priamke, konkrétne na priamke OG. Plati to, lebo vysky v

!vietky strany st rovnaké a vietky uhly st rovnaké
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trojuholnikoch EDO a EDG maju spolo¢ny bod v strede strany ED, kedZe ide o rovnostranné trojuholniky a vetky
tri vysky sti rovnobezné, lebo st kolmé na rovnobezné zakladne. Vietky tri vysky maju rovnaku dizku v, kedze
ide o zhodné trojuholniky.

Vidime, ze trojuholnik ABG ma zékladnu a a vysku 3v. Obsah trojuholnika ABO je Sestina obsahu celého $estu-
holnika, § = ¢ a zdroven S = Jav. Teraz by sme mohli vypocitat pomocou Pytagorovej vety, Ze v rovnostrannom
trojuholniku plati
V3 V3,
v=—a, S=—a",
2 4

a doratat presnu dlzku a a v, ale my to spravime $ikovnejsie.

KedZe trojuholnik ABG ma rovnaku zakladnu a 3-krat vacsiu vysku ako ABO, tak musi mat 3-krat vacsi obsah.
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SasG = =3=-=38§=3-2=-
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Ostava nam trojuholnik GCB, ktory mé zékladtu |GC| = |GD| + |[DC| = 2a. Potrebujeme este vysku na tato

zdkladnu. Sta¢i si uvedomit, Ze usecka OB je rovnobezna s GC, lebo |< OBC| + | < BCD| = 60° + 120° = 180°, takze

si rovnobezné. Preto vzdialenost bodu B od priamky GC je rovnaka ako vzdialenost bodu O od priamky GC.

Tato vzdialenost je vyska v trojuholniku CDO, ¢o je v. Vyska trojuholnika BCG je teda tiez v. Trojuholnik GCB ma
1

2-krét vacsiu zékladiu a rovnaku vysku ako trojuholnik CDO, takze mé 2-krat viacsi obsah, konkrétne 2 - £ = 1.

Pozndmka. Chceli by sme este objasnit bodovanie, pretoze pomerne vela riesiteflom sme museli strhnat body
za nedostato¢né zdovodnenie faktov a pozorovani, ktoré sa vyuzivali v tejto tlohe. Vyzadovali sme poriadny
matematicky dokaz vasich tvrdeni, pretoze len na zdklade pozorovania z obrazku si nemézeme byt na 100% isty,
7e to tak skuto¢ne je. Bodovanie teda bolo: 1b - pozorovanie, Ze trojuholnik EDG je rovnostranny s dizkou strany
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a, 1b — dokaz tohto tvrdenia, 1b - vyska trojuholnika ABG je 3v, 2b — dokaz, 1b - spravna hodnota obsahu ABG,
dalej ste viaceri postupovali tak, Ze BCG a AFG su zhodné trojuholniky, takze 1b — uvedomenie si zhodnosti
trojuholnikov BCG a AFG, 1b - dokaz, Ze s zhodné, 1b - hodnota obsahu BCG.

3.2 Kocky Mihom Skladame (x < 2) opravovali Miso S. a Juro R.

Zadanie. Pocas letu do Tokia si Kubko nasiel kamardta menom Rjoici. Cesta ale bola dlhd, a preto, ked leteli nad
Kazachstanom, navrhol Rjoici, aby si zahrali hru kocky a vytiahol 2020 kociek (nie nutne réznych velkosti), z ktorych
kazda bola zlepend z nejakého poctu (mozno aj jednej) malych kocociek s dizkou hrany 1.cm. Kubko skor, ako sa
s nimi zacali hrat, zistil, Ze ich dokdZe poukladat tak, Ze z nich poskladd jednu velkii kocku, ktorej hrana md dlzku
ncm. Ndjdite najmensiu moznu hodnotu n, pre ktori tdto situdcia mohla nastat.

Riesenie

Velka kocka mé4 hranu dlzky n cm, preto sa sklada z n*> malych kocd¢ok s dizkou hrany 1 cm, pri¢om pocet malych
kococok je vzdy zhodny s objemom kocky. Kazda Kubkova kocka pozostava aspon z jednej takej malej kococky.
Ak by velka kocka mala hranu 12 alebo menej centimetrov, pozostavala by najviac z 12* = 1728 jednotkovych

kocdcok (ak by bola hrana mensia, bolo by aj jednotkovych kocdcok menej). Vidime teda, Ze n = 12 ani mensie
nestaci, Kubko by do velkej kocky nedokazal zmestit ani 2020 najmensich moznych kociek.

Avsak 13° uz je 2197 > 2020, takze to uz vyzera nadejne. Toto ale samo o sebe nestaci, musime este najst vhodné
velkosti kociek, ktoré mohol Kubko mat. Inak si nemo6zeme byt isti, ¢i naozaj taka moznost vobec existuje.

Vacsina Kubkovych kociek bude mat ur¢ite hranu (aj objem) rovny 1 cm?, pre 2020 takych kociek nam chyba len
2197 — 2020 = 177 cm?® do plného objemu. Teraz by sme chceli niektoré z nich nahradit va¢simi tak, aby sme
dostali objem 2197 cm?®. Ak nahradime kocku s hranou 1 cm kockou s hranou a cm, zvicsi sa objem z 1 cm?® na
a® cm?, teda 0 a® — 1 cm?, pricom pocet kociek bude stale 2020. Pre malé hodnoty a € {2, 3, 4, 5, ... } vieme objem
zvy$ovat o 7, 26, 63, 124, ... cm?. Z tychto ¢isel potrebujeme vyskladat zvy$enie objemu o 177 cm?.

To sa da napriklad tak, Ze vezmeme Sestkrat 26 a trikrat 7, ¢o zodpoveda tomu, Ze pouzijeme Sest kociek s hranou
3 cm, tri kocky s hranou 2 cm a ostatnych 2011 kociek bude mat hranu 1 cm. Moézeme si overit, Ze celkovy objem
sedi: 6-3%+3-23+2011-1 =2197.

Este potrebujeme ukdzat, Ze z tychto kociek vieme zlozit velkti kocku s hranou dizky 13 cm. Aj toto treba overit,
napriklad keby sme mali dve kocky s hranou 7 cm (a nejaké dalsie mensie), tie dve vdcsie do velkej kocky ulozit
nevieme. Rozmyslite si, Ze nech umiestnime kocku s hranou 7 cm lubovolne, vzdy zaberie priestor jednotkovej
kocky v strede velkej kocky, a teda tam nemozu byt dve naraz.

V nagom pripade to v$ak ide jednoducho. 6 kociek s hranou 3 cm ulozime do obdlznika 2 x 3 do podstavy kocky,
ten sa vojde, ma rozmery 6 x 9cm. Tri kocky s hranou 2 cm polozime Iubovolnym sposobom na niektoré tri
z umiestnenych kociek (¢im sa dostaneme do vysky 5cm) a zvysok kocky vyplnime malymi kockami s hranou
1 cm. Vsetko sa voslo.

Ukazali sme, ze najmensia moznd hodnota # je 13.

3.3 Kruhovy Magicky Symbol (x < 3) opravovali JoZo a Erik

Zadanie.
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Ked Kubko pristdl v Tokiu, bol ohuireny. Vsade okolo videl pokémonov, a to dokonca aj takych, o ktorych ani samotny
JozZo nepocul. Neddvny rozmach pokémonov dospel az do stadia, ked pre kazdé kladné celé cislo existoval prave jeden
pokémon. Dokonca, sa medzi pokémonmi rozmohol Specidlny druh evoliicie, v ktorom sa z dvoch pokémonov stane
jeden novy. V starom chrame nasiel Kubko o tejto evoliicii nasledovné zapisky:

1. a®a=a+2,

2. a®b=b®a,
a®(a+b) a+b
a®b b’

Rozlustil, Zze a ® b znaci ¢islo pokémona, ktorého dostaneme spojenim pokémonov s cislami a, b. V zdpiskoch sa teda
pise:

1. Ked spojime dvoch pokémonov s rovnakym cislom, vysledkom je pokémon s cislom o 2 vicsim.
2. Pri spdjani dvoch pokémonov nezdlezi na poradi, v ktorom ich spdjame.

3. Pre lubovolné kladné celé cisla a, b plati: Ak zoberieme Cislo pokémona vzniknutého spojenim pokémonov s
¢islami a, a + b a vydelime ho cislom pokémona vzniknutého spokenim pokémonov a, b, dostaneme rovnaké
(raciondlne) ¢islo ako (a + b)/b.

Pokémona s akym cislom dostaneme, ak spojime pokémonov Wartortle (¢islo 8) a Charmeleon (¢islo 5)?

RieSenie
Nachddzame sa v situdcii, kedy mame nejakych dvoch pokémonov a pravidla, ktoré platia pre ich spajanie. Mu-
sime sa nejak posunut dalej, a kedZze mame len tieto pravidla, ktoré vieme aplikovat na fubovolnych pokémonov

(prirodzené ¢isla), tak ich vyskasame na tych nasich.” Prvé ndm nepomdze, nemame 2 rovnakych pokémonov.
Druhé nam tieZ nepomoze, ked sa chceme niekam posunut, tak nam ostava pouzit tretie, t. j.

a®(a+b) a+b

a®b b

Nasi pokémoni maju ¢isla 8 a 5. Kebyze si dosadime a = 8, b = 5, tak v itateli ndm vyjde 8 ® (8 + 5), teda této
hodnota je zavisla od spojenia pokémonov 8 a 13, a takto by sme pokracovali do nekonec¢na (kedZe sa nam budu
¢isla pokémonov, ktorych hodnotu chceme zistit, stale zvySovat). Zvolime teda inu taktiku a posnazime sa dostat
v ¢itateli 8 ® 5, resp. 5 ® 8, kedZe nezalezi na poradi. Dosadime sia = 5, b = 3 a skuto¢ne nam vyjde nasledovny
tvar
50(5+3) 58 5+3
503 583 3

Vyborne! Z tohoto si vieme vyjadrit hodnotu 5 ® 8, ibaze ta je zavisla od hodnoty 5 ® 3:

5+3
5®8:(5®3)-T.

2Takyto pristup je dobré vyuzit aj pri inych tlohach, kde mame v zadani podmienku, ktora mé platif pre vietky &isla (¢i uz prirodzené,
realne alebo nejaké iné). Prip. aj v situdcii, ked taktl podmienku objavime pocas riesenia. Ked nieco plati pre vSetky ¢isla, bude to platit aj
vtedy, ked si dosadime konkrétne hodnoty. S takymito tvahami sa mozete stretnit napr. pri funkcionalnych rovniciach, kde dosadzanie
konkrétnych hodnét do podmienky je ¢asto prvym krokom ako si mozete pozriet napr. v tlohe Kvalitnejsi Mirov Seminar.
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Tak pre pokémonov 5 a 3 spravime rovnaky postup ako pri 5 a 8 a takto budeme pokracovat dovtedy, kym nebu-
deme vediet pouzit nejaké iné pravidlo, ktoré nam bude vediet povedat priamo hodnotu evolucie,

30(3+2) 3®5 3+2
32 32 2

Tieto kroky spravime aj pre 3 ® 2:

20 (2+1) 2®3 2+1
2901 2®1 1 °
Naésledne dostaneme 2 ® 1 a takuto situaciu:

19 (1+1) 1®2 1+1
181 1ol 1 °

Co je vyhra, lebo na 1 ® 1 uz vieme vyuzit prvé pravidlo evolticie, a ® a =a +2,teda1® 1 = 1 +2 = 3 a mdzeme
veselo dosadzat. Hodnotu 3 si dosadime za 1 ® 1, z vysledku dostaneme hodnotu 1 ® 2 ktoru zas dosadime do
predoslého kroku a takto sa dostaneme az k vysledku.

12 2 2-3
—— =—,tedal®2=—=6.
3 1 1

Toto bude samozrejme platit aj pre 2 ® 1, kedZe nezalezi na poradi spajania. Pokracujeme dalej s touto hodnotou,

203 2®3 2+1
2901 6 1

3, teda2®3=6-3=18,

35 3®5 3+2 5 5

= = = —, teda3®5:18'_:45,
3®2 18 2 2 2
58 508 5+3 8 8

= = =—, teda5® 8 =45- — = 120.
5®3 45 3 3 3

Dostali sme sa k tomu, ¢o sme chceli, Ze spojenim pokémonov s ¢islami 5 a 8 dostaneme pokémona s ¢islom 120,
teda pokémona s menom Staryu’.

3.4 Kvitne Mi Sakura (x < 5) opravovali Akos a Milos

Zadanie. V druhy deri svojho pobytu sa Kubko vybral do Osaky navstivit ten povestny hrad, ktory zohrdval déleZitu
rolu pri zjednoteni Japonska v Sestndstom storoc¢i. Hned na prvy pohlad ho upiitali prekrdsne sakurové zdahrady
Crtajuce sa pod hradbami mohutného hradu, ako aj rovnostranné viajky klanu Tojotomi. Prave tieto viajky nds
inspirovali k dalsej tilohe. Verime, zZe sa vam bude pdcit.

Je dany rovnostranny trojuholnik ABC. Na strane AB lezi bod D, rézny od bodov A, B. Na polpriamke opacnej k
polpriamke AC lezi bod E tak, Ze |BD| = |AE|. Dokdtzte, Ze |DE| = |DC|.

3ht‘cps ://bulbapedia.bulbagarden.net/wiki/Staryu_(Pok%C3%A9mon)
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RieSenie

Ako prvé je dobré uvedomit si, ¢o znamena tvrdenie, ktoré mame dokazat. Rovnost |DE| = |DC| znamen4, ze bod
D je rovnako vzdialeny od bodov E, C. Mnozina takychto bodov je prave os usecky EC. Je to znamy fakt, ale idea
jeho dokazu ndm dalej pomoze v rieSeni: Ak pata kolmice z bodu D na priamku EC je bod F, tak z Pytagorovych
viet pre trojuholniky CFD a EFD dostévame |CF|? + |[FD|* = |CD|? = |ED|? = |EF|* + |FD|> < |CF|* = |EF}?. Teda
dany bod D je rovnako vzdialeny od bodov E, C prave vtedy, ked lezi na kolmici na priamku EC prechadzajucej
stredom usecky EC.

Teda nasou tlohou je ukazat, Ze D lezi na osi usecky EC. Ako sme uviedli pred chvilou, pre dokaz tohto nam staci
ukdzat, Ze |EF| = |CF|, kde F je pita kolmice z D na EC. Tak podme si toto ukdzat.

Nech dlZka strany rovnostranného trojuholnika je a a |BD| = d. Potom si mézeme lahko vypocitat |[EC| = a + d,
|AD| = a - d. Teraz to, ¢o potrebujeme ukézat, je vlastne |CF| = (a + d)/2.

Podme sa teraz pozriet na trojuholnik AFD. Je to pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole F a uhlom
velkosti 60° pri vrchole A. M4 teda uhly 30°, 60°, 90°, a to znamend, ze dizka prepony AD a odvesny AF su v
pomere 2 : 1. Kratky dokaz tohto tvrdenia je, Ze ak premietneme trojuholnik AFD cez priamku DF, tak dostaneme
rovnostranny trojuholnik DAA,, teda 2|AF| = |AA,| = |AD| alebo pre pokro¢ilejsich riesitelov vychadza to z faktu
sin(30°) = 3. Teda kvoli rovnosti |AD| = a — d plati |AF| = (a — d)/2. Teda ndm vychadza

a—d_a+d

AC| = |AF| + |FC| < |CFl = a - .

A prave toto sme si chceli ukazat, pretoze, ako sme ukdzali vyssie, je to ekvivalentné so zadanim tlohy. Tym sme
dokaz dokoncili.
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3.5 Kultovy Miestny Sach (x < 8) opravovali Milan a Veronika P.

Zadanie. Pocas prehliadky hradu zvnutra sa Kubko trochu nechal strhniit krdsou fresiek na stendch a puitavymi
slovami sprievodkyne. Najviac ho vsak zaujalo, ked sprievodkynia zacala rozprdvat o japonskom Sachu, ktory hravali
japonski Sogtini a Daimjévia.

V japonskej verzii Sachu existuje figiirka strieborného generdla, ktord vie byt otocend jednym zo Styroch zdkladnych
smerov. Strieborny generdl ohrozuje policka, ktoré s nim susedia diagondlne a jedno policko pred sebou (podla toho,
ktorym smerom je otoceny). Kolko najviac figuirok Striebornych generdlov je mozné umiestnit na Sachovnicu 8 x 8
tak, aby Ziadna figiirka strieborného generdla neohrozovala inui figiirku?

%% %
]
% ®

RieSenie

Dobrym zaciatkom pri rieeni takychto tloh je skusit kolko najviac figtirok vieme na hraciu plochu dostat. V tomto
pripade to ide pomerne lahko — vyberieme si nejaky riadok (alebo stipec) a ked oto¢ime vietkych generalov tak,
aby sa pozerali na policka mimo daného riadku, mézeme ho zaplnit cely. Oba riadky susediace s tym, ktory sme
prave zaplnili, su ohrozené, ale ostatné riadky mozeme dalej zapliat. Takouto taktikou vieme zaplnif generdlmi
kazdy druhy riadok, a zZiadni z nich sa nebudu ohrozovat. Priklad ako to mdze vyzerat je na obrazku nizsie.

x| 98 | 98 [
= 96 5| 8 [
B | 38 5= | 38 =
s | 98 5| 98 5=
B | 98 52| 98 |5

Umiestnili sme 32 generalov, ¢o je celkom dost. Teraz potrebujeme dokazat, ze viac ich tam umiestnit nejde (ak
by sa nam to nepodarilo, naznacovalo by to, Ze ich tam ide umiestnit viac a mali by sme sa viac snazit). Aby sme
to dokdzali, ulohu si najprv zjednodusime. Sachovnicu 8 x 8 si zmensime na $achovnicku 2 x 2 a zamyslime sa,
kolko najviac generdlov sa zmesti na fiu. Ci uz kratkou Gvahou, alebo vysktganim vietkych moznosti zistime, ze
na Sachovnicke 2 x 2 je mozné umiestnit najviac dvoch generalov tak, aby sa neohrozovali.

Teraz sa vratime k velkej Sachovnici 8 x 8. Mdzeme si v§imnut, Ze sa sklada z 16 mensich $achovniciek 2 x 2
(Stvorcov so stranou dlzky 2). Vieme, Ze v kazdom z nich mozu byt najviac dvaja generali, ¢o znamend, Ze na celej
velkej Sachovnici mdze byt najviac 2 - 16 = 32 generalov. Tolko sa nam tam aj podarilo umiestnit, ¢ize je to naozaj
najvacsi mozny pocet.

3.6 Konsky Mituca Stranka opravovali Stevka a Kubo

Zadanie. Na hoteli Kubka ako nového ucitela cakala prva predndska tohto skolského roku. Distancné vzdeldavanie
je vsak svina. Ked sa Kubko snaZil nakreslit zadanie geometrickej tilohy na jednej internetovej stranke, ktord po-
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skytuje zdielanii tabulu, zistil, Ze to nie je Ziadna sranda. KruzZnice sa tam kreslia vdZne blbo. A este k tomu vpisat
trojuholniku kruznicu? No nazdar!

Aplikdcia dovoluje robit nasledovné kroky:

1. Vyznacit bod v rovine, na priamke, na kruznici, na priesecniku dvoch titvarov alebo dotykovy bod.
2. Vyznacit dva body a narysovat nimi priamku.

3. Vyznacit dva body K, L a jednu z dvoch polrovin urcenej priamkou KL a narysovat kruznicu, ktord je vpisand
do $tvorca so stranou KL, ktory sa nachddza vo vyznacenej polrovine. (V tomto kroku sa narysuje len kruznica,
Stvorec ani stred kruZnice sa nenarysuje.)

Vie pomocou uvedenych krokov vpisat Kubko do trojuholnika ABC kruznicu, a to bez ohladu na volby bodov A, B,
c?

Riesenie

Tretia operacia v zadani je nezvycajna, tak ju nazvime ,kruznica nad useckou®, aby sme ju nemuseli vzdy celu
opisovat. Ak by sme mali oby¢ajnu konstrukciu kruznice pomocou stredu A a polomeru |AB|, tak by sme tlohu
vedeli riesit beznou konstrukciou stredu opisanej kruznice. Jeden priklad takej konstrukcie si ukazeme na konci.
Chceli by sme teda ziskat moznost narysovat kruznicu pomocou stredu A a iného bodu B. Na ziskanie takejto
moznosti pouzijeme niekolko pomocnych krokov:

1. Zostrojenie stredu usecky: Vezmime si usecku KL. Ked do $tvorca vpiseme kruznicu, tak tato kruznica
sa ho dotyka v stredoch stran. Pouzitim ,kruznice nad useckou® teda vieme zostrojit kruznicu, ktora sa
dotyka usecky KL v jej strede. Vyznacenim dotykového bodu kruznice a usec¢ky KL zostrojime stred usecky
KL.

2. Narysovanie osi tsecky: Os usecky sa nam hodi, pretoZze nam umoznuje istym spésobom otocit usecku o
90°, a teda vyrabat pravé uhly, ktoré sa hodia napriklad pri konstrukcii stvorca ¢i kolmic.

Ked uz mame stred usecky, skusme zostrojit aj jej os. Narysujme v rovnakej polrovine nad oboma polo-
vicami usecky kruznice (zatial aj tak velmi nevieme skonstruovat nieco iné). Tie sa budu dotykat, kedze
$tvorce, do ktorych su vpisané, maju spolo¢nu stranu. Dostali sme tak novy bod a mdzeme nim viest
priamku. Ked ju vedieme aj cez stred tsec¢ky KL, bude na usecku KL kolma (rozmyslite si pre¢o). Nova
priamka je tak hladana os usecky.

3. Narysovanie $tvorca so stranou KL: Stvorcom uZ vieme vpisat kruznicu pomocou opercie ,kruznica nad
useckou”, staci vyznacit krajné body jednej z jeho stran. Avsak samotny $tvorec sa nam nenarysuje. Keby
sme ich ale vedeli konstruovat, mohli by sme ich vselijako preklapat a vyrobit z nich mriezku. Staci vzdy
narysovat novy $tvorec nad stranou nejakého uz existujuceho $tvorca. Navyse, Stvorce maju mnoho dal$ich
vlastnosti, ktoré by sa nam mohli hodit.

Teraz ku konstrukcii. Najskor narysujeme ,kruznicu nad tseckou® KL a os usecky KL. Stred usecky KL
ozna¢me Mg;. Druhy bod, v ktorom pretne os use¢ky KL ,.kruznicu nad useckou® KL oznac¢ime N. Teraz
narysujeme os usecky My N. Tato os pretne ,kruznicu nad tseckou” KL v bodoch K, L’. Da sa v§imnut
(a skuste si to dokazat), ze K’, L’ st stredmi stran Stvorca so stranou KL, teda zopakovanim celého tohto
postupu pre tsecku K'L’ vieme dostat druhé dva vrcholy §tvorca so stranou KL.
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4. Narysovanie kruZznice so stredom v bode K a polomerom |KL|: UZ vieme narysovat §tvorec nad tseckou
KL v jednej z polrovin uréenej priamkou KL. Narysujme teda oba mozné $tvorce nad useckou KL. Teraz
mame narysovany jeden obdlZnik zlozeny z dvoch §tvorcov, ktorého stredy dlhsich stran st body K a L.

Mbzme dorysovat , kruznicu nad tseckou® pre stranu obdlZnika, na ktorej lezi bod L. Takto dostaneme
kruznicu so stredom v bode K, ktora zaroven prechadza bodom L. Ak by sme preklopili tento obdlznik
este dolava, tak ako je to na obrazku, tak uvidime, Ze kruznica ktoru sme skonstruovali je vpisana jednému

velkému $tvorcu.

Vsetky tieto kroky mozme zachytit nasledovnymi obrazkami:

K/

e
t~
=
b‘
=

L/

Mgy L

Samozrejme sposobov, ako docielit konstrukciu kruznice podla stredu a polomeru je vela, my sme si len vybrali
jednu konkrétnu konstrukciu. Uz len staci pouzit jeden z beznych postupov konstrukcie stredu vpisanej kruznice:

1. Zostrojime os uhla BAC klasickym postupom pomocou troch kruznic, tak ako na obrazku.

2. Analogicky zostrojime os uhla ABC. Priesec¢nik osi uhlov oznacime I a ide o stred vpisanej kruznice.

3. Nech Mgp; je stredom tsecky BI. Kruznica so stredom Mp; a polomerom |BMjp,| je Talesovou kruznicou nad
useckou BI. To znamend, Ze ak druhy priesecnik tejto kruznice a strany BC oznacime D, tak uhol BDI je
pravy, teda D je zaroven bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC a strany BC.

kms@kms . sk 9
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4. Uz len stadi dorysovat kruznicu so stredom I a polomerom |ID|. Této kruznica je vpisanou kruznicou troj-
uholnika ABC. Cely nacrt si mozme pozriet na nasledovnom obrazku.

3.7 Kvalitny Mimoriadny Sejf opravovali Juro a Lucka

Zadanie. Kubka mrzelo, Ze poclas prvej online predndsky sa rozpraval len s ¢iernym monitorom, lebo Studenti sa
rozhodli nezapniit kamery na svojich pocitacoch. Rozhodol sa preto si precistit hlavu vecernou prechddzkou po vy-
chyrenej Zeleznicnej stanici SindZuku. Sadol si na lavicku a sledoval odchddzajiice viaky. Zrazu sa vedla neho ktosi
vrhol na lavicku a zacal nadavat. Kubko sa nezndmeho perfektnou anglictinou opytal, v com je problém. ,Tu na
SindZuku si clovek moze uschovat cennosti do skriniek na zdmok,“ vysvetlil neznamy. Ale ja som svoj kliicik stra-
til a musim zodpovedat bezpecnostnii otdzku, aby mi zamestnanci skrinku odomkli. A kedze som ultra hlipy, dal
som si ako hdadanku matematickii tilohu a zabudol som jej riesenie.” Kubko ho s potesenim ubezpecil, Ze to nebude
najmensi problém.

Cudzincova hddanka znie nasledovne: Dd sa pre kazdi dvojicu nenulovych raciondlnych Cisiel (a,b) ndjst dvojica
prirodzenych Cisiel m, n takych, Ze (am + b)? + (a + nb)? je prirodzené ¢islo?

RieSenie
Odpoved je NIE. Treba sa mat vzdy na pozore a nikdy nepredpokladat, Ze zadanie plati a hned ho dokazovat. Je
dobré si vyskusat najprv pre pekné a potom aj nejaké skaredé konstanty, ze to vychadza. Pri vyskdsani prvych
dvoch Skaredych” konstant zistime, Ze to neplati. V nasom priklade si ukdZeme, ze pre a = 1,b = 3 také m,n
neexistuji. Samozrejme sa to da dokazat aj pre mnohé iné dvojice, vela z vas to dokazovalo pre 1 a 1, ¢i dvojicu 3
1
a;.
4

A bl 4 td v v 3 Y7 2 2 4
Co chceme dokazovat? Chceme ukazat, ze pre vetky m,n € N je ¢islo (lm + %) + (%n + 1) necelé. Ak ale
roznasobime zatvorky, dostavame
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1\* (1 2 2m+1)2+(n+2) AmP+4dm+4An+4+n+1
m+ =1 + 5n+1 = 2 = 1

5 n*+1
=m +m+n+1+

Ale zakladny trik pri praci s mocninami je znalost tzv. kvadratickych zvyskov, teda ze n?> ma vzdy zvysok 0 alebo
1 modulo 4. Inak povedané, n? + 1 nikdy nie je delitelné $tyrmi. Teda cely vyraz tieZ prirodzeny nikdy nebude,
pre ziadnu volbu m, n. Takze skutocne, pre a = 1,b = 1 neexistuju také m, n, aby bol vyraz (am + b)? + (bn + a)?
prirodzené ¢islo.

3.8 Konec¢nu Misku Schlamstnem! opravovali Tomas J. a Mimi

Zadanie. ,,Vdaka za pomoc, ja som Jotaré Hamata,* vystrel ku Kubkovi clovek ruku na znak vdaky. ,,Pozyvam vds
na misku alebo dve horticeho oyakodonu.” Ked zapadli do osumelej krémicky pod stanicou, vysvitlo, Ze tych misiek
nebude len jedna ci dve.

Na stole je viac ako n* misiek, kde n je kladné celé ¢islo. Kubko sa s Jotarom rozhodol zahrat si hru o to, kto vychlipe
poslednii misku so stavnatou rybou. Ako prvy bude chlipat Kubko a ndsledne sa s Jotarom striedaju v tahoch. Hrdc
na tahu musi vychlipat m misiek, pricom m splfia jednu z nasledovnych podmienok:

e m=1.
o 1< m < nazdroveri m je prvocislo.

 m je ndsobkom Cisla n.

Vyhrdva ten, kto vychlipe Specidlnu poslednii misku* so stavnatou rybou. Dokdzte, Ze Kubko md vitaznii stratégiu.

RieSenie

Stav hry medzi tahmi je uplne popisatelny poctom misiek na stole a hracom na tahu. Teda pozicia, do ktorej hra¢
svojim tahom hru dostava, je popisana iba jednym nezapornym celym ¢islom - poctom misiek. Misiek vzdy, ked
je na stole aspon jedna, ubuda, takze hra sa musi skoncit za nanajvys tolko tahov, kolko je na zaciatku misiek, ¢o
je kone¢ne mnoho.

Vdaka tomu mozeme pozicie rozdelit na vyhravajice a prehravajuce. Vyhravajica pozicia je takd, ze ked do nej
potiahneme, tak vyhravajica stratégia ostdva na nasej strane — vieme zarucene vyhrat. Nech 0 je vyhravajuca
pozicia. Ak z pozicie existuje tah do vyhravajicej pozicie, je prehravajuca, inak je vyhravajuca. Takéto rozdelenie
je dobre definované, pretoze mozeme pozicie prechadzat podla poctu misiek vzostupne.

Najprv si vS§imnime, Ze neexistuju dve vyhravajtce pozicie zhodujtce sa vo zvysku po deleni poctu misiek ¢islom
n. Ak by existovali, z tej s vy$§im poc¢tom misiek by existoval tah do tej s nizsim (pretoze rozdiel medzi ich po¢tami
je ndsobkom n), ¢o je spor s neexistenciou tahu z vyhravajtcej pozicie do vyhravajice;j.

Predpokladajme, Ze pociato¢na pozicia je vyhravajuca. Nech pociatoény pocet misiek na stole je kn + z, kde k je
celé ¢isloaz € {1,2,...,n}. Kedze kn + z > n*> a n > z, tak musi byt k > n — 1. Pozrime sa na n pozicii s po¢tami

*Podla dévnej tradicie viak tito misku je mozné vychlipat az ako poslednt, zo vietkych na stole. Preto sa tieZ vol4 posledna miska.
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misiek k'n + z pre k' € {0,1,...,n— 1}. Tieto poéty st niZsie nez pociatoény pocet (k' < n—1 < k) o ndsobky n. To
znamena, Ze do vsetkych tychto pozicii existuju tahy z pociato¢nej vyhravajucej, a teda s prehravajuce.

Riesenia 3. kola zimnej Casti

Tah tretieho typu z pozicie s k'n + z miskami vedie do prehrévajticej pozicie, lebo vietky pozicie s menej miskami
s tym istym zvyskom modulo 7 st prehravajtce. Odtial ide o tah prvého alebo druhého typu. Tah druhého typu
vzdy znizuje polet misiek o menej nez n. Tah prvého typu tiez, ak n # 1. Pre n = 1 viak tah o m = 1 je zdroven
tahom o nasobok #, ¢ize vedie do prehravajucej pozicie. To znaci, Ze kazdy tah z k'n + z vedie do prehravajuicej
pozicie alebo znizuje pocet misiek o0 menej nez n, ¢im vedie do pozicie s po¢tom misiek vy$$im nez (k' — 1)n + z.

Kazda pozicia k'n + z je prehravajuca, odkial z nej musi jestvovat tah do vyhravajicej pozicie. V zmysle predcha-
dzajuceho odseku tato vyhréavajica pozicia musi mat viac nez (k' — 1)n + z misiek, takze pre kazdé k' je medzi
(k'—=1)n+zak'n+zvyhrévajica pozicia. Tieto rozsahy sa neprekryvaja, nuz pre n roznych k' musi ist o n rdznych
vyhravajucich pozicii. Ani jedna z nich nedava zvysok z po deleni n, pretoze jedina vyhravajica pozicia s tymto
zvy$kom ma kn +z misiek. Z Dirichletovho principu potom medzi n— 1 ostatnymi zvyskami aspon jeden obsahuje
viac nez jednu z nasich n vyhravajucich pozicii, ¢o je v spore s tym, ¢o sme si uz dokazali.

{K'n+z:k <k} kn+ z

Nas predpoklad musi byt nepravdivy a pociato¢nd pozicia je prehravajuca. Odtial uz dostavame vyhravajucu
stratégiu pre zacinajuceho Kubka: Vzdy potiahne do vyhravajicej pozicie. Z takej je Jotar6 nuteny tahat do pre-
hravajuicej pozicie. Napokon z takej pozicie vzdy jestvuje tah do vyhravajtcej pozicie, ¢o znamena, ze Kubkovi sa
tahy nemint a neprehra. Po konecnom pocte tahov sa vsak hra musi skoncit. Vtedy Kubko vyhra.

opravovali Marek a Lucy

3.9 Komplikaciu Ma Shinji
Zadanie. Ked dojedli, spokojne sa opreli vo svojich isu a uvolnili si opasky. ,,Docuj, povedal Jotaré. ,,Pomohol by si
mi este s jednym problémom? Ak mi ddas pomocnii ruku, za odmenu ti prezradim zmysel Zivota.” Kubko poomadlal
jeho ponuku na jazyku a nakoniec prikyvol.

Sadli teda do Jétarovho auta a odviezli sa do akejsi podzemnej futuristickej zdkladne. Viade monitory, herné konzoly,
pocitace, autd Nissan a hlavne rad obrovskych robotov. ,,Problém je v tom, Ze nevieme dostat Shinjiho do robota,*
vysvetlil Jotaré. ,,On je totiz trosku divny a md takii podmienku, ktoru treba splnit, aby vstipil do robota. Ja by som

chcel vediet, ktoré z tychto robotov podmienke vyhovujii. Tiez mi rovno pomoz nieco Shinjimu dokdzat.”
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Roboty sii ¢islované zaradom 1, 2, 3.... Shinji si vymyslel $pecidlnu funkciu f(x), ktord zoberie bindrny zdpis® ¢isla x,
vymeni vsetky jednotky za nuly a naopak, a prevedie vysledok do desiatkového zapisu, o je jej funkcnd hodnota pre
x. Napriklad f(23) = 8, lebo 23 = 10111, teda f(23) = 01000, = 8,. Shinji potrebuje, aby ste dokdzali, Ze pre kazdé
kladné celé n plati nerovnost

2

1)+ f2) -4 fln) <

Dokdazte, Ze Shinjiho nerovnost plati pre kazdé kladné celé islo n, a ndsledne zistite, pre ktoré n plati rovnost.

Riesenie

Na zaciatok uvedieme nejaku t analyzu problému, kde uchopit takéto problémy. Pozrieme sa na spravanie funkcie
f pri malych hodnotéch n. Funkcia f ndm déva hodnoty 0,1,0,3,2,1,0,7,6,5,4,... pre &islan € {1,2,3,... }.
Spravime niekolko pozorovani: Plati nerovnost f(n) < n, nakolko prvé bindrna cifra n sa zmeni na nulu v f(n)
a pred fiou budd iba nuly. Cislo 2% — 1 m4 v bindrnej ststave samé jednotky, a teda f(2K — 1) = 0. Taktiez ¢islo
2k vyzerd v bindrnom zapise 100...00, kde k je pocet nul, potom f(2%) m4 k jednotiek vo svojom zépise. Dalej si
uvedomme, Ze pre lubovolné n je ¢&islo f(n) ® n = 0, kde ® je bindrny xnor. Operacia xnor robi to, Ze si zoberie
dve cifry (v bindrnom zapise) a vyhodi 1 ak st rovnaké a 0 ak st rézne. To plati, presne preto, ze sme si funkciu
f(n) zadefinovali, ze obracia cifry n. Pre &islo n tvaru 2% + [, kde 0 < I < 2% je podmienka f(n) ® n = 0 ekvivalentnd
f(2F+1) ® (2k +1) = 0. Rovnost 2k — I - 1 ® 2F + [ = 0 nechdme ako cvicenie pre ¢itatela. KedZze 2¥ — [ - 1 je jediné
rieSenie rovnice x ® 2F + I mensie ako 2%, tak musi platit, ze f(n) = 2k -1 - L.

Uvedieme dve riesenia. Prvé priamociare, vyzadujuce iba trochu vytrvalosti a narabanie so sumami na trovni
geometrickych a aritmetickych sim a hladania maxima kvadratickej funkcie, a druhé s trochou napadu. Poznatky
z prvého odseku budeme vyuzivat v oboch rieSeniach.

Priamociare rieSenie

Sucet f(1) + f(2) + - - + f(n) spocitame priamo, rozdelime ho na niekolko ucelenych ¢asti od 2¥ — 1 po 0 a zvysok.
Od 27! po 2/ — 1 méame sucet

(2i—1 _ 1)21'—1

2711 4+27 24 4140= = (271 -1)22

Nech teda n = 2% + [, sulet po 2* bude

k ) ) k ] ) k ) k ) k-2 ) k-2 )
2(2171 _ 1)21*2 — 222173 _ 21*2 — 222173 _ Zzle — 2221+1 _ 221.
i=2 i=2 i=2 i=2 i=0 i=0

To su geometrické rady a tie vieme scitat,

>bindrny z4pis je postupnost 0 a 1 za¢inajtica 1 okrem pripadu, kedy f(x) = 0
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k-2 4k 1 _

222i+1=2 . ( kl )

i=0

k-2 2k1 1

2.2'=

— 2k—1 _

k=2 k=2 2
2221+1 _ 221 — _(4k—1 _ 1) _ (2k—1 _ 1).
=0 =0 3

Zvysok od 2k po n = 2k + [ je vlastne

sz—l—iz(lﬂ)-(zk)—w.

i=0

Dokopy teda sucet
Zf( ) = 4'< L) - (2 1)+ (1+1)- (2 - (l”)zﬁ
Na pravej strane dokazovanej nerovnosti mame
2 (28+1)2 2%+ 2.2k 14D
4 4 4 '
Dokazujeme teda nerovnost
%k 9.0k 42
%(4k—1_1)_(2k—1_1)+(l+1).(2k)_ (I+1)(1+2) < 22k 422k 141 ,
3 2 4
2
2, 211+ 1) - 33 14k—1,
3 4 2 3

3.281(1+ 1) — (9P + 181+ 8) < 4.

Prava strana nezavisi od / lava ano. Preto by bolo fajn keby sme sa pozreli aki maximéalnu hodnotu moze vyraz
nalavo nadobudat ak nehybeme k-ckom. Funkcia na avo je konkavnou kvadratickou funkciou, nakolko pri /2
je znamienko minus. Vzorec na vypocet vrcholu paraboly ax? + bx + c je nasledujtci x = —£. Tento vieobecny
vzorec sa da odvodit, ked mame korene, pomerne jednoducho. Tento vzorec plati aj keby sme mali parabolu bez
korenov. Pre fajnsmekrov z derivacie lahko vidiet, Ze ax* + bx + c%c = 2ax + b = 0 je rovnicou maxima s rieSenim

k 4 Y7’ k Y. . . . r Y7 . A S] r Y7 . > k
X = —%. Preto lq. = 5 — 1. LenZe ¢islo 4 — 1 o¢ividne nie je celé &islo, preto najblizsie celé ¢islo je bud 4 — 1 -3
k 14 . . 7 Y7 /4 v . . . ’
alebo 2 — 1+ 1, vzavislosti od k. Jedno z tychto &isel bude celé a pren parabola dosahuje svoje maximum na celych
¢islach.
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Dosadenim maxima na celych &islach [,q, + 3 mame

w21 2k 1\’ 2k 1 ;
3-2 ?ig -19 ?—I:I:E + 18 ?—lig +8 <4,
2k 1\ 2k 1
2okl ol -1+ +18[=-1+-|+8]=
3 3 3 3

K kil 4k 1 2k 2k 1 2k 1
242" -9 —+1+--2-— 22 - —F2- - |-18| =-1+£-]|-8=
9 9 3 9 3

3 3
=2-4F—4F-9-1+6-2"+6-6-2"+18F6-8=4" <4
Dokdzali sme teda nerovnost zo zadania. Ba ¢o viac, nasli sme aj kedy nastédva rovnost. Pre n = 25+ ZkTil —1 nastava
rovnost.

Riesenie s napadom

Postupujme matematickou indukciou. Pre n = 1 tvrdenie zjavne plati. Zoberme znovu n = 2k + [, kde I < 2.
Rozlis$ime dva pripady. Ak [ < 2k-1, tak

n—1)>2

1) ftn- 1y ez« ST g

+2k_1-1<

—M+2k71_1<ﬂ+2_1:n2_3<n_2
4 2 4 4

V pripade [ > 251 nebude sta¢it pouzit indukciu s krokom o 1, ale vyuZijeme, Ze indukény predpoklad plati pre
vSetky mensie hodnoty od n. Cely suéet si rozdelime na dve Casti. Prva ¢ast bude po t = 2K — [ - 2, ¢o si ozna¢ime
F(t) = f(1) +--- + f(t). Druha ¢ast je od t + 1 do n. Nésledne si funk¢né hodnoty $ikovne popérujeme, aby to
pekne vyslo,

f(l)+---+f(t)+f(2"—l—1)+-~-+f(2k+l)=F(t)+Zl:f(2k—1—i)+zl:f(2k+i)=

1 1
F(t)+;f(2k—l—i)+f(2k+i)=F(t)+;(i)+(2k—1—i)=F(t)+(l+1)(2k—1)=
(n+t) £ n-£ n

(n-1)
F(t) + 2 2 4 4 4
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3.10 Koan Mysteridzneho Spolocnika opravovali Vodka a Robberta

Zadanie. Kubko, byvsi tou matematickou legendou, za ktorii ho vsetci povazujii, iilohu vyriesil lavou prednou. Jotaré
Hamata uznanlivo pokyval hlavou a vydali sa spct do Tokia. Sadli do Jotarovho auta a vyrazili. Jotard chvilu Soféroval
mlcky a potom sa opytal: ,,Bude ti vadit, ked'si pustim hudbu? Pri Soférovani ma upokojuje. Kubko pokyval hlavou,
Ze mu to v najmensom neprekdzZa. Jotaré vybral z ndprsného vrecka kazetu a vloZil ju do obstarozného prehrdvaca.
Autom sa rozlahli teplé tony niekoho menom Takasi Josimacu (ako Jotaré Kubkovi vysvetlil). O pol miniity na to
auto zastalo a kazeta stichla. Stali pred Kubkovym hotelom. Nebo bolo plné hviezd, ktoré zial kvéli svetelnému
smogu nebolo vidiet, a noc vonala tajomstvom. Jotaré sa oprel a uiplne zbytocne zasepkal: ,,Sme na mieste.“ Kubko
prikyvol a zahladel sa na obzor. Spolocne micali. J6taré napokon pootvoril tista a potichu, ako ked kladiete niekoho
srdcu blizkeho do postele, posepkal: ,,To, Co ti teraz poviem, ti mozno pride kryptické. Ale verim, Ze raz si uvedomis
plnii délezitost mojich slov a vtedy si na mna spomenies.” Kubko nevedel, o odpovedat, tak mléal. Jotaré trochu
bubnoval prstami po volante a napokon Kubkovi prezradil zmysel Zivota, prezradil mu ho v otdzke, ktord Kubka
madtala az do rdana, a potom aj pocas celého letu spdt domov a ktovie ako dlho este:

~Existuje nekonecne vela kladnych celych Cisel n, pre ktoré je ¢islo (2020n)! delitelné cislom n! + 12¢
Riesenie

Ukazeme, ze existuje len konec¢ne vela takych ¢isel. Predpokladajme, Ze pre nejaké n plati n! + 1 | (2020n)!.
Vyuzitim vztahu

(kn) _ (kn)(kn—-1)...((k-=1)n+1)
nl n!
mozeme upravit pravu stranu nasledovne:

ooy = () ). (22,

n n n

Vieme, ze ¢isla n! + 1 a n! st nesudelitelné, a preto mozeme pravu stranu delitelnosti vydelit #!292°. Dostavame

o () )

Kombinaéné ¢islo (k:) sa nachddza v (kn)-tom riadku Pascalovho trojuholnika, ktorého stcet je 2. Preto plati
(kn”) < 2k, Ked aj nau delitelnost nahradime nerovnostou, tak pouzitim tohto odhadu mame:

nl+1< (”)(2”)___(2020”) < QN . pn.. 92020n _ (2(1010~2021)n) - M
n/\ n n

kde sme pre jednoduchost oznacili 210102021 = M. Av$ak faktorial rastie rychlejsie ako exponencialna funkcia, a
preto existuje konstanta C taka, ze pre n > Cje n! > M".

Ak vam to nie je jasné, zamyslite sa nad tym, Ze ak polozime n = 2M a postupne zvic$ujeme n o 1, tak pomer
n!/M" sa vidy aspon zdvojnasobi. Preto od istého C bude vacsi ako 1.

To znamend, Ze nutne n < C, ¢o znamend, Ze nasich hladanych n moze bytlen konecne vela, ¢o sme chceli dokazat.
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