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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Komunalny Marlboroughsky Sheriff (x < 1) opravovali Kubo P. a Kaja P.

Zadanie. Nad mestom sa vzndsal prach. A predsa bolo vidiet Serifskii hviezdu nad vchodom do tiradu Sgt. Peppera.
Ak niekto americké Marlborough drzal na krdtko a prindsal do vsednych dni vraZdenia, krvi a krémovych duelov
poriadok, tak to bol on. Muz c¢inu a legenda, Sheriff Sgt. Pepper. Ale zase neprehdnajme. Nie kazdy defi bolo treba
volat hrobdra. Napriklad viera jedinym problémom, ktory Sgt. Pepper riesil, bol nejaky rodinny spor o delbe majetku:

13-clennd rodina mala v banke po zosnulom strycovi majetok v nezndmej hodnote. Pamditali si vSak, Ze td hodnota
bola tvaru 44...43, pricom 3-ke predchddzalo n > 1 stvoriek. Aki hodnotu mohol mat majetok, aby si ho vedeli
rozdelit bezo zvysku? Ndjdite vsetky prirodzené Cisla n také, Ze vyssie uvedené Cislo je delitelné 13 bezo zvysku.

Riesenie
Zoberme si [ubovolnt hodnotu daného tvaru a nazvime ju x. Nasledujucu hodnotu, ktora bude mat pocet stvoriek
o 1 va¢si, ziskame z povodnej ako x - 10 + 13.

Nasu hodnotu si moézeme vzdy rozpisat ako 13a + b, kde a a b st nezaporné celé ¢isla a b < 13. Nasledujuca
hodnota bude potom (13a+b)-10+ 13 =13 (10a + 1) + 10b.

Cislo 13-(10a+1) je ur¢ite delitelné ¢islom 13, teda delitelnost nasledujicej hodnoty ¢islom 13 ovplyvni iba zvy$ok
¢isla 106 po deleni ¢islom 13. Mozeme si vSak v§imnut, Ze ¢islo 100 je delitelné ¢islom 13 prave vtedy, ked nim je
delitelné b. KedZe b je zvy$ok povodnej hodnoty po deleni ¢islom 13, tak aj nasledujiica hodnota bude delitelna
¢islom 13 prave vtedy, ked je nim delitelna povodna hodnota.

KedZe ale hned prva mozna hodnota, ¢o je 43, nie je delitelna ¢islom 13, tak nim nebude delitelna ani Ziadna dalsia
hodnota. Preto neexistuje ziadne také n, pre ktoré by hodnota daného tvaru bola delitelna ¢islom 13 bezo zvysku.

1.2 Komanc¢ska Malba v Sene (x < 2) opravovala Lucka

Zadanie. ,Ser Pepper!“ krical zadychcany muz texaskym dialektom, ,Komancovia sa vrdtili! 'V noci do nasich
urodnych poli vypalili znak. Musite ndm pomoct.” Sgt. Pepper nevdhal. Povedal jeho povestné ,Idem, riesim,"
nasadol na konia a vybral sa za kovbojom. Az dorazili na miesto cinu, odkryl sa im takyto obraz:

Vo vnuitri pravidelného 80-uholnika je vyznacenych 50 bodov tak, Ze Ziadna trojica zo vsetkych 130 bodov (vrcholov
a vyznacenych bodov) nelezi na jednej priamke. 80-uholnik rozdelime na trojuholniky (ktoré sa nepretinajii), pricom
vrcholy tychto trojuholnikov tvoria prave vrcholy 80-uholnika a vyznacené body v jeho vniitri. Na kolko najmenej a
kolko najviac trojuholnikov vieme takto rozdelit ndas 80-uholnik?

Riesenie
Rozdelme 80-uholik na trojuholniky a ozna¢me # ich pocet. Pozrime sa na sucet vnutornych uhlov tychto troju-
holnikov. Vieme, ze kazdy trojuholnik ma sucet vnutornych uhlov rovny 180°, takze sucet vsetkych uhlov v stup-
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fioch musi byt 180-7. Na druhej strane, su¢et vnutornych uhlov lubovolného k-uholnika v stuprioch je (k—2)-180,
takze v 80-uholniku to je 78 - 180. Navyse je eSte vnutri 80-uholnika dal$ich 50 bodov, a kedZe Ziadne tri z tych
130 bodov nelezia na priamke, tak kazdy z tych 50 bodov je vrcholom niekolkych trojuholnikov, a to tak, ze sucet
vSetkych uhlov v trojuholnikoch pri tomto vrchole je 360°. Sucet vetkych vnutornych uhlov vo vsetkych n troj-
uholnikoch tak musi byt zaroven 78 - 180° + 50 - 360° = 178 - 180°, z ¢oho dostavame rovnost 180 -n = 178180, a
teda n = 178. Odpovedou na obe otazky zo zadania tak je 178.

1.3 Koman¢ Mocny Sysel (x < 3) opravoval Milo§

Zadanie. ,Bud pozdraveny, muz zdkona,“ vyslo z ust nacelnika Komancov Mocného Sysla pocas toho, ako Sgt.
Peppera obklucili ale dva tucty Indidnov. ,Dakujem Ti, Ze si reagoval na nasu vyzvu v poli a prisiel sem. Pokrvny
brat musi pokrvnému bratovi pomoct. Nasa jednotka vcera zajala 47 zlatokopov a moji ndcelnici si potrebuijii rozdelit

ich skalpy.*

Komanci majii 47 skalpov. Piati ndcelnici - Tuarego, Pacahuti, Winnetou, Apasuke a Komanke - si chcti tieto skalpy
rozdelit, pricom Tuarego aj Pacahuti chce pdrny pocet skalpov (aj 0 je pdrne ¢islo) a Winnetou, Apasuke a Komanke
chcti nepdrny pocet. Kolkymi sposobmi si vedia ndcelnici skalpy medzi sebou rozdelit? Skalpy sii nerozlisitelné, cize
dva sposoby povazujeme za rozne, ak aspori jeden ndcelnik mad v nich rozne pocty skalpov.

RieSenie
V Tubovolnej moznosti, ako rozdelit skalpy pre nacelnikov, maju Winnetou, Apasuke a Komanke aspon jeden
skalp. Dajme im teda po jednom skalpe a zamerajme sa na to, ako rozdelit zvy$nych 44 skalpov.

V tejto situacii chce kazdy nacelnik dostat este nejaky parny pocet skalpov. Zaroven mame este parny pocet skal-
pov, ktoré sme nepouzili (¢o je dobre, skuste si premysliet, ¢o by znamenalo, keby mame v tomto bode neparny
pocet skalpov na rozdelenie). Mozeme teda riesit analogicky problém - rozdelme 22 parov skalpov medzi 5 na-
¢elnikov.

V tejto Casti je dolezité si velmi dobre premysliet, ¢i tymto postupom nezardtame nejaké moznosti dvakrat, ¢i
na nejaki moznost nezabudneme, alebo ¢i nendjdeme nejakd moznost, ktora neprislicha ziadnemu rozdeleniu
skalpov. Zoberme si [ubovolné rozdelenie dvojic¢iek. Ak si oznac¢ime postupne pocty dvojic¢iek pre nacelnikov
a,b,c,d, e, potom vieme, Ze plati a+b+c+d+e = 22. Takémuto rozdeleniu dvoji¢iek zodpoveda rozdelenie skalpov,
kde nacelnici dostant postupne 2a,2b,2¢ + 1,2d + 1, 2e + 1 skalpov, kde si mdzeme overit, ze 2a + 2b + (2c+ 1) +
(2d+1) + (2e+ 1) = 47. Mozeme si taktiez premysliet, Ze rovnako to funguje aj naopak - ku kazdému rozdeleniu
skalpov vieme ndjst prislichajtice rozdelenie dvojiciek. Tym padom vieme s istotou povedat, Ze ked spocitame
vSetky mozné rozdelenia dvojic¢iek, bude sa tento pocet rovnat poctu vsetkych moznych rozdeleni skalpov.

Podme teda rozdelit 22 dvoji¢iek medzi 5 nacelnikov. M6Zeme pouzit techniku ,,oddelovacov”. Zoradme si 22
dvojic¢iek vedla seba do radu. Zoberme si 4 oddelovace a ulozme ich medzi nejaké dve susediace dvojicky (kde
oddelovace nemusia byt nutne medzi roznymi susedmi). Takto sme rozdelili vSetky dvojicky do 5 skupin. Teraz
vieme dvojicky pridelit nacelnikom tak, Ze kazdému nacelnikovi ddme vsetky dvojicky z jednej skupiny.

Tu je taktiez dolezité uviest, ze takymto postupom zaratame kazdé rozdelenie dvojiciek prave raz, a nevytvorime
také usporiadanie dvojic¢iek a oddelovacov, ktoré nezodpoveda ziadnemu rozdeleniu dvojiciek. Uz sme si ukazali,
ako sa od konkrétneho usporiadania dvojiciek a oddelovacov vieme dopracovat k rozdeleniu dvojic¢iek pre nacel-
nikov. Lahko vieme popisat aj opac¢ny postup. Ak vieme, kolko dvoji¢iek ma ktory nacelnik, jednoducho ulozime
vsetky dvojicky prvého nacelnika vedla seba a na koniec dame oddelova¢. Potom spravime to isté s dvojickami
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druhého, tretieho a Stvrtého nacelnika, a na konci uz iba pridame dvojicky posledného, bez oddelovac¢a na konci
(mozete si to predstavit ako vykladanie nakupu v obchode na pokladni¢ny pas — kazdy si vylozi svoj nakup a da zan
oddelovac). Znova teda plati argument, ze ak poratame kolko existuje moznych spdsobov rozdelenia dvojiciek a
oddelovacov, najdeme zaroven pocet vsetkych moznych rozdeleni dvoji¢iek nacelnikom.

Ako vsak zistit, kolkymi sposobmi méZeme umiestnit oddelovace? Vimnime si, Ze po umiestneni oddelovacov
mame v rade 26 objektov (22 dvojiciek a 4 oddelovace). Pre [ubovolné rozmiestnenie plati, Ze mame 26 miest,
na ktorych moézu dvojicky a oddelovage byt. Co robi konkrétne rozlozenie unikatnym, je pozicia oddelovacov.
Musime teda vybrat 4 z 26 miest, kam oddelovace ulozime. KedZe vyberame miesta bez opakovania a na poradi
jednotlivych oddelovacov nezélezi, odpoved na otazku kolkymi spdsobmi vieme vybrat 4 z 26 miest nam daju
kombinacné ¢isla'. Tomuto poctu zodpoveda kombinaéné ¢islo

26 26!
= —— =14950.
4 4122!

Naécelnici si teda vedia rozdelit skalpy 14 950 sp6sobmi.

1.4 Koza Mojej Sije (k <5) opravovali JoZo a Veronika P.

Zadanie. ,No pockat, coZe ste to vy? Zajali 47 dobrych Americanov? Tak to teda nie!* zazneli posledné slovd z
ust Sgt. Peppera skor, ako ho Indidni ovalili tomahavkom a zviazaného hodili do tipi. Ked sa Sheriff Pepper pre-
bral, vydesil ho posahany muz, ktory si kreslil na zem obrdzky. Chcel vediet, kolko koZe mu ostane, aZ ho ti divosi
oskalpujt...

V $tvoruholniku ABCD oznacime K, L, M, N postupne stredy stran AB, BC, CD, DA. Plati, Ze
|AL| = |AM| = |BM| = |BN| = |CN| = |CK| = |DK| = 47.
Dokdzte, Ze aj |DL| = 47.

RieSenie
Skor nez sa pustime do vytrvalého pocitania uhlov a inych veci, je dobré sa zamysliet, ako nas $tvoruholnik ABCD
moze vyzerat. Ak skusime nakreslit obrazok, v ktorom by vietko zo zadania platilo, tak sa nam to pri véeobecnom

$tvoruholniku nepodari. Rovnosti zo zadania by isto platili, ak by stvoruholnik ABCD bol $tvorec. Tak sa vyberme
tym smerom a podme zistovat k tomu potrebné vlastnosti $tvoruholnika ABCD.

Strany AB a CD su rovnobezné

Najprv ukdzme, Ze strany AB a CD st rovnobezné. Vezmime si trojuholnik ABM. Vieme, Ze strany AM a BM su
rovnako dlhé, preto je tento trojuholnik rovhoramenny. Usecka KM je jeho vyskou, a preto je kolma na zakladiu
AB. Podobne si mdzeme zobrat trojuholnik CDK, ktory je tiez rovnoramenny a jeho vyska, tiez usecka KM, je
teda kolmd aj na zakladnu tohto trojuholnika, teda na usecku CD.

Ak je té istd Gse¢ka KM kolma na usecky AB a CD, tak musia byt use¢ky AB a CD rovnobezné. Usecka KM ich
navyse deli na 2 zhodné casti (nezabudajme, Ze body K a M st stredmi stran AB a CD) V tomto momente sme
ukazali, Ze nas Stvoruholnik ABCD je vlastne lichobeznik (ma rovnobezné zakladne AB a CD) s vyskou KM.

1https ://cs.wikipedia.org/wiki/Kombinace
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Strany AB a CD maju rovnaku dizku

Teraz podme ukazat, ze Gsecky AB a CD su aj rovnakej dlzky. Vieme, Ze vy$ka na zékladiiu v rovnoramennom
trojuholniku deli trojuholnik na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Nase rovnoramenné trojuholniky ABM a
CDK teda ich vyska (usecka KM) deli na 4 pravouhlé trojuholniky: AKM, BKM, CKM a DKM. Zo zadania vieme,
7e |AM| = |BM| = |DK| = |CK], teda, Ze prepony vietkych $tyroch trojuholnikov maju rovnaku dizku. Ich dalgia
strana je prave zdieland usecka KM. A e$te vieme, Ze vSetky trojuholniky s pravouhlé. Teda vieme, Ze sa vSetky
$tyri trojuholniky zhoduju v dvoch stranach a v uhle oproti vacsej z nich, a preto s zhodné. Ak st ale pravouhlé
trojuholniky zhodné, tak st aj pévodné rovnoramenné trojuholniky zhodné, a teda maju rovnaké dlzky zakladni.
Preto o zdkladniach plati |AB| = |CD|.

ABCD je obdiznik a zaver

KedZze body A, D st rovnako vzdialené od usecky KM, tak usecka AD je rovnobezna s KM. Z rovnakého dovodu
je s KM rovnobezna aj tise¢ka BC. Usecky BC a AD su tak rovnobezné a dokoca aj kolmé na zakladne AB, CD.
Tym sme ukazali, ze na$ §tvoruholnik ABCD je vlastne obdlZnik.

Pozorny riesitel si v§imne, Ze uz teraz vieme tlohu dokoncit. Trojuholniky NLD a NLA su pravouhlé so zhodnymi
odvesnami. Preto podla vety sus st zhodné. Tym dostavame, Ze |DL| = |AL| = 47, ¢o sme chceli dokazat.

ABCD je $tvorec
Ukazovat, ze ABCD je $tvorec nie je teda v tomto momente potrebné, no pre zaujemcov ukdzeme aj to. Ozna¢me
si |AB| = |CD| = 2a a |BC| = |DA| = 2b. Z Pytagorovych viet pre trojuholniky KBC a CDN dostavame
|CK? = a® + 4b* = 4a* + b = |CNJ?,
z ¢oho po uprave dostaneme a = b. Teda ABCD je naozaj stvorec.

To, Ze vo $tvorci nam uz plati [DL| = |AL|, nechdvame na vés. D4 sa to dostat rovnako, ako pri obdlzniku.

1.5 Kadernik Ma Skalpuje (x < 8) opravovali MiSo M. a Lucy

Zadanie. Ked sa zacalo stmievat, vosiel do tipi ndcelnik Mocny Sysel' v doprovode dvoch Indidnov. Medzitym,
ako Indidni odtahovali druhého muza k lokdlnemu barberovi, prehovoril ndcelnik k marlboroughskému Serifovi:
,Sgt. Pepper, v minulosti sme si boli ako bratia a mnohokrdt si ndm pomohol. Ze si to ty, dovolim ti si teraz vybrat
pravouhly trojuholnik koZe, ktory ti za trest oskalpujeme. Samozrejme odtial-potial, musis sa drzat nejakych pra-
vidiel.“ Medzitym sa uz vratili naspdt Indidni a hodili na zem zvitok s ponukou lokdlneho kadernictva. V zvitku
stdlo:

Z hlavy ti vytrhneme pravouhly trojuholnik koZe, ktory md odvesny s celociselnymi dlzkami. Navyse plati, Ze ¢iselné
vyjadrenie jeho obsahu a obvodu je rovnaké. Pomozte Sgt. Pepperovi ndjst vsetky takéto trojuholniky, nech si moze
lepsie vybrat svoj tices podla najnovsej médy.
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RieSenie

Oznaéme dlzky odvesien nasho trojuholnika a, b a dlzku prepony ako c. Podla zadania chceme rovnost medzi
obvodom a obsahom (bez jednotiek), takze

ab

—=a+b+g
2

kedZe trojuholnik je pravouhly. Tuato vlastnost vieme tiez pouzit na zniZenie poctu neznamych. Plati totiz Pyta-
gorova veta, a tak ¢? = a® + b?, ¢ize ¢ = Va? + b?. Dosadime do nasej rovnosti:

%b:a+b+\/a2+b2.

Od tohto momentu budeme dany vyraz uz len upravovat s ciefom vyjadrit jednu dizku pomocou druhej. Najprv
sa zbavime odmocniny tym, Ze ju na pravej strane osamostatnime a nasledne celti rovnost umocnime na druhu.

%b—a—b:\/a2+b2

a2b?
T+az+Z)2—azb—abz+2ab:az+b2

2b2
aT—azb—ab2+2ab:O

V poslednom kroku sme odéitali (a? + b?) od oboch strén. Vysledny vyraz ma byt rovny nule. Obsahuje tiez v
kazdom clene ab. KedZe sa jedna o strany trojuholnika, mali by byt kladné, a teda mdzeme rovnicu predelit ab.

b
& a-b+2=0
4

ab—-4a-4b+8=0

a(b—4) =4b—8
_4b-8 _4(b-4)+8 8
T4 T -4 T h-4

Pri vyjadreni a sme delili vyrazom (b — 4). Lahko overime, Ze je nenulovy. Ak by b = 4, dostali by sme a-0 = 8,
¢o isto neplati.

Na néjdenie konkrétnych a, b vyuZijeme fakt, Ze obe maja byt celé ¢isla. Potom vidime, ze ¢islo (b — 4) musi byt
delitefom 8. Delitelmi 8 su 1, 2, 4, 8 a ich zdporné verzie. Pre kladné delitele dostaneme mozné dvojice (a, b):
(12,5), (8,6), (6,8), (5,12). Pre zaporné delitele bude b kladné len v pripade —1, -2, aviak a presne naopak.
KedZe sme v nasom postupe umocnovali, mali by sme overit, ¢i naozaj vSetky dané moznosti vyhovuju zadaniu.
Lahko overime, Ze trojuholnik 5,12,13 ma obsah aj obvod 30 a trojuholnik 6,8,10 m4 obvod aj obsah 24. Iné
rieSenia neexistuju.

1.6 Kravy Marlboroughské Sledujem opravovali Mi$o S. a Juro R.

Zadanie.
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Nad mestom sa vzndsal prach. A predsa bolo vidiet Serifskii hviezdu nad vchodom do viradu Sgt. Peppera. Ak niekto
americké Marlborough drzal na krdtko a prindsal do vsednych dni vrazdenia, krvi a krémovych duelov poriadok, tak
to bol on. Muz cinu a legenda, Sheriff Sgt. Pepper. Ale zase neprehdnajme. Nie kazdy deri bolo treba volat hrobdra.
Napriklad dnes jedinym problémom, ktory Sgt. Pepper riesil, bolo hladanie strateného dobytka’® statkdra Ritza:

7 v7s

Ndjdite vsetky prirodzené Cisla n, pre ktoré existuje n nie nutne réznych prvocisel p, p,, ..., pn, pre ktoré plati:

pulps-1,
p2|p5-1,
puor | Pa—1,
palpi- L

Pozndmka. Zdpis a | b ¢itame a deli b“ a znamend, Ze existuje celé ¢islo k také, Ze a - k = b, ¢iZe Cislo b je delitelné
cislom a.’

RieSenie

Pri delitelnostiach s prvocislami byva uzito¢né rozkladat veci na sucin. V tejto tlohe dokonca mame vyrazy, ktoré
na sucin idd rozlozit velmi jednoducho. Pre kazdé i od 1 do n ma platit

pi |ng+1 -1
pi | (pis1 = 1)(pis1 +1).

Indexy pritom berieme cyklicky, teda p,.1 = p;.

Teraz vieme vyuzit znamu vlastnost prvocisel, ze ak prvocislo deli suc¢in dvoch alebo viacerych ¢initelov, tak musi
delit jedného z nich. Navyse plati (kedze nase ¢isla su kladné), ze delitel musi byt mensi alebo rovny ako ¢islo,
ktoré deli, teda p; < p;s1 — 1, ak p; deli prva zatvorku alebo p; < p;,; + 1. Vyhodnejsie vSak bude mat len jednu
nerovnost, a to p; < p;41 + 1, ktord plati v kazdom pripade pre vsetky i.

Vidime, Ze oba ¢initele, z ktorych jeden p; deli, s pre neparne prvocislo p;,; parne. Oplati sa teda tlohu rozdelit
podla toho, ¢i nejaké p; je rovné 2.

Majme postupnost prvocisel splfajicu vztahy zo zadania a skimajme, aky moZe byt pocet tychto prvocisel n.
Predpokladajme najprv, ze niektoré z prvocisel je rovné 2. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze
pn = 2. KedZe podmienky sa nezmenia, ak indexy prvocisel posunieme do kruhu, mézeme ich posunut tak, aby
dvojka (alebo jedna z viacerych dvojok) skonc¢ila na indexe .

Potom plati p,; | 22 = 1 = 3, teda jedind moznost, ako moze vyzerat predchddzajice prvocislo, je p,1 = 3.
Pokra¢ujme podobne dalej, p,_, | 32 - 1 = 8. Jediné prvocislo, ktoré deli 8, je 2, takze p,_, = 2. Opakuje sa ndm

Pekne otislovaného vypalenym prirodzenym ¢islom 7.

*Ked sa zaoberdme celymi &islami a nie len prirodzenymi, tak aj 0 | 0, kedze 0 - 1 = 0.
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situdcia, v ktorej sme boli pre n. Ked budeme tento postup opakovat, bude naim opakovane vychadzat, ze jedina
moznost je, Ze postupnost md tvar 2, 3, 2, 3, 2, 3,....

Casom sa viak potrebujeme dostat opitk p,,, ktoré je ale rovné 2. S parnym poctom prvoéisel to funguje. Mdzeme
zobratp, =ps=---=p,.1 =3ap, =ps=---=p, = 2. Tieto prvocisla skuto¢ne vyhovuju zadaniu.

Ak by vsak 7 bolo neparne, dostali by sme, Ze p, = p,—» = -+ = p; = 2, ale neplati ndm p, | p? — 1, pretoze 2 | 3. To
znamena, Ze pri neparnom pocte prvocisel dvojku nemame.

Pre v8etky i plati p; | pis1 — 1 alebo p; | piv1 + 1. Zaroveni vetky p; si nepdrne, a teda p;,; — 1 aj p;y; + 1 st parne. Ak
neparne p; deli niektory z tychto vyrazov, deli aj jeho polovicu. Ako sme uz naznacili v ivode, p; musi byt mensie

alebo rovné ako to, ¢o deli, teda ako ;7,-%—1 alebo ako p"%“, v oboch pripadoch ale plati

iﬁpi+1+1-
2

Y / v/ I e ’ / ;N i+1+1 M > 3
Pre pi;; > 3 (vietky nepdrne prvocisla s vacsie alebo rovné 3) ndm plati, ze 22— < p;.;, ¢o lahko overime

‘ / ‘ i+1+1 / / ¥ ’ ’ r
roznésobenim. Médme teda p; < 22~ < p;,;. Napisanim vietkych takychto nerovnosti za seba dostaneme

Pr<pa<p3<---<pPy<pi

pretoze podmienky platia cyklicky. Toto oc¢ividne nemoze nastat, pretoze z toho vyplyva, ze p; < p;.

Aj ked sa to mozno nezda, tato argumentacia funguje aj pre n = 1, pretoze p; deli p; — 1 alebo p; + 1 a z neparnosti

;N 1 v - vy
plati, ze p; < 5= < py, ¢o je rovnako ako vyssie spor.

HlIadané ¢isla n st teda vSetky kladné parne ¢isla.

1.7 Kasino, Moc a Slama opravoval Zaneta

Zadanie. Ked Sgt. Peppera nebavilo riesit problémy inych, tak si vyrazil do lokdlneho kasina osklbat niekoho o
peniaze. Toho dna, kedy nasiel strateny dobytok statkdra Ritza, bola v ponuke takdto hra:

Na stole mdme karty s hodnotami od 1 po 13 v nejakom poradi. Postupne tahdme karty z balicka a ukladdme na
kopky. Kopky musia byt rastiice (novii kartu moZeme polozit len na kartu s mensim cislom) a kartu ukladame vzdy
na kopku s najvyssim moznym cislom, licom nahor. Ak takd képka neexistuje, vytvorime novii. Ked vyloZime vsetky
karty, dame kopky na seba (postupne od najnovsej na spodku po najstarsiu na vrchu), otocime (¢éim ziskame opdt
balicek kariet, ktoré sii licom nadol) a hrdme znovu.

Kasino vehementne hldsilo, ze dda 100§ tomu, komu sa podari ndjst také poradie kariet, ktoré sa tymto spésobom
usporiadat nedajii. DokdZzte, Ze také poradie neexistuje a karty sa po niekolkych opakovaniach vZdy usporiadajii.
Riesenie

Proces tahania a ukladania kariet a zbierania nazveme kolom. Nech v balicku je » kariet, ulohu dokazeme pre
[ubovolné n. Mozno si v§imnat nasledovny invariant* vzhladom na pocet kol: Predpokladajme, Ze mame na stole

4Vlastnost ktord sa nemeni, zostava rovnaka.
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v nejakom momente pocas tahania a ukladania kariet aspon 2 kopky P, Q, nech ¢isla na vrchu tychto kopok su
p»>q. Nech plati, Ze kdpka P sa objavila na stole skor ako Q. Potom plati p > q. Toto teraz dokdzeme.

 Najprv potrebujeme dokazat, Ze to plati v momente, ked sa na stole prvykrat spolu objavia dané 2 kopky
P, Q. Majme teda kopku P's ¢islom p navrchu a prave nam vznikla kopka Q s ¢islom g. Z balicka sme vytiahli
kartu s ¢islom g. Zrejme nemdze platit p = q. Keby platilo p < g, kartu s ¢islom g by sme ulozili na vrch
kopy P. Preto musi platit p > q.

o Teraz dokazeme, ze ak v istom momente invariant plati pre vSetky dvojice kopok, bude platit aj ked vytiah-
neme kartu z balicka a ulozime ju na prislusna kopku. Vezmime si opat konkrétnu dvojicu kopok P, Q s
¢islami p, g navrchu, pricom P sa objavila na stole skor. Nech z balicka vytiahneme kartu s ¢islom r. Ak tato
kartu neulozime ani na jednu z P, Q, invariant bude dalej platit. Ak kartu ulozime na kdpku Q, zrejme musi
platit r < p, ina¢ by sme porusili pravidla zadania. Teda v tomto pripade invariant plati. Ak kartu ulozime
na kopku P, musi platit r > p, a teda kedze plati p > g, vieme, ze plati aj r > q.

Teda invariant plati vzdy.

Indukciou vzhladom na k dokazeme, Ze po k kolach sa budu nachadzat na k poslednych miestach v balicku karty
s ¢islami

nn—1,...n—-k+1.

o Nech k = 0, vtedy tvrdenie nehovori nic, a teda je pravdivé.
o Nech tvrdenie plati pre nejaké k.

o Z indukéného predpokladu, na zaciatku k + 1-ého kola sa na poslednych k miestach v balicku nachadzaja
karty s ¢islami n,n - 1,...,n — k + 1. Po tahani n — k kariet z balicka budu na stole karty 1,...,n — k. Karta
s ¢islom #n — k musi byt podla invariantu na najstarsej kdpke. Podla pravidiel zo zadania ostatné karty z
balicka s ¢islami #, ..., n — k + 1 ulozime prave na tuto kopku. Po zozbierani vSetkych kopok sa tak karta s
¢islom n — k dostane pred kartu s ¢islom n — k + 1. Tvrdenie teda plati aj pre k + 1.

Po opakovani # kol sa v balicku budu nachadzat vzostupne usporiadané karty.

1.8 Komancska Malba v Stene opravoval Pedro

Zadanie. ,Ser Pepper!“ krical zadychcany muz texaskym dialektom, ,,Komancovia sa vratili! V noci® do nasich
urodnych poli doniesli obrovskii stenu, a do nej vypalili znak. Musite nam pomoct.” Sgt. Pepper nevihal. Povedal
jeho povestné .Idem, riesim,“ nasadol na koria a vybral sa za kovbojom. Az dorazili na miesto ¢inu a prisvietili si
svojimi faklami, odkryl sa im takyto obraz:

Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik, pre ktory plati |DA| < |AB| = |BC| < |CD|. Body E a F sii postupne zvolené
na strandch CD a AB tak, ze priamky BE a AC sii na seba kolmé a priamky EF a BC sii rovnobezné. DokdZte, Ze
|FB| = |FD|.

Riesenie
Napriek tomu, Ze uloha bola zaradend ako 6sma, jej riesenie si vyzaduje iba tie najzakladnejsie vedomosti a ich
aplikdcia je relativne priamociara. Dalo by sa povedat, Ze na vyriesenie tejto ulohy je potrebné ,cisté uhlenie®.

5Cize teraz, lebo teraz bola noc.
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Ak ste tato ulohu nevyriesili, odporic¢am vam venovat tomuto vzoraku plnd pozornost a snazit sa odniest si ¢o
najviac principov.

Najpriamodiarejsi sposob, ako ukazat, ze dlzky dvoch useciek stretdvajicich sa v jednom bode su rovnaké, je
jednoducho ukazat, ze trojuholnik vytvoreny tymito dvomi tseckami je rovnoramenny. Nasim cielom je ukazat
rovnoramennost trojuholnika BDF. Najjednoduchsie sa to da tak, Ze ukdzeme rovnost | < BDF| = |< DBEF|. Uhol
DBF je vdaka vete o obvodovych uhloch rovny uhlu ACE. Priamo zo zadania tieZ mame rovnost uhlov BAC a
BCA a opit, pouzitim vety o obvodovych uhloch tiez BDC.

A F B

Teraz uz budeme musiet trochu pohttat. Sikovné geometrické oko si hned vimne, Ze nakolko strana EF je rov-
nobezna so stranou BC, musi byt §tvoruholnik AFED tetivovy. To vidno napriklad tak, Ze uhol FED je rovnako
velky ako BCD (z rovnobeZnosti), a teda je rovny 180° — | < FAD|, z ¢oho uz tetivovost, podla zndmeho a dolezitého
tvrdenia o protilahlych uhloch v tetivovom §tvoruholniku, vyplyva.

To nas motivuje dokreslit aj stranu AE, aby sme mohli plne vyuzivat obvodové uhly aj v §tvoruholniku AFED.
Teraz vieme preniest nas§ dolezity uhol FDB na uhol CAE. Toto nevyplyva priamo pouzitim obvodovych uhlov,
ale az dopocitanim z rovnosti uhlov FDE a FAE po odpocitani identickych uhlov BAC a BDC.

Vidime, zZe ak maju byt rovnaké uhly FDB a FBD, potom sme prave vyuhlili, Ze aj uhly CAE a ACE by boli rovnaké
(anaopak, z rovnakosti tychto dvoch uhlov spétne vyplyva aj rovnakost nasich povodnych). Teda trojuholnik ACE
musi byt rovnoramenny. Teda E musi lezat na osi strany AC. Ale kedZe priamka BE bola definovana ako kolmica
z Bna AC a ABC je rovnoramenny trojuholnik, BE musi byt os strany AC.

1.9 Kapitan Mocny Sysel opravoval Juro B.

Zadanie. , Bud pozdraveny, muz zdkonal!“ vyslo z ust ndacelnika Komancov Mocného Sysla pocas toho, ako Sgt. Pep-
pera obklicili ale dva tucty Indidnov. ,Dakujem Ti, Ze si reagoval na nasu vyzvu v poli a prisiel sem. Pokrvny brat
musi pokrvnému bratovi pomdct. Nasa jednotka viera znovu zajala 47 zlatokopov a moji ndcelnici si potrebujii roz-
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delit ich skalpy. Ale o to nejde. To uz vedia. To si ndm uz vcera vysvetlil. Iné potrebujeme. Vyriesit takiito uilohu by
sa hodilo. Ze naco ndm to je? Hadd, do toho ta ni¢ nie je!*

Nech a, b, c sii kladné redlne Cisla, pre ktoré plati abc > 1. Dokdzte, Ze

ad+bP+E>ad+ b+

RieSenie
Brute-force AG riesenie spociva v pouziti vazenej AG nerovnosti, t.j. ak plati pre kladné A, +--- + A, = 1, tak pre
vsetky kladné redlne Cisla x; ...x,, plati

Xy + -+ Ay > X0,
Ak ste sa s AG nerovnostou v takejto forme nestretli, checknite napr TU.

Skusime teda pouzit takuto nerovnost pre x; = a*,x, = b®,x;3 = 2. Kedze A; < 1, tak budeme potrebovat viac
nerovnosti, ktoré potom s¢itame, aby na lavej strane vyslo a* + b* + ¢? (a dava zmysel ze budu tri). Treba iba trochu
skusat a hrat sa zo zlomkami, aby vy$lo napriklad toto:

Ea‘* + 3[93 + ic2 > b = (abc)z%a3 >a’
26 26 26
ia‘* + §193 + ic2 > @b = (abc)%b2 > b?
26 26 26

ia‘L + i193 + Bc2 > axnbicws = (abc)sc' >
26 26 26

Scitanim vSetkych nerovnosti ziskame pozadovanu nerovnost.

Trikové rie§enie spociva vo vS§imnuti si nasledovnych nerovnosti:

-c>c-1
- >b-1

at—-a*>a-1.

Tie platia, pretoze a* —a’> —a+1=(a®>-1)(a—-1) = (a—1)*(a’> + a + 1), ¢o je zjavne nezdporné (rovnako pre
b, c). Ich s¢itanim a pouzitim klasického AG ziskame, ¢o chceme:

AP+ - - -c>a+b+c-3>3Vabc-3>3/1-3=0.
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1.10 Kuzlo Maga Suma opravoval Tomas S.

Zadanie. Ked prisiel Sheriff Sgt. Pepper spolu s Mocnym Syslom do indidnskej osady, zbadal komanéského samana,
zndmeho Bieleho Suma, ako so svojim Sarmantnym Bizénom predvddza kiizlo. Na zaciatku Biely Sum odide z javiska.
Bizén ulozi na stol do radu k > 2 identickych kariet, bielych z oboch stran. Ndsledne Bizén zavold dobrovolnika z
publika a poZiada ho, aby na kaZdu kartu napisal ¢islo od 1 do 2021 vrdtane. Cisla sa mozu aj opakovat. Bizén
potom vsetky karty otoci ¢islom nadol az na jednu kartu, ktorii ponechd ¢islom nahor. Poradie kariet menit nesmie.
Potom sa vrdti na scénu Saman Biely Sum a pozrie sa na karty na stole. Ndsledne ukdZe na jednu kartu a povie &islo,
ktoré sa nachddza na jej spodnej strane. Nakoniec kartu vitazoslavne otoci a zozne obrovsky potlesk, kedze sa to Cislo

na karte naozaj nachddza.

Urcte najmensie celé ¢islo k > 2, pre ktoré si Saman Biely Sum vie so svojim Bizénom dohodnuf stratégiu, ktord im
zaruci uspesny priebeh kiizla.

Riesenie

Najskor si ujasnime, ¢o od nas vlastne chce zadanie a zavedieme si par pojmov na jednoduchsi popis. Poc¢iatocna
konfiguracia kariet je urcena tym, aké ¢islo je na kazdej karte. Spolu mame 2021 moznosti pre kazdu z k kariet,
teda 2021 konfiguracii. Biely Sum uvidi karty po tom, ¢o Bizén nechal otocenti len jednu z nich. Takuto situdciu
budeme volat nahlad (a, x), ked jedina viditeIn karta je na pozicii a a ma ¢islo x. Sum si v takejto situdcii musi byt
isty, aké ¢islo ma nejaka ind karta. Ak by sibolisty viacerymi inymi kartami, moze si dopredu vramci stratégie urcit
pre kazdy néhlad len jednu takuto kartu, ktora vitazoslédvne oto&i. Takze Sum sa riadi pravidlami (a,x) — (b, y),
¢o znamend, Ze pri ndhlade (g, x) oto¢i kartu na pozicii b a td m4 ¢islo y. Z vyssie uvedeného vyplyva, ze pre kazdy
ndhlad mame len jedno pravidlo. Subor vsetkych tychto pravidiel budeme volat stratégia. Stratégia je uspesna,
ked pre kazdu konfiguraciu dokdze Bizén pripravit taky néhlad, aby Sumovo pravidlo fungovalo, to znamen4, ze
kazda konfigurdcia obsahuje dvojicu kariet (a, x), (b, y) takq, ze (a,x) — (b, y) je pravidlo z nasej stratégie.

Rozdelme si konfiguracie do skupin podla toho, ktoré pravidlo v kazdej z nich mdzeme pouzit. Pre kazdy nahlad
mame jedno pravidlo a pocet moznych nahladov je 2021k, takze najviac 2021k pravidiel, a teda aj tolko skupin.
Kolko je konfigurécii v jednej skupine, ktora je dana pravidlom (a,x) — (b,y)? Na pozicii a musi byt &islo x a na
pozicii b &islo y. Na ostatnych k — 2 pozicidch moze byt Tubovolné ¢islo, ¢o déva 2021572 moznosti. Vo vetkych
skupinéach spolu mame najviac 2021k - 202152 konfigurécii, ale aby bola stratégia tispe$na, kazd4 konfigurécia
musi byt v niektorej skupine, takze

2021k - 202152 > 20215, (1)

k >2021.

Dostali sme, ze k > 2021, takze pre mensie k nemoze existovat uspesna stratégia. Po chvilke skusania a hrania sa
objavime, Ze pre k > 2022 existuje peknd jednoducha stratégia. Bizon si len pozrie ¢islo 2022. karty, ktoré bude
chciet prezradit Sumovi. Nasledne ho zakéduje pomocou prvych 2021 kariet, a to tak, Ze nechd otocent tolkd
kartu, aké ¢islo je na 2022. karte. V reci pravidiel ndm stacdia pravidld (a,*) — (2022,a), pre kazdu poziciu a,
pricom * moze byt hocijaké ¢islo. Sum uhddne, Ze na 2022. karte je &islo a.

Pripad k = 2021 vyzerd tazsie. V dokdzanej nerovnosti (1) by musela nastat rovnost. V takomto pripade sa oplati
uvazovat aké podmienky a obmedzenia by musela spliat nasa stratégia, aby mohla nastat rovnost. Pri takomto
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postupe bud zistime, Ze véetky obmedzenia sa nedaju splnit a prideme k sporu, alebo ndm obmedzenia povedia
ako bude vyzerat vysledna stratégia.

Rovnost v (1) nastane len vtedy, ked kazda konfigurdcia bude v niektorej skupine, a ked sme kazdu konfiguraciu
zapocitali len raz, teda kazda konfiguracia musi byt v prave jednej skupine. ESte raz to isté v zelenom, Ziadna
konfiguracia nie je v dvoch skupindch, teda na ziadnu konfiguraciu sa nedajt pouzit dve pravidla.

V prvom rade si uvedomme, Ze v pravidle (a,x) — (b,y) su pozicie a, b rdzne, lebo Sum neméze otocit kartu,
ktord uz je otocend. Urobime zopar pozorovani.

a) Nemozeme mat dve pravidla (a,x) — (b,y) a (¢,z) - (d,w), kde v8etky pozicie a, b, c,d st navzijom
rozne. Ak by sme mali, tak existuje konfiguracia, ktora obsahuje na vsetkych styroch poziciach prislusné

karty (a,x), (b,), (¢, z), (d, w) a splha obe pravidla.

b) NemoZeme mat pravidla (a,x) — (b,y) a (b,y) = (c,z), kde pozicie a, ¢ s rozne. V opaénom pripade
mame konfiguraciu s kartami (a, x), (b, y), (¢, z) splfajticu obe pravidl4.

¢) NemoZeme mat pravidla (a,x) — (¢,z) a (b,y) = (¢, z), kde pozicie a, b st rozne. Zd6vodnenie je rovnaké
ako v predchadzajucom bode.

d) Nemdzeme mat pravidla (a,x) — (b,y) a (b,y) — (a,x). Znovu existuje konfigurécia, ktor4 splia obe
pravidla.

Aby nastala v (1) rovnost, pre kazdy mozny vstup (g, x) musime mat nejaké pravidlo. BUNV © predpokladajme,
ze pre vstup (1,1) mame pravidlo P = (1,1) — (2,1). Podla a) musi pravidlo pre kazdy vstup (a,*),a > 3
ukazovat na poziciu 1 alebo 2, aby sme nemali 4 rozne pozicie. Povedzme nech to je pre vstup (3,1) pozicia 1,
mame pravidlo Q = (3,1) — (1, *). Teraz pre lubovolny vstup (g, *),a > 4 musi mat vystup poziciu 1 alebo 2
kvoli P a zaroven poziciu 1 alebo 3 kvdli Q, takze jedine poziciu 1.

Pozrime sa, ktoré pravidla mézu mat vystup (1,x) pre kazdé x od 1 do 2021. Podla ¢) musia mat vsetky takéto
pravidla rovnaku poziciu na vstupe. Povieme, Ze tato pozicia na vstupe zabera ¢islo x na vystupe. Uvazujeme
pozicie na vstupe od 4 do 2021, ktorych je 2018, aby pozicia na vystupe bola urcite 1. Niektora pozicia p zabera
najviac 1 vystup (1, y), lebo pozicii je 2018 a vystupov najviac 2021. To znamena, Ze pre kazdy vstup (p, * ) mame

pravidlo (p,*) = (1,).

Nech pre vstup (1,y) mdme pravidlo (1,y) — (b,z). Podla b) plati b = p. Teraz mdme dve pravidla
(Ly) = (p.2),
(p,2) » (Ly),

o je spor s d). Takze pre k = 2021 neexistuje uspe$na stratégia. Najmensie vyhovujuce k je 2022.

Bez ujmy na vieobecnosti
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