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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Konkretizator Matrodej Skresava (x < 1) opravovala Kaja

Zadanie. Bolo Stvrtého janudra, ked sme dorazili ku Branam Abstrakcie. Teda, bud bolo stvrtého janudra, alebo
Styritisiceho dodekatdbra, kedZe nas kalendar podlahol Abstrakcii ako prvy, a okrem toho sa ani nedalo hovorit o
Brdnach - skor o Nendpadnych Dvierkach V Stene Za Ohybom Rieky, Ledva Vysokych Pre Urasteného Skoldka. Ani
sme sa nenamdhali rozloZit stany, kedze sme vedeli, ¢o sa s niecim tak zloZitym stane po vystaveni Abstrakcii, a
rovno sme sa pokusili Dvere otvorit. Na to potreboval Matrodej Lambzduch uplatnit svoj Konkretizdtor, Zial, pristroj
mu pred ocami zacal obrastat dokonalymi geometrickymi titvarmi a Lambzduch musel narychlo zistovat, kde konci
Konbkretizdtor a kde zacina akési euklidovské cudo.

V lichobezniku ABCD, kde AB || CD, plati |AB| = 2 - |CD|. Oznac¢me K, L postupne stredy stran BC, CD. Vypocitajte
obsah trojuholnika AKL, ak obsah ABCD je 12.

RieSenie

Obsah lichobeznika vieme vypocitat ako

(|AB|+|CDJ) - v
2 b
kde v je jeho vyska. Zo zadania vieme, ze |AB| = 2|CD), a ze obsah ABCD je 12. Preto musi platit:
Glenh v,
2
teda |[CD|-v = 8.
D L cY

>
x
vy]

O obsahu samotného trojuholnika AKL toho zatial nevieme vela povedat, ale mézeme sa skusit pozriet na troju-
holniky LDA, ABK a KCL.
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Obsah trojuholnika LDA je @, kedZe vyska tohto trojuholnika na stranu LD je tiez vy$kou lichobeznika ABCD,
a teda jej dizka je v. Kedze bod L lezi v strede strany CD, tak plati, Ze |LD| = @, preto obsah trojuholnika LDA je

ICD|

7 v

KedZe uz vieme, ze |CD| - v = 8, tak potom

teda obsah trojuholnika LDA je 2.

Ked si zoberieme pomocnu tsecku XY, ktora tvori vysku lichobeznika ABCD a prechadza bodom K, tak zaroven
usecka XK tvori vysku trojuholnika ABK na stranu AB a usecka YK tvori vysku trojuholnika KCL na stranu CL.
Ukazeme si, ze obe tieto usecky maja dlzku .

KedZze XY je vyskou lichobeznika ABCD, tak |XY| = v. Plati aj, ze |« BXK| = | < CYK]| (pravé uhly), | < BKX]| =
| < CKY| (vrcholové uhly), a teda aj | < XBK]| = | <« YCK]. Okrem tohto ete vieme, Ze bod K leZi v strede strany BC,
teda |BK| = |CK]|. Preto st trojuholniky BXK a CYK zhodné, a teda |XK]| = |YK]| = 3. S tymito informaciami uz
jednoducho dopocitame aj obsahy trojuholnikov ABK a KCL.

Obsah trojuholnika ABK mézeme vypocitat ako

|AB|-|XK| 2|CD|-% |cD|-v_
2 22

4,

kedZe |CD|-v = 8.

Vieme, Ze bod L lezi v strede strany CD, teda |CL| = @, preto obsah trojuholnika KCL zas m6Zeme vypocitat

ako

ICD] v
cu-vk| L3 jenly_

2 2 8

kedZze |CD|-v = 8.

Ked uz pozname obsahy trojuholnikov LDA, ABK a KCL, tak obsah trojuholnika AKL lahko dopocitame, ak
od obsahu celého lichobeznika odpocitame obsahy tychto troch trojuholnikov, teda obsah trojuholnika AKL je
12-2-4-1=5.

2.2 Krutitrula Mori Smad (x < 2) opravovali Miro a Tomas G.

Zadanie. Po skonkretizovani sa dvere otvorili a my sme vstipili dnu. Zial, neviem slovami opisat krdlovstvo Abs-
trakcie. Bolo velké, asi, a celé akoby dokrkvané. To nehovorim o osiichanych stendch, ale o zakrivenom casopriestore.
Pocet rozmerov sa nedal vyjadrit ¢islom, ale iba pismenkom. Pred ocami ndm tancovali obory hodnét roznych funkcii
a multidimenziondlne dvandststeny. Vydali sme sa pokritenou cestickou a snaZili sme sa vnimat toho ¢o najmenej,
aby ndm nevybuchli mozgy. Zial, Abstrakcia zacala posobit aj na nds. Ked Krutitrulo vytiahol krabicky dzusu,
zhrozene zakrutil usami. Pocet krabiciek sa stal arbitrarnym, a aby sme neumreli od smddu, museli sme ho rychlo
skonkretizovat na nieco rozumné. Konkretizovanie je vsak oSemetnd zdleZitost aj s potrebnym vybavenim, kedZe
nikdy neviete, akd podmienka alebo pravidlo na vds vyskoci.
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Krutitrulo mal nejaké prirodzené cislo a. Nepdcilo sa mu, tak v iom poprehadzoval cifry, ¢cim vzniklo ¢islo b. Rozdiel
a—b=111...1 pozostdva iba z cifier 1. Kolko najmenej jednotiek moZe cislo a obsahovat?

Riesenie
Na zaciatok, by som zdoraznil, Ze k spravnemu vysledku sa da dostat vela sposobmi. V tomto vzorovom rieseni
popisem jednu z podla médjho nazoru intuitivnych ciest na to, ako sa vieme k vysledku dopracovat.

Ako vo vadsine prikladov, tak aj tu sa oplati zacat skusanim. Po vyskusani par dvojic g, b zistime, ze nie je lahké
ich zostrojit tak, aby obsahovali rovnaké cifry a ich rozdiel pozostaval iba z jednotiek. Podme sa preto pozriet na
sposob ako vznikaji jednotky pri od¢itavani. Najjednoduchsi spdsob ako vznikaju je, ked cifra v ¢isle a je o jeden
vacsia ako cifra v ¢isle b. Druhy spdsob je, ked cifra v ¢isle a je 0 a cifra v ¢isle b je 9. Tento pripad je Specialny,
lebo pri od¢itavani pod seba sa nam prenasa zvysok 1. To znamena, Ze tam bude dvojica ¢isel, ktorych rozdiel
je 2 namiesto Standardnych 1. Moze sa stat aj to, ze sa prenasa zvySok 1 aj dvakrat po sebe, ale to je zbyto¢ne

komplikované. KedZe to nie je potrebné k vyrieseniu tejto ulohy, tak sa nad tym nebudeme zamyslat. V praxi by
sme sa nad tym zamysleli az potom, ¢o by ndm nestacilo prenasat cez desiatku jedenkrat.

Dobre, nasli sme dva sposoby, podla ktorych vieme dostat cifru 1 v rozdiele. Podme teda vyskuasat zostrojit ¢isla
a, b. Vyskusajme ich zostrojit tak, aby sme nemuseli ani raz pri ich od¢itavani prendsat zvysok 1. V tom pripade,
ked je v ¢isle a cifra k, tak v ¢isle b bude na tom istom mieste cifra k — 1. Tym padom bude musiet byt cifra k — 1
v ¢isle a, kedze ¢isla a, b obsahuji rovnaké cifry. Nasledne, kvoli tomu, Ze v Cisle a je cifra k — 1, tak v ¢isle b bude
cifra k — 2. Takymto spdsobom sa dostaneme k tomu, Ze v ¢isle a bude cifra 0, v ¢isle b by nam vychadzala cifra
-1 ¢o je samozrejme blbost. Tym padom bude na danom mieste cifra 9 a budeme musiet prenasat zvysok 1.

Zistili sme, Ze musime prenasat zvysok 1 cez desiatku, tak tym padom vieme, Ze v ¢isle a bude cifra 0. Pre jedno-
duchost si povedzme, Ze ¢islo a sa kon¢i na cifru 0 a ¢islo b sa tym padom kon¢i na cifru 9. KedZe cifra 0 je v Cisle
a, tak bude aj v ¢isle b. Vyskusajme preto pokracovat v zostrojovani ¢isel a, b tak, zZe a kon¢i na 20, b kon¢i na 09.
Tymto sme docielili aj to, Ze sme presko¢ili cifru 1 — za normalnych okolnosti by cifra 1 v ¢isle a bola sparovana s
cifrou 0 v ¢isle b. KedZe nasou ulohou je zminimalizovat pocet jednotiek, tak sa nam to velmi hodi. Dobre, podme
pokracovat v zostrojovani nasich ¢isel. Vieme, ze cifra 2 je v ¢isle a, takze preto bude aj v ¢isle b. Takze dostaneme
dvojicu ¢isel a, b, konciacich na 320 a 209. Rovnakym spdsobom pridame cifru 3 na miesto tisicok do ¢isla b, tym
padom cifru 4 do ¢isla a. Pokratovanim v tomto spdsobe dostaneme a = 987654320, b = 876543209 a zistime, ze
nase rieSenie je vyhovujuce, vdaka tomu, Ze posledna pridana cifra 9 do ¢isla a sa uz nachadza v ¢isle b.

Poslednou vecou, ktort je veobecne velmi dolezité spomentt je dokaz spravnosti nasho riesenia. Nasli sme ¢isla
a, b vyhovujtce zadaniu, bez pouzitia cifry 1. Mozme si byt preto isty, Ze cifra 1 sa v ¢isle a nemusi nachadzat.
Odpovedou na otazku v zadani teda je, Ze ¢islo a mdze obsahovat najmenej 0 jednotiek.

Poznamka k opravovaniu a rieSeniam: rieSenia sme najskor opravili podla nevhodnej bodovacej schémy - ospra-
vedlnujeme sa vam za to a dakujeme Ur$uli za jej rychlu reklamaciu poukazujiicu na tento problém. Ku rieSeniu
na plny pocet bodov bolo dostacujtice napisat ¢isla a, b vyhovujice zadaniu a zd6vodnit spravnost rieSenia — ne-
jako povedat Ze pocet jednotiek v Cisle a je nula a teda najmensi mozny. Vo viacerych rieSeniach ste aj popisali
postup ako ste sa k tym ¢islam dostali. V pripade, Ze by vase riesenie bolo zl¢é, tak vdaka tomu, Ze ste napisali aj o
vasich mygslienkach by ste mohli dostat ¢iastocné body. Obycajné rieSenie teda nemusi byt takto dlhé a v pripade
tohto prikladu je stru¢né rieSenie na par riadkov dostacujtce.
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2.3 Kral Masti Scestovaného (x < 3) opravovali JoZzo a Anezka

Zadanie. Napili sme sa a opdt vyrazili na cestu. Po Case t sa vSak Jubildr Bangle zacal staZovat, Ze vraj mu Matrodej
Sliape na pty, tak sme dali Jubildra na posledné miesto v zdstupe, nech nds nebrzdi. Po chvili viak opdt vrieskal,
Ze mu niekto sliape na pdty. Otocili sme sa a zhrozene sme sledovali, ako na Jubildra zatitocil hrozivy vseobecny
trojuholnik, kral dvojrozmernych plandrnych titvarov. Zahnat ho moéze iba rychly dokaz.

Mdme ostrouhly trojuholnik ABC. Oznacme E, F postupne pdty vysok na strany BC a AC. Nech M, N su postupne
stredy useciek BE, AF. Cez bod M vedieme priamku p kolmii na AC a cez N priamku q kolmii na BC. Priesecnik p a
q oznacime P. Dokdzte, Ze P je stredom tisecky EF.

RieSenie
Tento vzorak si mozete pozriet aj vo videopodobe: https://youtu.be/w084unecev4

V tlohach, kde vystupuju stredy stran sa oplati hladat stredné priecky trojuholnikov. (Strednd priecka je usecka
spajajuca stredy dvoch stran trojuholnika a z podobnosti trojuholnikov plati, Ze je rovnobezna s tretou stranou.)
To spravime aj v tomto rieseni. Ozna¢me si priese¢nik vySok AE a BF ako Q, priese¢nik priamok p a QE ako X a
priese¢nik priamok g a FQ ako Y.

Priamka p je rovnobezna s iseckou BQ, lebo obe st kolmé na stranu AC. Navyse priamka p prechadza stredom
usecky BE. Preto MX je stredna priecka trojuholnika BEQ, a tak bod X je v strede usecky QE. Z rovnakého dévodu
je NY strednou prieckou trojuholnika AFQ a bod Y je stredom tusecky QF. V trojuholniku QEF tiez priamka
p prechadza stredom strany QE a je rovnobezna so stranou FQ. Takze priamka p tvori tiez strednd priecku v
trojuholniku QEF a z rovnakého dovodu aj priamka g. O strednych prieckach vieme, Ze sa pretinaju v strede tretej
strany EF. A kedZe priese¢nik priamok p a g je prave bod P, tak bod P musi byt stredom strany EF. Tym sme
ukazali, ¢co sme mali.

LN

A B

Iné riesenie
Ukazeme si eSte rieSenie, ktoré nevyuziva stredné priecky. Obzvlast, ked mame zadané stredy stran, tak nam vedia

pomoct zhodné, prip. podobné trojuholniky. Preto budeme také hladat.

Na zaciatok ukazeme, Ze bod X je stredom usecky QE. Trojuholniky EXM a EQB st vdaka rovnobeznosti p a QB
podobné podla vety uu. Ich koeficient podobnosti je [EM|/|EB| = 1/2, preto |[EX]| = |[EQ|/2. Z rovnakého dovodu je
aj Y stred FQ.
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Z toho, 7e p || FBa q || AE, dostdvame vdaka sihlasnym uhlom | < FYP| = | < YQX] = | < PXE|. Dalej mame aj to,
ze XPYQ je rovnobeznik. Z toho dostdvame |PX| = |YQ| = |FY] a |YP| = |QX| = |XE|. Preto su trojuholniky FYP a
PXE zhodné podla vety sus. Tym sme dokazali, ze |[FP| = |PE|. Pozor, e$te nie sme hotovi. Zatial vieme len, ze bod
P je na osi usecky EF.

Este musime ukazat, Ze bod P lezi na usecke EF. Najjednoduchsim sposobom je ukdzat, ze | < FPE| = 180°. Vieme,
ze | < YPX| = | < PYF| (striedavé uhly) a | < XPE| = | < YFP| (zhodnost trojuholnikov). Preto dostavame

|« FPE| = | < FPY| + | < YPX| + | < XPE| = | < FPY| + | < PYF| + | < YEP| = 180°,
¢im je na$ dokaz hotovy.

Casta chyba pri rieSeni

Pri rieseni takychto typov tloh sa da lahko spravit zavazna chyba. Tato chyba sa vie zrodit uz hned pri nakresleni
obrazka. Je prirodzené si do obrazku nakreslit priamky p, g a tse¢ku EF - ved o tychto utvaroch mame nieco
ukazovat. Ak ich vSak nakreslime do obrazku tak, Ze sa nam vsetky pretnu v bode P, tak si koledujeme o chybu.
Tuato informaciu totiz v zadani nemame. O bode Pvieme iba to, Ze je priese¢nikom priamok p a q. Na tisecke EF, tak
vobec nemusi lezat. Samotny obrazok este nie je chybou, av§ak lahko nas moze k chybe naviest. Napr. mozeme
undhlene tvrdit, ze trojuholniky MPE a BFE st podobné podla vety uu, lebo |< EMP| = |<EBF| a |<EPM| =
| <EFB|. O uhloch EPM a EFB v$ak nevieme na zaliatku rieSenia povedat, Ze su suhlasné, lebo P nemusi lezat na
usecke EF.

Ako spravne pristupovat k takymto uloham

Ako si teda nakreslit obrazok spravne? Obzvlast v takych ulohach, kde mame ukazovat, Ze nejaky bod splyva
s inym bodom alebo Ze tri utvary (priamky, kruznice, ...) prechadzaju jednym bodom? Dobrym zakladom je
nenakreslit do obrazku to, ¢o chceme dokazovat. Jeden spdsob je, Ze by sme si nakreslili bod P mimo tsecky EF a
priamKky p a g by nam pretali usecky v dvoch ré6znych bodoch, povedzme P, a P,. V rieseni by sme mohli napriklad
ukazat, Ze bod P, musi lezat v strede usecky EF (cez stredné priecky alebo cez podobné trojuholniky EP, M a EFB).
Podobne by sme aj o bode P, ukazali, ze je v strede EF. Tym ukdZeme, ze oba body st totozné a st totozné aj s
bodom P.

V nasom rieSeni sme si do nacrtu nenakreslili isecku EF a hladali sme vlastnosti bodu P, resp. skor priamok
P> g> ktoré nam prezradia, ze bod P bude musiet lezat na tsecke EF. Takyto postup mdzeme pouzit aj pri velmi
podobnych tlohach, kde mame ukazat, ze nejaké tri geometrické utvary prechadzaju jednym bodom: Zoberieme
priese¢nik dvoch utvarov, pomenujeme si ho (napr. X) a ukdzeme, ze nim prechadza aj treti atvar. Do obrazku
si pritom zaznac¢ime len prvé dva utvary. Prip. ak chceme treti, tak mdzeme si ho dat mimo bod X, no netreba
obrazok zahlcovat ¢iarami.

Spravna volba dvoch utvarov, ktorymi definujeme priese¢nik X vie byt niekedy dolezita. V niektorych tlohach
nam vie vyrazne ulahdit rieSenie. Na precvicenie tohto pristupu si mozete dokazat velmi uzitocné tvrdenie: Do-
kazte, Ze v nie rovnoramennom trojuholniku ABC sa os strany AB a os uhla ACB pretinajii na opisanej kruznici. Jej
rieSenie mdzete najst na strane 30 Zbierky KMS."

17bierku KMS ndjdete na https://kms.sk/zbierka/.
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2.4 Ktorého Moreplavca Splatit? (x < 5) opravovali Lucy a Miso S.

Zadanie. Konecne (ale, ako povedal este vZdy otraseny Jubildr, vraj neohranicene) sme dorazili na dno Doliny Al-
gebry. Nou tecie Cervend rieka, ktord nds urcite dovedie do Srdca Abstrakcie! Aby sme si vsak usetrili cestu, rozhodli
sme sa najat si plt aj s pltiarom. Nastastie, pltiarstvo je zamestnanie kazdého prirodzeného Cisla, nie vsetky sii ale
doveryhodné. Krutitrulo si nastastie spomenul, podla coho spoznat toho najlepsieho pltiara.

Ndjdite najmensie prirodzené &islo n také, Ze poslednych 5 cifier &isla n? je 00001. Cislo n neméze zacinat nulou.

Riesenie
KIa¢ovym krokom k rieSeniu tejto ilohy bolo uvedomit si, ako nejak viac matematicky uchopit poslednych 5 cifier

nejakého ¢isla. Poslednych 5 cifier ¢isla predstavuje jeho zvy$ok po deleni 10°. Je to vidno napriklad vtedy, ked'si
vezmeme Cislo 12345678 = 123 - 10° + 45678. Zvysok po deleni 10° je naozaj jeho 5 poslednych cifier.

My teda hladame najmensie ¢islo #, pre ktoré plati, Ze n*> ma zvysSok 1 po deleni 10° (veduce nuly teraz uz pisat
nemusime). Rozdiel ¢isla a jeho zvysku (aj véeobecne rozdiel dvoch ¢isel s rovnakym zvyskom) je nasobok ¢isla,
ktorym delime, teda v nagom pripade n? — 1 musi byt nasobok 10°. Toto vieme zapisat aj v tvare 10° | n> — 1. Tento
zapis znamena, ze 10° deli n> — 1.

S prvocislami a ich mocninami sa pracuje o nieco lepsie, ako so zlozenymi ¢islami (ako 10°), pretoze o nich platia
pekné vztahy. Napriklad ak prvocislo deli sucin a- b, musi delit aspon jedného ¢initela (a alebo b), pretoze sa nevie
,rozdelit“ do oboch.

Ak je ¢islo delitelné 10° = 5° - 2°, tak je nutne delitelné aj samotnym 5°. Vyraz n? — 1 si vieme rozpisat na sucin
podla zndmeho vzoréeka ako (n + 1)(n — 1). Teda musi platit 5° | (n —1)(n + 1). Cislo 5 nemoze delit naraz obe
zétvorky, kedze sa li$ia 0 2. Musi teda platit 5° | n—1 alebo 5° | n+ 1. To ndm uz déva celkom silnti podmienku pre
n. Cislo 1 nevyhovuje — druhd mocnina nem4 dost cifier, takze dal$imi kandidatmi buda 5° - 1,5% + 1,2-5° - 1,
2-5°+1, ... Mohli by sme ich skdsat zaradom a onedlho by sme sa dostali k vysledku. Skiasme to vsak o nieco
rychlejsie.

Mozeme si vS§imnut, Ze hladané # je nepdrne, pretoze aj jeho druhd mocnina musi byt neparna. Staci teda skiimat
tie ¢isla, v ktorych sa 5° nasobi nie¢im parnym; po odpocitani alebo pripocitani jednotky dostaneme neparne n.
Ked si teraz vypiseme niekolko malo moznosti

2-5° - 1 =6249 — 6249* = 39050001,
2-5° +1=6251 — 6251% = 39075001,
4-5° — 1= 12499 —> 12499% = 156225001,
4.5 +1=12501 — 12501% = 156275001,
6-5 —1=18749 — 18749 = 351525001,

6-5 +1=18751 — 18751% = 351600001,

rychlo nédjdeme hladané najmensie n = 6 - 5° + 1 = 18751, ktoré je rieSenim nasej ulohy.
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2.5 Kuse Ma Strelia! (x < 8) opravovali Mi$o M. a Juro R.

Zadanie. Plavba bola pohodind a my sme rychlo zaspali. Ked vsak z oblohy zostupil Stefan-Boltzmannov zdkon a
namiesto neho sa tam vyhupli Fresnelove rovnice, Jubildr opatrne vstal a $plach! do vody. Prepldval na breh Cervenej
rieky, kde ho cakal zdstup Legendrovych polynémov vyzbrojenych kusami, a ukdzal im prstom na nasu bezbrannu
plt. Polynomy sa zaskerili (teda asi, ja som prave spal, ¢ize som ich nevidel) a vypustili smrtiacu salvu sipov. Kedze
vSak chcu Setrit municiou, nakreslili si najskor planik toho tiseku rieky a zamierili iba na také miesta, aby si boli isté,
Ze nasu plf trafia.

Mdame prazdnu tabulku velkosti 7 x 7 $tvorcekov. Kolko najmenej policok musime vyfarbit na cierno, aby v tabulke
nebolo 5 prazdnych policok, ktoré tvoria diagondly Stvorca 3 x 3 (ako na obrdzku)?

RieSenie
Pre lahsie vysvetlovanie pomenujme utvar zo zadania ako krizik.

svv7/

sa musime uistit, Ze pre pocet vyfarbenych stvorcekov plati podmienka zo zadania, a dvak, ze ak by sme mali
$tvorcekov menej, urcite by sa dal v tabulke ndjst biely krizik.

Prva cast sa da vyriesit vecelku jednoducho. Budeme skuasat vSakovaké zafarbenia poli¢ok tabulky 7 x 7, ktoré
splitaju zadanie. Skvela pomoc v tomto pripade je fakt, ze krizik ma irku aj vy$ku 3 policka. Rovnako tak zaberd
vSetky rohy $tvorca 3 x 3. Vidime teda, Ze sa nevlezie cely do dvoch krajnych vrstiev poli¢ok a bez ohladu na to,
ako ho umiestnime, urcite bude zaberat aspon jedno z prostrednych 9 poli¢ok. Po ich zafarbeni tak mame istotu,
ze ziadna pitica prazdnych policok nebude tvorit krizik. Lahko si v§imneme, Ze dokonca nemusime zaciernit
prostredné a stale bude tato podmienka platit. Otazka teraz znie, ¢i nestaci aj menej ako 8 policok.
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Jedna z veci, ktort si mdézeme uvedomit pri nasom ofarbeni, je fakt, Ze nevieme len tak prefarbit polic¢ko z ¢ierneho
na biele bez toho, aby vznikol biely krizik. Av§ak réznych ofarbeni 8 policok moze existovat viac a hladat ich, aby
sme otestovali vSetky, moze byt dost pracné. Lepsie pozorovanie je fakt, ze ak nejaké dva kriziky nemaju spolo¢né
policko, zafarbenim len 1 policka zostane jeden krizik cely biely. Podobne, ak by sme mali viac krizikov, z ktorych
ziadne dva nemaju spolo¢né policko, museli by sme zafarbit po jednom poli¢ku z kazdého z nich. V nasom pripade
nam teda staci v §tvorci 7 x 7 ndjst 8 takych krizikov, ze ziadna dvojica nema spolo¢né policko. Potom budeme
vediet, ze menej ako 8 zaciernenych policok nestaci. Priklad takychto osem krizikov mozeme vidiet na obrazku.

Ukaézali sme teda, ze 8 $tvorcekov nam staci vyfarbit, a rovnako aj, Ze menej ako 8 nestaci, takze mame spravne
rieSenie.

2.6 Krep¢ime Mihom Sipky opravovali Dvojka a Milo$

Zadanie. Jubildr, ty chrbtobodajiici chrchell zareval som na breh, ked nds zobudila salva sipov. Zial, jeden $ip
sa pocas letu zabstrahoval na Navier-Stokesove rovnice, ktoré pokrkvali bezbranného Matrodeja ako prazdnu ple-
chovku od gumidzusu a este s nim $marili niekolko kilometrov proti priidu. Videl som, ako mu pri tom vypadol z
vrecka Konkretizdtor a padol do vody. Schmatol som Krutitrula za rukdv a vrhol som sa do Cervenej rieky, aby
som Konkretizdtor vylovil, no ako som padal, hladina rieky sa zdakerne zabstrahovala na akysi Stvoruholnik a ja som
musel bleskovo uvazovat.

V stvoruholniku ABCD plati
|BP| = |CP|.

AD| = |AB| +|CD|. Osi uhlov BAD a ADC sa pretinajii v bode P. Dokdzte, Ze plati

RieSenie

Tento vzorak si mozete pozriet aj vo videopodobe: https://youtu.be/tk8I4mn9CgI

Najprv sa zamyslime, ¢o ndm hovori vztah o sucte |AB| + |CD| = |AD|, a ako si ho mézme vyjadrit geometricky.
Jeden sposob, ktory sa hned preukaze byt velmi uzito¢ny, je uvedomenie, Ze na stranu AD mo6zme umiestnit bod

X tak, ze |XA| = |AB|,|XD| = |CD|. Teraz je nalase narysovat si osi uhlov BAD a ADC, ndjst bod P, a narysovat
usecky PC a PB. A este si narysujme tsecku PX, lebo sa nam hned preukaze byt uzito¢na:
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Pozrime sa teraz na trojuholniky APX a APB. Kedze |AX| = |AB|, | < XAP| = | < PAB| a stranu AP zdielaju, vidime,
ze su zhodné. Z toho vidime, Ze |PX| = |PB|.

Ten isty argument funguje pre trojuholniky DPX a DPC, z ich zhodnosti vidime, Ze |PC| = |PX|. A kedZe |PC| =
|PX| = |PB|, vidime, ze |PC| = |PB|.

2.7 Klameme Mocnym StraZcom opravovali Juro a Jozko

Zadanie. ,,Urghhhhh,” zakloktala mi v hrdle voda, ako som sa s Krutitrulom v jednej ruke a Konkretizdatorom v
druhej skriabal na opacny breh od Jubildra. ., Toto nesmieme stratit," zamdval som pristrojom pred papulou priatela.
. Tato vecicka ako jedind dokdze znicit Srdce Abstrakcie.“ ,,Tak sa mi vidi, Ze sme tak ¢i onak dosli,” skonstatoval
Krutitrulo. ,,Hlupost, len prejdeme cez tamtie brany a sme v Citadele. Srdce Abstrakcie je v strede mesta. Uvidis,
zvlddneme to.” Lenze pred branami nds cakal zdstup vojakov a my sme sa museli napochytre zamaskovat. Hanbim
sa za to, ¢o som urobil — obrdtil som batériu v Konkretizdtore a zabstrahoval som seba a Krutitrula na dve redlne
¢isla. Potom uz stacilo dokdzat strdaZcom, Ze spolu nebudeme zaberat v Citadele privela miesta.

Pre redlne Cisla a, b plati

2020 + b2020 — 42022 + b2022.

a a

Dokdzte, Ze plati a + b < 2.
RieSenie

Vsimnime si, Ze staci pocitat s pripadom kedy a > 1 > b > 0. Do6vod je nasledovny: po prvé nam staci pocitat
s nezapornymi moznostami kedZe v zadani mame iba parne mocniny. Po druhé je zjavné, Ze nemdzu byt obe
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a,b > 1 sticasne, pretoZe inak by pravé strana bola ostro vicsia ako lava. Povedzme teda BUNV, Ze b < 1. Dalej
ratajme iba s moznostou Ze a > 1, pretoze v opa¢nom pripade nie je ¢o dokazovat.

Mame tedaa > 1 > b > 0. Celé riesenie spociva v jednoduchej uprave

a2020 + b2020 — a2022 + b2022 5 a2020(a2 _ 1) — b2020(1 _ bZ)

KedZe a > 1 > b, tak aj a0 > 1 > b?020, a teda plati (a® — 1) < (1 - b?). Toto uZ vyzera na jednu zndmu nerovnost,
nie? No, upravme si to este trochu na
a’+b?
2
Tu vieme, ze kvadraticky priemer je vacsi ako aritmeticky, t.j.

1>

az+b%> a+b

v

z ¢oho dostavame

b
Teda sme dokazali aj 1 > z , ¢o bolo treba dokazat.

2.8 Kustodi Maraudéra Stihaju opravoval Matus

Zadanie. Vo vnutri Citadely nds cakalo niekolko prekvapeni. To prvé bolo, Ze vo vniitri Citadely sa nachddzalo
celé kralovstvo Abstrakcie, v plnej velkosti a sldave. Druhé (ako nds upozornil straznik House-Dorf) bolo, Ze vniitro
Citadely je nekonecne velké — presnejsie povedané, je to celd rovina. A tretie bolo, Ze vsetky domy v Citadele stdli na
bodoch s celociselnymi stiradnicami, a na kazdom bode s celociselnymi siiradnicami stdl jeden dom. Chceli sme sa
vydat na cestu, no House-Dorf nds najprv poziadal o pomoc: V Citadele vraj prave z basy usiel nebezpecny zlocinec.
Basa sa nachddza na celociselnych stradniciach (xo, o) a zlocinec si najskor zvolil nejaké celé ¢isla a, b a potom sa
kazdy deri presiiva tak, Ze ak bol rdno na suradniciach (x,y), tak vecer bude v bode (x + a,y + b)*. Kazdii noc
takto zlocinec travi v nejakom dome. Strdznici si kazdii noc vyberii jeden dom a vykonajii v riom prehliadku.® Vedia
straznici vZdy dolapit zlo¢inca v konecnom pocte krokov, aj ked nepoznajii x, vy, a, b?

Riesenie
Vzorové rieSenie sme sa rozhodli napisat iterativnym spdsobom. Za¢neme zjednodusenou verziou tlohy a vytvo-
rime k nej trividlne rieSenie. Postupne si budeme tlohu stazovat a nasledne nase rieSenie upravime, aby riesilo aj

novu ulohu. Rozhodli sme sa vzorové riesenie napisat prave tymto sposobom, aby bolo pre ¢itatela o najzrozu-
mitelnejsie. Je dobré si vSak uvedomit, Ze pri takomto $tyle spisovania rieSenia koname istd nadpracu.

?Zlo¢inec si mohol vybrat aj &isla a = b = 0, kedy by vlastne ostal v base.
3Pri prehliadke domu vedia zistit len to, ¢i sa v iom zlo¢inec nachddza v td jednu noc.
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Trividlne zjednodusenie

Zadanie. Predstavme si najvicsie mozné zjednodusenie ulohy tak, aby sa nam zachovala jej pointa. Nech vnutro
Citadely je priamka* a nech sa viznica nachddza na fixnom bode 0°. Zlodej si teda mdze vybrat smer, ktorym
bude z vdznice utekat a vzdialenost, o ktort sa kazdy den posunie.

Riesenie. Nasim cielom je zarucit, Ze nam zlodej nebude vediet unikat donekonec¢na. Inak povedané: ,Pri nasom
algoritme vykonavania domovych prehliadok si zlodej nevie vybrat taky smer a vzdialenost tniku za jeden den,
ze po akomkolvek pocte dni bude stéle na slobode.

Domové prehliadky sa rozhodneme vykonavat nasledovnym algoritmom. Prvi noc sa pozrieme na suradnicu
0 na priamke. Druht noc si vypocitame, kam by sa uz zlodej dostal, keby sa rozhodol ist dennou rychlostou 1
a v tom dome spravime prehliadku - ¢ize v dome so suradnicami 2. Tretiu noc si zase vypocitame, kam by sa
zlodej stihol za 3 dni dostat, keby $iel dennou rychlostou —1 a spravime tam prehliadku. Dalsiu, $tvrtt, noc si zase
spocitame, v akom dome by sa zlodej nachadzal, keby Siel dennou rychlostou 2...

Tento postup domovych prehliadok by sme mohli zovseobecnit, ale my sa rozhodneme tak nespravit. Jednak by
to bolo zbyto¢ne komplikované a vlastne to ani nepotrebujeme. Ako sme si uz povedali, na splnenie zadania nam
sta¢i pre kazda dennu rychlost, ktort nam dokaze zlodej podstrcit ukazat, ze: ,,Aha, tu mas nejaky konkrétny
den a od tohto dna uz bude$ urcite tréat v base, lebo sme ta nejakd noc predtym chytili pri domovej prehliadke.
Povedzme, Ze sa teda zlodej vybral po priamke nejakou vSeobecnou dennou rychlostou v°. Lenze my pouzitim
vyssie spominaného algoritmu za 2-|v| + 1 noci spravime niekolko domovych prehliadok. Tieto prehliadky robime
tak, Ze sa postupne stretne prave raz so zlodejom, ktory by sa rozhodol ist rychlostou 0, 1,-1,2, ..., v,—v. Teda sa
stretneme aj so zlodejom, ktory ide dennou rychlostou v. Potom od dfia 2 - |v| + 2 bude zlodej v base, a teda sme

vyhrali.

1. iteracia trividlnej ulohy

Zadanie. Zmenme teraz ulohu tak, ze vnutro Citadely je sice uz rovina, ale zlodej si vie zvolit za ¢isla pohybu a,
b iba hodnoty z mnoziny nezdpornych celych ¢isel. Predpokladajme tiez, Ze vdznica sa nachddza na fixnom bode
(0,0).

Riesenie. Budeme musiet najst taky algoritmus, Ze nim postupne prejdeme vsetky mozné hodnoty (a, b). Skisme
takyto. Najprv vykondme prehliadky v domoch na suradniciach (a, b) takych, Ze a + b = 0. AZ s tymto skon¢ime,
tak potom vykondme prehliadky v domoch na suradniciach (a, b), takych, Ze a + b = 1 a takto postupujeme dale;j.
Teda ak skon¢ime s vykonanim v§etkych domovych prehliadok na stradniciach (a,b),a + b = n, tak za¢neme
vykonavat prehliadky domov na sdradniciach (a,b),a + b = n + 1. Samozrejme nenavstevujeme priamo domy
na suradniciach (a, b), ale vzdy si dopo¢itavame, Ze kde by sa prave nachddzal zlodej v dany den, keby si vybral
hodnoty pohybu (g, b). Ostdva nam este ukazat, Ze nech si zlodej vyberie akukolvek veobecnu dvojicu (a, b), tak
vieme povedat, Ze po konecnom pocte dni uz bude urcite v base. Zrejme ked skonc¢ime s prehliadkami vsetkych
moznosti (x,y),x + y = a + b, tak sa nejakd noc stretneme aj v dome so zlodejom, ktory si zvolil dvojicu (a, b).’.
A teda od nasledujuceho dna uz bude zlodej v base, ¢im sme vyhrali. Poznamenajme este, ze kym bude zlodej
zarulene chyteny, tak urobime prehliadky v domoch (x,y),x + y < a + b. Urobenim hrubého horného odhadu
prideme na to, Ze takychto usporiadanych dvojic nemoéze byt viac ako (a + b + 1)2, ¢o je pocet vetkych usporia-

*nie rovina, ako sa pise v zadani

’v pévodnom zadani moze byt viznica umiestnena na hocijakom mieste

Skladnou ¢i zapornou

"Pamitajme, Ze my neprehladévame jednotlivé domy na poziciach (x, y) ale si dopoéitavame, Ze kde by dnes zlodej bol, keby si zvolil
hodnoty pohybu (x, y)

kms@kms . sk 11 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 2. kola letnej Casti @@ @

danych dvojic, kde aj x < a+ b aj y < a + b. Teda po takomto pocte dni bude zlodej uz urcite chyteny a tento pocet
je konecny.

2. iterdcia trividlnej ulohy

Zadanie. Zmenme teraz ulohu tak, Ze vnutro Citadely je rovina a zlodej si vie zvolit za a, b akékolvek celé Cisla.
Predpokladajme stale, Ze védznica sa nachddza na fixnom bode (0,0).

Riesenie. Na vyrie$enie tohto problému nam stac¢i upravit predosly algoritmus tak, Ze najprv prejdeme postupne
véetky moznosti (a,b), |a| + |b| = n také, Ze a, b su najprv obe nezdporné, potom a je zdporné a b je nezdporné,
potom a je nezaporné a b je zaporné a na zaver a, b si obe zaporné. Potom na dolapenie zlodeja, ktory si zvolil
dvojicu (a, b) potrebujeme vykonat len 4-krat viacej domovych prehliadok ako v predoslom pripade, ¢o je stéile
konecne vela.

Posledna iteracia (Skuto¢na uloha)

Zadanie. Zoberme si uz kone¢ne pévodné zadanie ulohy. Vnutro Citadely je rovina, zlodej si za a, b voli akékolvek
celé ¢isla a viznica sa moze nachadzat hocikde v priestore.

Riesenie. V skutocnosti tato uloha sa oproti predoslej o moc nelisi. Jediny rozdiel je, Ze nevieme, kde sa nachadza
vaznica. Mame vSak uz postup, ako robit domové prehliadky, aby sme zlodeja na rovine chytili vzdy, ked ma
vaznica fixnu poziciu. Upravit tento algoritmus tak, aby sme vedeli chytit zlodeja vzdy, aj ked nevieme, kde sa
nachadza viznica uz vobec nie je tazké. Stadi ndm si namiesto usporiadanej dvojice (a,b) poloZit usporiadant
$tvoricu (a, b, xo, yo ) kde xo, yo st nezname pozicie viznice. Potom upravime nas algoritmus nasledovne. Nechdme
policajtov najprv vykonat® vietky domové prehliadky typu (a, b, xo, yo) také, ze |a| + |b| + |xo| + [yo| = 0. Potom
ak policajti skoncia vietky prehliadky typu |a| + |b| + |xo| + [yo| = 1, tak prejdu na prehliadky typu |a| + |b| + |xo| +
[yo| = n. Zrejme pomocou takéhoto postupu sa eventudlne policajti stretnt s akymkolvek zlodejom, nech by ten
zlodej vyrazil z hocijakej vdznice a vybral si akykolvek typ pohybu. Ostéva uz len overit, Ze policajti takto chytia
akéhokolvek zlodeja v pocte dni. Vyuzitim myslienky z predminulej iteracie vieme, Ze pocet usporiadanych $tvoric
(a, b, xo, o) takych, Ze |a|+|b|+|xo|+|yo| < 1 je mensi, nanajvys rovny poltu usporiadanych stvoric (a, b, xo, yo), |a] <
n,|b| < n,xy < n,yy < n. TieZ vieme, Ze vSetky usporiadané $tvorice obsiahnuté v prvej moznosti st obsiahnuté aj
v druhej moznosti a pocet usporiadanych $tvoric v druhej moznosti vieme Iahko vypocitat. Analogickou tvahou
z predminulej iteracie teda dospejeme k tomu, ze pocet usporiadanych $tvoric (a, b, xo, o) takych, zZe |a| + |b| +
|xo| + [yo] < n nie je vacsi, ako 4n*°. No a 4n* je konecné ¢islo, preto nech by si zlodej zvolil akékolvek celé ¢isla
a, b, x, yo, tak vieme zarucit, Ze po 4(|a| + |b| + |xo| + [yo|)* diioch uz bude zlodej uréite zatknuty.

Posledné slova na zdver. Dodajme este, Ze tato tloha je v istom zmysle podobna rozhodovacej ulohe, ¢i maju
racionalne ¢isla rovnakt mohutnost ako prirodzené ¢isla - teda, ¢i ich je tiez spocitatelne vela. Ak ste dostali az
sem a neviete o tom, skuste si to sami dokazat pripadne zalovte v hlbinach Internetu. Ukryvaju sa tam zaujimavé
poznatky o mohutnosti mnozin.

8Rozumej vypocitat si, kde sa by sa v dany den zlodej nachddzal, keby utekal z viznice na pozicii (xo, o) smerom (a, b) Cize ak je
dnes den d, tak vykonaju v noci prehliadku na pozicii (xo + d-a,yo + d - b)

9Nenechajte sa zmiast ¢islom 4 pred n*. To sa tam objavilo, pretoZe teraz uz pocitame s celou rovinou a nie len kladnymi &islami —
vid predosld iteracia
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2.9 k-cka Mec¢mi Sekaju opravoval Kubo P.

Zadanie. Vybrali sme sa po Hilbertovej Streke smerom do stredu Citadely. Prekrocili sme Zivy plot a putovali sme
mnoho dni, len aby sme sa opdt ocitli pred hradbami Citadely. Chcel som zatat zuby a pokracovat'v ceste, no Krutitrulo
poklepal straznika pred branou po pleci a opytal sa ho, kde je Kral Abstrakcie. Straznik sa zaskeril a poznamenal,
Ze krdl sa chystd na vojnu a nemd Cas riesit chudakov. Krutitrulo toho holobriadka prehol na kolene a ldskavo mu
vysvetlil, Ze je svetozndmy stratég a kralovi rdad poskytne svoje sluzby. Tak sme sa ocitli v krdlovskej sdle situovanej
uprostred hrubych hradieb Citadely, kde ndm stiply muzicek vysvetlil, Ze proti nemu naraz vyrazili vsetky prirodzené
¢isla a kazdé si najalo svoju armddu mnozin, a on sa obdva, ¢i bude vediet svojich nepriatelov spocitat.

Dokdazte, Ze pre akékolvek kladné celé cislo k existuje iba konecne vela n-tic po dvoch roznych prvocisel py, pa, ..., Pn
takych, ze (p1 + k) (p2 + k)...(pn + k) je delitelné p1p,...p,.

Riesenie

Danu tlohu budeme riesit sporom. Predpokladajme teda, Ze existuje nejaké kladné celé ¢islo k také, ze pre ne-
koneéne vela n-tic po dvoch roznych prvocisel py, pa, ..., p, plati, ze pips...pn | (p1 + k)(p2 + k)...(pn + k). Bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze p; je najvicsie prvocislo nejakej n-tice. Ak by sa nam podarilo hod-
notu p; nejakym spdsobom zhora ohranicit konkrétnou hodnotou P, tak uz mame v podstate vyhraté. Isto totiz
existuje iba konecne vela n-tic prvocisel mensich ako P. Nasim cielom bude teda dalej ukazat, ze ak p,p,...p, deli

(pr +k)(p2 +k)...(pn + k), tak p; < 2k> — k.

Nech je p; > 2k? -k . KedZe p; je prvocislo, ktoré deli sacin (p; + k) (p, +k)...(p, +k), musi delit niektora z danych
zatvoriek. Prvodislo p; urcite nedeli zatvorku p; + k, lebo 2p; > p; + k > p;, pretoze plati p; > k.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech p; deli zatvorku (p, +k). KedZe je viak p; > 2k? -k, tak ur¢ite p; > k. Potom zrejme
2p1 > pa + k, kedZe tto nerovnost vieme ziskat s¢itanim nerovnosti p; > p, a p; > k (Zatial predpokladajme, ze
k > 1. Pripad k = 1 potom lahko doriesime neskor). Ak ma zaroven platit, Ze dvojnasobok ¢isla p, je vacsi ako
D2 + k, ale zaroven p; deli p, + k, tak zrejme p; = p, + k.

Podobnou uvahou zistime, ze prvocislo p, musi delit niektord z danych zatvoriek. Prvocislo p, urcite nedeli zat-
vorku p; + k. Ked je totiz p; > 2k* — k , tak plati, ze 2p, = 2p; — 2k > p; + k, pretoze plati p; > 3k (zatial
predpokladajme, ze k > 2). Podobnym spdsobom vieme zistit, ze p, nedeli zatvorku p, + k.

Zapredpokladu p; > 2k*—k sa vieme podobnym spdsobom postupne dopracovat k tomu, Ze pre prvych k prvocisel
plati:

pr=py+k=ps+2k=---=pc+ (k- 1)k

Aby sme to vSak len tak neodmavali, overime si toto nase tusenie indukciou. Nag indukény predpoklad bude, ze
prvocislo p; vieme zapisat ako p; = p; — (i — 1)k a zédroven pre kazdé j < i plati, ze p; = p; — (j — 1)k, pricom i < k.
(prvy indukény krok je zrejmy: p; = py).

Nech j < i. UkdZzeme, ze v takom pripade prvocislo p; nedeli zatvorku (p; + k). Ked je totiz p; > 2k* — k, tak plati:

p1>2k—k=(2k-1)k>(2i-j)k=2(i-1)k-(j- 1)k +k,
2p >p1+2(i-1)k-(j-1)k+k,
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2pi:2(pl_(i_1)k)>p1_(j_1)k+k:pj+k)
2p; > pj + k.

Vidime, Ze dvojndsobok prvocisla p; je uz vacsi ako Cislo p;+k. Zaroven vsak Iahko vidime, Ze musi platit p; < p;+k.
To zaroven implikuje, Ze musi naozaj existovat nejaké dalsie prvocislo také, ze p; deli sucet tohto prvocisla s ¢islom

k.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech teda p; deli p;,; + k. Znovu lahko ukdzeme, ze pre p; > 2k* -k plati (pricom majme
stale na pamati, ze i < k):

p1 > 2k* — k > 2ik - k,
2p1 > piy1 + 2ik -k,
2p1 =2(i— 1)k > piyy +k,
2p; > piv1 + k.

KedZe dvojnasobok prvocisla p; je va¢si ako vyraz p;,, + k a zaroven p; deli tento vyraz, musi platit, ze p; = p;41 +k,
z ¢oho uz lahko odvodime:

pi=pi—k=p - (i-1k-k=p, —ik,
pi+1 = p1 — ik.

Cim sme nasu indukciu uspesne dokon¢ili a mame:

pr=pr+k=ps+2k=--=p+(k-1)k

Predpokladajme, Ze by nejaké dve Cisla p; a p; z nadej k-tice mali rovnaky zvysok po deleni k — 1. BUNV predpo-
kladajme, Ze i > j. Potom plati, Ze vyraz k — 1 musi delit p; - p;,

(k=1) [p; - pi
(k=1)|pr=(-Dk-pr+(i- Dk
(k=1) | (i=j)k.

Cisla k — 1 a k st nestidelitelné. Potom zrejme vyraz k — 1 musi delif rozdiel i — j. VSimnime si ale, ze ¢isla i, st
zmnoziny 1,2...k — 1, z ¢oho jasne vyplyva, Ze i = j. Vidime, Ze medzi prvocislami py, p,, ...px teda nie st ziadne
dve prvocisla, ktoré by mali rovnaky zvySok po deleni k — 1. Mame k — 1 prvocisel a z nich kazdé ma iny zvySok
po deleni k — 1. Niektoré z nich potom musi davat zvy$ok 0 po deleni k — 1. Za predpokladu, Ze k > 2 to vSak
znamend, Ze dané ¢islo nie je prvocislo.

Ostava nam uz len poriesit pripady, ked k = 1, alebo k = 2.
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Pokial k = 1, tak Iahko vidime, Ze vyhovuje iba jedna n-tica prvocisel (p; =3 a p, = 2).

Pokial k = 2 vyhovuje tiez iba jedna n-tica (p; = 7, p, = 5, p; = 3). Lahko totizZ odvodime, Ze musi platit p; =
D2 + 2 = p3 + 4. Rozmyslite si, Ze prave jedno z tychto troch ¢isel musi byt delitelné tromi.

Dokazali sme, ze hodnota p; nemoéze byt vacsia ako k? — k. Tym padom je hodnota najvicsieho z prvocisel v danej
n-tici ohranicena zhora, z ¢oho uz jasne vyplyva, Ze nemdze existovat nekonecne vela takych n-tic.

2.10 Kodifikacia Multivesmiru Sucasnosti opravoval Pedro

Zadanie. Krdl schmatol mec¢ a vyhrnul sa von z dveri. Krutitrulo sa obrdtil a zakrical na mna: Pozri, tam je
napisané: ., Tajnd chodba do Srdca Abstrakcie“!* Zial, viac povedat nemohol, lebo vojaci v miestnosti sa zabstrahovali
na Lieove grupy a jeden za druhym si nariho polihali, az z neho ostal len mastny flak. ,Za nim!“ zakrical za
mnou niekto a mne nebolo treba dva razy hovorit. Vkizol som do dveri, na ktoré ukazoval Krutitrulo, a uhdrial som
krutiacou sa chodbickou. Pod mojimi nohami sa otriasali rovnice tuhosti, pri kazdej zdkrute sa susili nepotrebné
dimenzie, ako zdbradlia mi slizili geometricky dokonalé rovnobezky. Konecne som vybehol spoza rohu a ocitol som
sa v cudesnej miestnosti s nekonecnym povrchom, no len asi dvadsiatimi kubikmi objemu. Uprostred na podstavci
sdlalo bledomodré svetlo z obrovského diamantu. Pocul som za sebou v dialke kroky, tak som rychlo zasmdtral po
Konkretizdtore — a nahmatal som len vzduch. Niekde mi musel vypadniit z vrecka. Oblial ma pot. Co teraz? Kroky sa
blizili. Prizrel som sa Srdcu lepsie. Bolo nadherné. Jeho povrch sa viril a zakriical v slabuckych vzduchovych pridoch,
takze vyzeralo, akoby bolo vytesané z dymu. Jeho Ziara nebola centralizovand, ale pochddzala z milidrd malilinkych
bodiek... Naklonil som sa blizsie. Galaxie sa mi pred oéami krutili, uprostred kazdej cierna diera. Obzrel som
sa po komorke. Po stendch boli namalované vsemozné fyzikdlne a matematické zdkony. Vietky smerovali k Srdcu.
Komorka nebola tvarovand Srdcom — Srdce bolo tvarované komorkou, a vietkym ostatnym v Abstrakcii takisto. Kroky
boli pdr metrov za mnou. Vykrocil som do Srdca. Jedna z jeho galaxii sa vold Mliecna cesta. Tam niekde je moj domov.
Ale este predtym som prehodil zopdr znamienok, aby Fermatova veta v nasom vesmire platila. A nechal som vo fabrike
Casopriestoru vpisanii jednu tilohu, len pre vds:

Mdme trojuholnik ABC, v ktorom |AC| # |BC|. Kruznica jemu vpisand md stred v bode I a dotyka sa stran BC, CA,
AB postupne v bodoch D, E, F. Stred strany AB je M. Kolmica z bodu I na taznicu CM sa pretina s priamkou DE v
bode K. Dokdazte, Zze CK a AB sti rovnobezné.

Riesenie
Tento priklad sa da vyriesit pomerne jednoducho, ak pozname a vieme pracovat s fenoménom zvanym harmo-
nicky $tvorpomer. Ide o sihrn vlastnosti a tvrdeni, ktory sa ¢asto da velmi elegatne a efektivne vyuzivat v geomet-

rickych tlohach, najma na vyssich olympiadnych leveloch. Ak ste este nikdy o §tvorpomere nepoculi, alebo by ste
sa v nom chceli zdokonalit, ¢i chytit prax, odporu¢am pozriet '°a !l

Predtym, nez tato ulohu uslahame tymto kladivom si harmonicky $tvorpomer zadefinujeme a uvedieme si tri
tvrdenia z teérie harmonického $tvorpomeru, ktoré pri tejto ulohe vyuzijeme.

Definicia: Majme body A, C, B, D v tomto poradi na nejakej priamke. Hovorime, Ze body A, C, B, D st v harmo-

nickom $tvorpomere, ak plati % = %. Navyse, majme bod P a body A, C, B, D tak, ze tieto styri body lezia na

10https ://prase.cz/library/Harmonicky4PomerTP/Harmonicky4PomerTP.pdf
11https ://prase.cz/library/HarmonickectvericeDH/HarmonickectvericeDH.pdf
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priamke v danom poradi a bod P lezi mimo tejto priamky. Uvazujme priamky PA, PC, PB a PD. Potom tuto
$tvoricu priamok nazyvame harmonicky zvézok, pokial body A, C, B, D st v harmonickom $tvorpomere.

Tvrdenie 1: Ak je Stvorica priamok pretinajica sa v bode P harmonickym zvizkom (teda existuje $tvorica bodov
A, C, B, D leziacich na samostatnej priamke neprechadzajicej bodom P, ktora je v harmonickom $tvorpomere),
potom priese¢niky fubovolnej priamky neprechadzajicej bodom P, s tymto harmonickym zvazkom st v har-
monickom $tvorpomere. Ako ddsledok, majuc dve priamky, m a n pretinajtce sa s §tvoricou priamok p, g, 1, s
prechadzajucou bodom P v $tvoriciach bodov postupne M;, M,, M3, My a Ny, N, N3, Ny, potom jedna Stvorica
bodov je v harmonickom $tvorpomere prave vtedy, ked je ta druha.

n | M\ M,

Tvrdenie 2: Uvazujme $tvoricu priamok v harmonickom zvazku prechadzajiucu spolo¢nym bodom P a uvazujme
priamku a neprechadzajiucu P. Nech priamka a pretina prvé tri priamky harmonického zviazku v bodoch A, C, B.
Potom C je stredom usecky AB prave vtedy, ked stvrta priamka zvizku je rovnobezna s priamkou a.

P

/A of B\

Tvrdenie 3: Majme bod P, z neho vychadzajuce $tyri priamky a na tychto priamkach body A, C, B, D leziace v
tomto poradi na dal$ej priamke (neprechadzajtcej P). Potom z nasledujucich troch tvrdeni platnost lubovolnych
dvoch implikuje platnost tretieho:

1. Priamka PC je osou uhla APB.
2. Priamky PC a PD st na seba kolmé.

3. Body A, C, B, D st v harmonickom §tvorpomere.
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P

Teraz uz vieme dost na to, aby sme vedeli vyriesit tlohu za pomoci harmonického $tvorpomeru. Ak ste ulohu
nevyriesili doteraz, ale chceli by ste tomu este dat Sancu, teraz mate dobru prilezitost prestat ¢itat vzorak a skusit
ulohu vyriesit s predoslymi tvrdeniami. Kazdopddne, vzorak bude aj tak pokracovat.

Stc sugestivne vybrané prave tieto tri tvrdenia, chceme ich nejako vyuzit v tomto priklade. Cielom je ukazat
rovnobeznost priamok, preto by sme mali vyuzit tvrdenie 2. Vidime, Ze priamky CA, CM, CB a CK st dobrymi
kandidatmi na harmonicky zvizok, pretoze nakolko M je stredom tsecky AB, majuc, Ze spominané $tyri priamky
st harmonicky zvéazok, rovnobeznost AB a CK by priamo vyplyvala z tvrdenia 2.

Na to, aby sme ukazali harmonickost zvizku by sme potrebovali najst taka priamku, Ze o jej priese¢nikoch s
priamkami CA, CM, CB a CK by sme vedeli ukazat, Ze lezia v harmonickom S§tvorpomere. Potom s vyuzitim
tvrdenia 1 a definicie by sme vedeli, Ze tieto Styri priamky st harmonickym zvédzkom a akdkolvek ina priamka,
ktora ich pretina vytvori z priesecnikov harmonicku $tvoricu (hoci v nasom pripade je cielova priamka AB, ktorej
prieniky s potencidlnym harmonickym zvidzkom budua A, M, B a nekone¢no). Mame len dve prirodzené moznosti
na takato priamku - ED alebo IK. Vidime vsak, ze IK ma ovela viac odveci priese¢niky, preto si vyberieme priamku
ED.

Ozna¢me P priese¢nik CM a ED. O bodoch E, P, D, K chceme ukazat, Ze lezia v harmonickom stvorpomere. Mohli
by sme vyuzit tvrdenie 3, avSak na to potrebujeme ndjst vhodny bod mimo priamky ED, ktory pouzijeme. Tu
mame niekolko moznosti. C nam nepomdoze, pretoze CP a CK rozhodne nie st vo vSeobecnosti kolmé. Podobne
I nie je vhodny kandidat, nakolko os uhla DIE je IC a nie IP ako by sme potrebovali (IC je osou uhla DIE, lebo
CEID je znamy tetivovy deltoid). M nie je vhodny kandidat, lebo jednak MP a MK nie st vo v§eobecnosti kolmé
(da sa vS§imnut z obrazka), ale tiez preto, lebo tvrdenie, Zze MP by malo byt vo véeobecnosti osou uhla DME je prilis
absurdné.
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A F M B

Ostava nam uz iba priese¢nik IK a CM, bod, ktory si ozna¢ime Q. '*. Kolmost PQ a QK mame priamo zo zadania,
¢o je dalsia motivacia pozerat sa prave na tento bod. Ostiava nam ukazat, Ze QP je osou uhla DQE. Konecne
sa dostaneme k troche uhlenia. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech konfiguracia je taka, ako na obrazku, teda ze I
lezi v polrovine CMA. V opa¢nom pripade by bola argumentacia analogicka (pripad I lezi na CM je vyliceny zo
zadania). Nakolko uhol IQC je pravy, ako aj uhol IEC, $tvoruholnik CEIQ je tetivovy. Potom uhly EIC a EQC maju
rovnaku velkost vdaka vete o obvodovych uhloch.

Podobne, nakolko CQI a CDI su oba pravé, vidime, ze CIQD je tetivovy. Potom uhly DQC a DIC maju rovnaku
velkost. Uz sme si ale povedali, ze CI je osou uhla DIE. Vidime, Ze teda aj QP je osou uhla DQE. Teraz vyuzijeme
tvrdenie 3 a zistujeme, Ze body E, P, D, K lezia v harmonickom $tvorpomere, o je presne to, o nam este chybalo
k vyrieseniu ulohy.

127 obrazka sa d4 vidiet, Ze mame malé IQ
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