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RieSenia 3. kola letnej Casti

*Y A VY

3.1 Knizdécka Mantavého Spolupracovnika (x < 1) opravovali Kaja a Kika

Zadanie. Veronika chystd palacinkovu pdrty pre KMS veduicich. Matus prisiel skor, aby jej pomohol. Je ale tak
nesikovny, Ze ho Veronika posadila do kresla a hodila po fiom zbierku iiloh, nech sa chlapec zabdva. Matisa zaujala
tdto uiloha:

Majme kladné celé ¢isla a,b a c. Dokdzte, Ze ak suicet tychto Cisel nie je delitelny cislom 3, tak musi byt &islo (a —
b)(b - c)(c - a) delitelné islom 3.

Riesenie

Zaujima nas, ¢o sa bude diat, ak sucet ¢isel a, b, ¢ nie je delitelny ¢islom 3, preto nemusime riesit, co sa bude diat,
ak je sucet Cisel a, b, ¢ delitelny ¢islom 3. Teda napriklad moznost, ze vSetky ¢isla maja rozne zvysky po deleni
¢islom 3. Vtedy si ¢isla a, b, c mézeme zapisat ako: 3k, 31 + 1, 3m + 2, kde k, I, m st prirodzené ¢isla. Ich stucet
potom bude: 3(k + [+ m + 1), ¢iZe bude delitelny ¢islom 3. Tuto moznost teda moézeme vyladit.

O ostatnych moznostiach vieme urcite povedat, ze v kazdej z nich budi mat aspon dve z ¢isel a, b, c rovnaky zvySok
po deleni ¢islom 3 (lebo moznost, Ze budi mat vsetky 3 ¢isla rézne zvysky sme uz vylucili). Kedze v jednotlivych
zatvorkdch vyrazu (a — b)(b — ¢)(c — a) méame vsetky mozné dvojice tychto Cisel, tak v niektorej z nich bude
musiet byt aj dvojica, ktora ma rovnaky zvysok po deleni ¢islom 3. Ak ale od seba od¢itame dve ¢isla, ktoré davaju
rovnaky zvysok po deleni ¢islom 3, tak vysledkom bude ¢islo delitelné 3, kedZe vtedy si zas mozeme tieto dve Cisla
zapisat ako: 3k + x, 3] + x, kde k a [ su nezaporné celé ¢isla a x je ich zvySok po deleni ¢islom 3. Ich rozdiel potom
bude 3(k - I) alebo 3(I - k), ¢o je v oboch pripadoch nasobok ¢isla 3. Takze ak sucet isel a, b, ¢ nebude delitelny
3, musi byt asponi jedna zo zitvoriek vyrazu (a — b)(b — ¢)(c — a) delitelnd &islom 3, a preto potom aj cely sucin
bude delitelny ¢islom 3.

3.2 Kokos, Matus, Stlstnes (x < 2) opravovala Veronika

Zadanie. Pre kazdého vediiceho treba nachystat tanier s dvoma palacinkami. Veronika ma nachystanych 25 okriih-
lych tanierov usporiadanych do stvorca s piatimi riadkami a piatimi stipcami. Na zaciatku st vietky taniere prazdne.
Veronika spravi naraz dve palacinky a poloZi ich na dva susedné taniere (na kazdy tanier jednu). Obcas pride Matus
a zje po jednej palacinke z dvoch susednych tanierov. Ak bude Matus spolupracovat' s Veronikou, moéZe sa im podarit
nachystat na kazdy tanier prave dve palacinky? Dva taniere povaZujeme za susedné prave vtedy, ked sii v tom istom
riadku alebo stlpci vedla seba.

Riesenie
Zafarbime si rozlozené taniere $achovnicovo. Ciernych poli¢ok nech je viac, teda 13, bielych 12 (pri opaénom
zafarbeni vyzera dokaz takmer rovnako).

kms@kms . sk 1 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola letnej casti @@ @

Chceli by sme, aby sa na kazdom tanieri nachadzali 2 palacinky. Teda chceme, aby sa na ¢iernych tanieroch dokopy
nachadzalo 13 * 2 = 26 palaciniek a na bielych 12 * 2 = 24 palaciniek.

Obe zmeny, pridanie, ¢i odobratie palaciniek z 2 susednych tanierov zachovavaju, ze pocet palaciniek na bielych
tanieroch je rovny poctu palaciniek na ¢iernych tanieroch. Vidime to z toho, Ze biely tanier susedi len s ¢iernymi
a ¢ierny len s bielymi taniermi. Preto kazda zo zmien pridava/odobera rovnaky pocet - jednu palacinku z bieleho
a jednu z ¢ierneho taniera.

Nazaciatku je na oboch farbach 0 palaciniek. Ale ak Ziadna operacia nemdze zmenit to, Ze pocet palaciniek na
¢iernych je rovny poctu palaciniek na bielych tanieroch, tak sa nam nikdy nepodari dostat zaroven na ciernych
tanieroch 26 a na bielych tanieroch 24, kedzZe to nie je rovnaky pocet.

A preto nedokdzeme, ani keby sme sa akokolvek snazili, dat na kazdy tanier po 2 palacinky

3.3 Krasa Matematickej Symetrie (x < 3) opravoval Miso M.

Zadanie. Vsimli ste si, Ze Ana je palindrom? Ana si to vSimla a vSetkym vediicim to s radostou ozndmila, ked
prisla na pdrty. Vediicich to neohuirilo. Avsak inspirovalo ich to a zacali zistovat, kolko je 6-cifernych palindrémov
(nezacinajticich nulou), ktoré sii delitelné cislom 7. Zistite to aj vy.

Pozndamka: Palindrém je Cislo, ktoré ked precitame odzadu (teda cifry sii v opacnom poradi), tak je zhodné s pévod-
nym cislom. Napriklad ¢islo 1578751 je 7-ciferny palindrom.

RieSenie
Oznac¢me si nejaky 6-ciferny palindréom ako ABCCBA, pricom A, B, C su jeho cifry. To si dalej vieme prepisat
nasledovne

ABCCBA =100000-A +10000-B+1000-C+100-C+10-B+ A =100001-A +10010-B + 1100 - C.

Pozrime sa, ¢o pre tieto cifry musi platit, aby bol vysledny palindrém ndsobkom 7. Vieme, ze ak od tohto vyrazu
odpocitame alebo pripocitame nasobok 7, na jeho delitelnosti sa ni¢ nezmeni. Cisla, ktorymi ndsobime A, B a
C, preto vieme vydelit 7 a pocitat dalej len s ich zvy$kami po deleni. Plati, Ze 100001 = 7 - 14285 + 6, 10010 =
7 - 1430, 1100 = 7 - 157 + 1. Mdzeme si napriklad v§imnut, ze hodnotu cifry B mdzeme zvolit [ubovolne - na
delitelnosti palindrému ni¢ nezmeni.

Zostava nam urcit, pre ktoré dvojice cifier A a C bude ¢islo 6A + C nasobkom 7. Tu uz vieme jednoducho vyskusat
jednotlivé moznosti pre A a dopocitat C. Este si vSak zjednodusime pracu.

6-A+C=7-A+(C-A).

Cislo 7 - A je isto nasobkom sedmicky, takze potrebujeme, aby rozdiel C — A bol tiez jej nasobkom. KedZe st obe
Cisla cifry, ich rozdiel musi byt 0 alebo +7. Pre C = A dostaneme 9 moznosti (kedZze A nemdze byt0), pre C=A+7
dve, a pre C = A — 7 tri (C moze byt nula).

Dokopy sme nasli 14 moznosti pre dvojicu A, C. K nim moézeme zvolit cifru B lubovolne. Celkovy pocet $estci-
fernych palindrémov tak bude 14 - 10 = 140.

https://www.kms.sk/ 2 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 3. kola letnej casti

3.4 Kubo Meska Strapeny (x < 5) opravoval Adam

Zadanie. Kubo na pdrty meskal a zjavne prisiel absoliitne nevyspaty. Lucy sa na neho utrdpene pozrela a spytala sa,
¢o ho trdapi. Kubo akoby naspamiit odverklikoval:

Mdme trojuholnik ABC a v fiom bod P. Oznacme postupne D, E a F stredy tiseCiek AP, BP a CP. Dalej oznacme R
priesecnik useciek AE a BD, oznacme S priesecnik tiseciek BF a CE a oznacme T priesecnik tiseciek CD a AF. Ak
Cast z obsahu trojuholnika ABC tvori Sestuholnik DRESFT?

Riesenie
Zacnime tym, ze si zakreslime nacrt zadania. Vyzerat moze tak ako nizsie na obrazku, pricom nasou tlohou je
zistit pomer obsahov zvyrazneného Sestuholnika DRESFT a trojuholnika ABC.

Pocitat rovno obsah Sestuholnika je celkom komplikované, podme si to teda zjednodusit a zamerajme sa najprv
len na nejaku jeho mensiu ¢ast. Trojuholnik ABC je spojnicami vrcholov s bodom P rozdeleny na tri mensie
trojuholniky, pozrime sa teda bliz$ie na jeden z nich, napriklad trojuholnik ABP. Na obrazku mame napravo jeho
detail.

Zamyslime sa najprv nad tym, ¢o zaujimavé plati o ¢iarach, ktoré uz mame zakreslené v obrazku. Usecky AE a
DB spdjaju stredy stran trojuholnika ABP s ich protilahlymi vrcholmi, ide teda o jeho taznice. Priese¢nik taznic, v
tomto pripade bod R, je taziskom trojuholnika ABP. O tazniciach plati, ze ich tazisko rozdeluje vzdy na dve Casti
v pomere dizok 1 ku 2 (dlhsia je Cast taznice pri vrchole trojuholnika). V tomto pripade teda vieme povedat, ze
dizka RB je dvojnasobna oproti dlzke DR.

Nas zaujimaju hlavne obsahy utvarov na obrazku, pozrime sa teda na ne. KedZze mame nejakt informaciu o usec-
kach RB a DR, mohlo by nam to nie¢o hovorit aj o trojuholnikoch, ktoré tieto usecky tvoria. V stvislosti s pocita-
nim obsahov trojuholnikov sa nam oplati v§imnut si, Ze trojuholniky ABR a ARD maju rovnaku vysku na stranu
oproti vrcholu A (teda na strany RB a DR). Obsah trojuholnika vypocitame ako polovicu sucinu dizok jednej
zo stran trojuholnika a vysky trojuholnika na tato stranu. V nasom pripade sa pozerame na trojuholniky ABR a
ARD, ktoré maju rovnaku vysku pri vrchole A, a pomer protilahlych stran je 1 ku 2. Z toho vyplyva, Ze aj pomer
obsahov tychto trojuholnikov bude 1 ku 2.

Toto sme zistili na zaklade taznice DB, rovnaké vztahy v§ak budu fungovat aj pre taznicu AE. Preto aj pomer obsa-
hov trojuholnikov BER a ABR bude 1 ku 2. Tieto pomery vieme vyjadrit aj tak, Ze si obsah jedného z trojuholnikov
ozna¢ime neznamou x. Potom bude platit, Zze obsah trojuholnika ARD = x, obsah ABR = 2x a obsah BER = x.

V trojuholniku ABP nam chyba informadcia uz len o obsahu stvoruholnika DREP. Este raz sa teda pozrieme na
niektoru z taznic, napriklad taznicu AE. Tato taznica deli trojuholnik ABP na dva trojuholniky z rovnakymi ob-

kms@kms . sk 3 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola letnej casti @@ @

sahmi (lebo BE a EP maju rovnaké dlzky a tiez rovnaku vysku na protilahly vrchol). Jeden z nich je trojuholnik
ABE s obsahom 3x, preto aj trojuholnik A EP musi mat obsah 3x. KedZe trojuholnik ARD ma obsah x, zostava $tvo-
ruholnik DREP, ktorého obsah bude rovny 2x. Obsah celého trojuholniku ABP je tak 6x a obsah $tvoruholnika
DREP je jedna tretina z toho.

Zistili sme aké st pomery utvarov vo vnutri trojuholnika ABP. Vsetko ¢o sme zistili o tomto trojuholniku zaroven
musi platit aj o zvy$nych dvoch trojuholnikoch PBC a APC pretoze vznikli rovnakym spdsobom. Sestuholnik
DRESFT zo zadania zasahuje do vsetkych troch tychto trojuholnikov. Vieme, ze v kazdom z nich zabera jednu
tretinu ich obsahu, bude teda tiez platit, Ze obsah DRESFT je jednou tretinou obsahu trojuholnika ABC. A to sme
sa snazili zistit.

3.5 Konvergencia Mysle Stevkinej (x < 8) opravovali Tomas a Lucka

Zadanie. Stevka horlivo natierala palacinky malinovym lekvdrom. Vsimla si, Ze na jednu palacinku nepouZije celil
lyzicu lekvdru, a tak sa zacala zamyslat nad desatinnymi cislami. Jej mysel dokonvergovala aZ k takejto uilohe:

Symbolom {x} oznacime desatinnii éast redlneho &isla x. Pokial'si oznacime | x| najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje
x, tak mozno desatinnii Cast ¢isla x definovat ako {x} = x — | x|. Kolko existuje kladnych redlnych ¢isel x < 2021, pre
ktoré plati x - {x} = 17?

Riesenie
Oznac¢me si funkciu f(x) = x- {x}. Pomoze si uvedomit, ze tloha sa nds vlastne pyta, pre kolko ¢isel x plati
f(x) = 17, t. j. kolko priese¢nikov ma graf funkcie f(x) s konstantou 17. Dolnd cela Cast |x| ¢isla x sa meni

skokovito - len ked x nadobudne celo¢iselnt hodnotu, tak | x| sa zvacsi o 1. Konkrétne, | x| je konstantnd funkcia
na intervaloch x € (1, n + 1), kde 1 je lubovolné nezdporné celé ¢islo.

Pozrime sa na celt funkciu f(x) na intervale x € (n, n+1). Zlozka x je linedrna rasttica funkcia. Zlozka {x} =
x — | x| je tiez linedrna funkcia (pretoze | x| je konstanta) a je tiez rastiica. Kedze f(x) je st¢in dvoch spojitych
rastucich funkcii, tak f(x) je spojita! rastuca na kazdom intervale x € (n, n+1).

Zistena vlastnost ndm pomdze, pretoZe spojitd rastuca funkcia f(x) modze pretnut konstantu 17 najviac raz na
kazdom intervale x € (n, n+ 1). Zistime, pre ktoré n nastane toto pretnutie, a pre ktoré nie.

Ak x = n, tak desatinnd Cast {x}=0, ¢ize f(x) = 0. Nakazdom intervale (n, n + 1) teda hodnota funkcie f(x) za¢ina
na 0 a dalej rastie. Otdzka je, ¢i nadobudne alebo prekro¢i hodnotu 17. Ked'sa x blizik n + 1, tak {x} sablizik 1,
takze cely vyraz f(x) = x- {x} sa blizi’ lubovolne blizko k 7 + 1, hoci tuto hodnotu nikdy nedosiahne. Na intervale
(n, n+ 1) nadobudne f(x) vSetky hodnoty 0 < f(x) < n + 1. To znamen4, Ze f(x) = 17 nastane préave vtedy, ked
17<n+1,tj. pren > 17.

x € (2020,2021), ¢ize n = 2020. Pre n = 2021 je v defini¢cnom obore uZ len jeden bod x = 2021, pre ktory
f(x) = 0, &ize nenastane rovnost. Intervaly, v ktorych nastane f(x) = 17, st pre 17 < n < 2020. Takychto # je
2020 — 16 = 2004. Dostdvame, Ze x - {x} = 17 plati pre 2004 roznych x.

Nakoniec zoberieme do uvahy obmedzenie zo zadania x < 2021. Posledny cely obsiahnuty interval je

!Spojitost je vlastnost funkcie, ktora ma presnu definiciu. Avak kedZe tu vyuzivame len znidme zdkladné vlastnosti spojitej funkcie,
sta¢f nam predstava, Ze graf funkcie vieme nakreslit jednym tahom ceruzky. Pre odvéaznejich, skuste si rozmysliet, ako by ste spojitost
definovali matematicky.

2Uplne formalne matematicky by sa nase blizenie sa muselo vyjadrit pomocou limit, ale nebojte sa, ak ste sa s limitami este nestretli.
V nasom pripade je dostato¢na zakladna intuicia za pojmom bliZenia sa, vzhladom na jednoduchost a nazornost tohto pouzitia.
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Iné rieSenie

Ak si nahodou neuvedomime fintu o pretinani rastucich funkcii s predchddzajtceho riesenia, ale zato sa nam chce
pocitat, tak budeme postupovat nasledovne.

Pri pocitani s celymi a desatinnymi ¢islami sa ¢asto hodi zapis ¢isla x ako x = |x]| + {x} = d+c, kded = |x]| a
¢ = {x}. Naopak ak mdme dané celé ¢islo d a ¢islo 0 < ¢ < 1, tak je tym jednoznacne urcené Cislo x = d + c.
Prepiseme zadanie v novych premennych:

x-{x}=(d+c)c=17
a dostavame kvadraticka rovnicu

+dc-17=0.

Vyjadrovat d-cko z tejto rovnice nema velmi zmysel, lebo ¢ moéze byt lubovolné realne ¢islo a potom by aj d vy-
chadzalo vo vela pripadoch desatinné, nevedeli by sme lahko zabezpecit, aby d bolo celé. Preto vyjadrime c-cko,

B -d+Vd*+4-17

2

c

Musi platit 0 < ¢ < 1. Mensi koren je vSak vzdy zaporny, takze ostava nam podmienka

< —d+\Vd*+68 -

0< 1.
2

Ozna¢me D = d? + 68. Vidime, 7e D > d2, takZe /D > d, &iZe c je uréite kladné. Ostala len jedna podmienka

-d+Vd?*+ 68 <1

2

-d+Vd*+68<2,
Vd2+68<d+2,

A +68<(d+2)=d*+4d+4,

b

68 < 4d + 4,
4d > 64,
d>16.

Vsimnite si, Ze umocnenie na druhu je v tomto pripade ekvivalentna tprava, pretoze na oboch stranach mame
kladné ¢isla.
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Pre kazdé d > 16 vieme dopocitat vhodné ¢ zo vztahu

~ -d+Vd*+4-17

2

C

a tym mame jednoznacne dané x = d+c, ktoré splita x- {x} = 17, kedZe sme robili len ekvivalentné Gpravy. Kazdé x
je teda dané celym c¢islom d, pre ktoré plati 16 < d < 2020 (d = 2021 by uz nesedelo, lebo c je kladné a d +c > 2021).
Takychto ¢isel je 2004, ¢o je rieSenim tulohy.

3.6 Krtko Modeluje Systémy opravoval Joztek

Zadanie. Krtko sa hral s tabulkou, pretoze vedel, ze tabulka je reldcia a reldcie su velmi dolezité v databdzovych
systémoch. Sice tdto uiloha velmi s databdzami nesuvisi, ale zdala sa mu peknd, tak sa o fiu s vami podelil.

Mdame tabulku 10 x 10, v ktorej sui v nejakom poradi ¢isla od 1 do 100, kazdé prave raz. V jednom tahu mézeme
vymenit lubovolné dve (nie nutne susediace) cisla kdekolvek v tabulke. Dokdzte, Ze za najviac 35 tahov sa vieme
dostat do stavu, kedy je sucet kaZdych dvoch hranou susednych cisel zloZené Cislo (t. j. nie prvocislo ani Cislo 1).

Riesenie

Priamociarym pristupom v takejto ulohe je opisat, ako mame ¢isla povymienat, aby sme najviac po 35 vymenach
dostali pozadovany stav. Ako zariadime, aby stucty susednych ¢isel boli zlozené ¢isla? Pri takychto ulohach sa nam
oplati zamysliet nad nejakou jednoduchou postacujicou podmienkou, ktord nam to zaru¢i. Napr. mdzeme sa
snazit o to, aby skiimané sucty boli delitelné nejakym ¢islom. Najmensim kandidatom je ¢islo 2. Musime si vSak
dat pozor na to, Ze nie vietky Cisla, ktoré su delitelné dvomi, su aj zlozené. Neplati to pre dvojku samotnu. To je
vSak v poriadku, lebo sucet dvoch ¢isel je aspon 1+2 = 3, tak ¢islo 2 ako stucet v tabulke nikdy nedostaneme. Preto
ak mame v tabulke parny sucet susedov, tak ide o zlozené ¢islo.

Sucet dvoch cisel je parny, ak st obe ¢isla parne alebo obe neparne. Preto by sme parne a neparne ¢isla cheeli dostat
¢o najviac k sebe. To vieme celkom pekne spravit. Rozdelme si tabulku na dve polovice rozmerov 5 x 10. Zoberme
si ta polovicu, v ktorej je menej neparnych ¢isel (ak ich je rovnako vela, tak lubovolnu). Bez ujmy na vSeobecnosti
nech je to horna polovica. Kedze mame medzi ¢islami od 1 do 100 presne 50 neparnych, tak v hornej polovici
ich je najviac 25. Tiez plati, Ze ich pocet je rovnaky ako pocet parnych ¢isel v dolnej polovici. Preto mdzeme
kazdé neparne ¢islo z hornej polovice vymenit s parnym c¢islom z dolnej polovice. Tak spravime najviac 25 tahov
a dostaneme sa do stavu, kedy mame v hornej polovici iba parne ¢isla a v dolnej polovici len neparne. Preto stucet
dvojic v rovnakej polovici je vzdy parny (a rozny od 2), a teda to je zlozené ¢islo.

Jediné dvojice, ktoré nam davaju neparny sucet, su tie, ktoré obsahuju jedno ¢islo z hornej polovice a druhé z
dolnej. Takych je celkom 10. To je dobra sprava, lebo nam ostalo este 10 tahov. Tie vyuzijeme na to, aby sme v
nich zabezpe(ili sucty ako zlozené ¢isla. Ked nam tam delitelnost dvomi nevychadza, tak mozeme skusit dalsie
¢islo, a to delitelnost tromi.

V kazdom stlpci s vykoname nasledovny tah: Ozna¢me si ¢islo v piatom riadku ako a (teda to parne, najnizsie v
hornej polovici) a ¢islo pod nim ako b (teda najvyssie neparne). Oznac¢me si zvysok ¢isla b po deleni tromi ako
z. Cislo a chceme vymenit s ¢islom, ktoré ma zvy3ok 3 — z po deleni tromi. V hornej polovici mame 50 parnych
¢isel, z nich z kazdého zvysku mame aspon 16 cisel (rozmyslite si to). Nechceme si z nich vybrat ¢islo 2, aby
sme nahodou nedostali sucet 3 (jediny sucet, ktory je delitelny tromi a nie je to zlozené ¢islo). Taktiez nechceme
vyberat ¢islo z piateho riadku, aby sme si ndhodou nepokazili sucet niekde inde. Kazdopadne, ostalo nam aspon
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16 — 1 - 10 = 5 cisel, ktoré maju zvysok 3 — z. Vyberieme si lubovolné ¢islo z nich a vymenime ho s ¢islom a. Tak
dostaneme v stlpci s na hranici piateho a $iesteho riadku sucet ¢isel delitelny tromi a zéroven vacsi ako tri, a to je
zlozené ¢islo. Hornu polovicu sme si nepokazili, lebo v nej mame stale iba parne ¢isla. Cela tabulka nam teda sedi
a stacilo nam na to najviac 25 + 10 = 35 vymen.

Iné riesenie

OpiSeme este jeden spdsob, ako zarucit na rozhrani dvoch polovic sucty, ktoré su zlozené ¢isla. Tento spdsob
pochadza z rieSenia Ursule Mdrie Kossaczkej. Zakladd sa na tom, Ze pre kazdé parne ¢islo si predpiSeme prave jedno
jedine¢né neparne Cislo, ktoré s nim da v stiéte zlozené ¢&islo. V kazdom stlpci spravime nasledovné: oznadime si
(parne) &islo v piatom riadku ako y a (neparne) ¢&islo v $iestom riadku ako x. Cislo y vymenime s parnym ¢islom
podla nasledovnej tabulky.

x| 13579 |11]13]x15<x<99
zaCovymenity | 8 |6 |4 |2 | 12| 10| 14 115-x
novysucet | 9 |99 |9 |21]|21]27 115

Tak vzdy dostaneme v stcte na rozhrani piateho a $iesteho riadku zlozené ¢islo. Jeho vyhodou je, Ze nemusime
riesit, ¢i ndm ndhodou nevyjde sucet zrovna 3, alebo ¢i si svojim tahom nepokazime nejaky predchadzajuci stcet.

3.7 Kecy o Mojovi na Sustredeni opravoval Marek

Zadanie. Pamiitdte si este, ako sme vam na ststredeniach vZdy hovorili, Ze pride Mojo a bude Naboj? Hadam hej, ved
to uz celkom zludovelo. Skiisme to teraz trochu pozmenit. Namiesto Ndboja budeme mat nekonecne vela konecnych
postupnosti niil a jednotiek, ktoré oznacime a, ay, as, ... Zacneme s a; = 0. Pride Mojo a postupne bude vytvdrat
dalsie cleny tejto postupnosti, a to tak, Ze si na papier napise poslednii zatial vytvorenti postupnost, a;, dvakrdt za
sebou, ale ked'ju bude pisat druhykrat, tak namiesto nul bude pisat jednotky a namiesto jednotiek nuly. Takto dostane
postupnost a;,; a tak isto postupuje dalej. Prvé styri cleny teda budii

a; =0, a, =01, a; =0110, a, = 01101001.

Ked Mojo bude opakovat tento proces donekonecna, dostane postupnost a = 0110100110010110... Dokdzte, Ze
desatinné cislo 0.a nie je raciondlne.’

> v/

Pozndamka: Zdpis 0.a znamend, Ze nalepime a ako desatinnii ¢ast ¢isla za 0.

Riesenie
Podla Martina Kopcanyho (upravené)

Dokazat, Ze nieco je racionalne ¢islo, je ekvivalentné s najdenim periédy v desatinnom rozvoji. Dokazanie, ze
nieco nie je raciondlne, je ekvivalentné s dokazanim, Ze takd peridda neexistuje. DokdZeme, Ze Ziadna takd peridda
nemaoze existovat.

3https ://sk.wikipedia.org/wiki/Raciondlne_c%C3%ADslo
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Uvazujme nasledujice dve operacie a dva pojmy. Nech p je ¢islo zlozené z nul a jednotiek. Operacia p predstavuje
&islo p napisané odzadu. Cislo p je symetrické (t. j. palindrém*), ak plati p* = p. Operaciou p’ dostaneme inverzné
¢islo k ¢islu p, to je také, ktoré sa napise z ¢isla p vymenenim 0 za 1 a naopak. Antisymetrické ¢islo je také, pre
ktoré plati p* = p. Na poradi operdtorov i a s nezélezi. Znakom | ozna¢ime spojenie Cisel za seba. Rozmyslime si,
ze (alb)! = a'lb', (alb)® = b*|a.

Vsimnime si, Ze ¢islo a, je antisymetrické ¢islo, a; je symetrické Cislo a a4 je antisymetrické ¢islo. Pre indukciu

4

predpokladajme, Ze a,— je symetrické ¢islo a ay_, je antisymetrické ¢islo, potom

is _ i is _ i s _ s is _ i _
(a)" = (ax-1lay, )" = (ay_lan-)" = a5 |ay_ | = ax|ay, = ax
Cize ayy je antisymetrické Cislo za vyuzitého predpokladu, Ze ay_; je symetrické. Ak ay je antisymetrické ¢islo,
potom
a,., = (axldy)’ = a5 |al, = axlal, = a
2k+1 — \U2k[Cor) = Corltor = “2k|Cor = “2k+1>
. . r v Vege . . s s s i
tak ;i je symetrické Cislo za vyuZitia antisymetrickosti a5, = ay, resp. a3, = a5,.

Ozna¢me p periédu dizky d. Taktiez vieme, ze ak peridda existuje, musi niekde zacat a jej zaciatok si mozeme
definovat na Iubovolny iny neskorsi ¢len postupnosti. Pre nazorna ukazku 0.17 = 0.171.

Mozeme predpokladat, Ze existuje ay;_; také, Ze ay_; = 0110...p. Potom a,; = 0110...p|p... = agi_y|p.... KedZe
a5, = ay-1 je symetrické, taktiez vieme, ze Cislo

ay = 6121'_1|6l£i_1 = 612i_1|a;ii_1 = a2i_1|(0110...p)Si = a2i_1|(ps...0110)i = 612,'_1|p5i...1001.

Za ay;_1 nasleduje p*, ale zaroven to musi byt rovné p, takze p = p* je antisymetrické ¢islo.

Ak je dizka ¢isla p neparna, t. j. d = 2k + 1, tak stredna cifra &isla p a p* st rozne, a kedze musi platit p = p, tak
dostavame spor.
Ak je dlzka parna, uvazujme nasledujticu postupnost A = 01, B= 10 a b, = AB, b; = ABBA a tak dalej. Cislo b,

ma rovnaky tvar ako a,, len namiesto 0, 1 mame A, B. Ked v$ak dosadime A = 01, B = 10, dostaneme b,, = a,1.
Dokaz indukciou, pre n = 1 plati b; = A = 01 = a,. Dalej

b,=b,1|b_, =a,la =a".
n—1 n

Oznac¢me desatinné ¢islo 0.b, ktoré ma za desatinnou ¢iarkou znaky A, B namiesto 0, 1. Peridda p je zvolena tak, ze
za¢ina na neparnej pozicii. Preto pozostava z isekov dlzky 2, ktoré st A alebo B. To znamend, Ze 0.b je periodické
s dlzkou periédy d/2. Lenze 0.b je zdroveii len prepisané 0.a, kde piseme A, B namiesto 0, 1. Takze 0.a je periodické
aj s periédou dlzky d/2. Avsak periédu p sme si mohli zvolif najkrat§iu moznu, a dostali sme kratsiu periédu ako
p dlzky d/2, &o je spor.

Preto takd peridda nemoze existovat a ¢islo 0.a nie je racionalne.

3.8 Krtko a Maly Snar opravoval Milo§

Zadanie. Adam mal sndr. V sndri boli odpovede. Odpovedali na otdzky. Na otdzky typu ,Aky vyznam md to, co
sa mi prave snivalo?* Krtko mal sen. Snivalo sa mu o trojuholniku. Trojuholnik viak v sndri nebol. Preto bol Krtko

*Zndmymi palindrémami st napriklad kobyla ma maly bok, Alomomola, aktivitka.
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smutny, ked mu Adam povedal: .,Prepdc Krtko, teraz budes smutny, lebo trojuholnik v mojom sndri nie je.“ A tak
bol Krtko smutny. Ale nemusel by byt. Pomozte vyriesit Krtkov sen, aby bol stastny.

Je dany trojuholnik ABC s bodom E na strane BC tak, Ze |BE| > |EC|. Zostrojte® body D a F postupne na strandch AB
a AC tak, aby uhol DEF bol pravy a zdroven aby tisecka DE delila tisecku BF na polovicu.

RieSenie

Pozorovania

Predtym, ako popiSeme ako takéto body zostrojit, pozrime sa na vlastnosti findlnej konstrukcie, ktora vyplyva zo
zadania. Vytvorme si bod K na polpriamke EC taky, ze |BE| = |EK|. Zo zadania vieme, Ze |BE| > |[EC|, z ¢oho vieme
usudit, Ze bod K bude lezat mimo strany BC.

Oznacme si S priesecnik DE a BF. Zo zadania vieme, ze S je stredom usecky BF. Kedze zaroven je bod E stredom
usecky BK, tak ES je strednou prieckou v trojuholniku FBK. O strednych prieckach vieme, ze st rovnobezné s
tretou stranou trojuholnika, a teda ES || KF.

Priamka EF pretina rovnobezné priamky ES a KF, z ¢oho vyplyva, ze uhly DEF a EFK su striedavé, maju teda
rovnaku velkost. KedZe zo zadania mame | < DEF| = 90°, plati tiez | < EFK| = 90°. Preto bod F musi leZat na
Talesovej kruznici nad useckou EK.

Konstrukcia

Teraz ked uz vieme ¢o to o vlastnostiach daného trojuholnika, mozeme popisat, ako by sme body D a F mohli
skonstruovat.

1. Vytvorme polpriamku EC a na nej bod K taky, ze |BE| = |EK].
2. Najdime stred tsecky EK a ozna¢me ho M. Skonstruujme kruznicu k so stredom v M a polomerom |MK]|.

3. Priese¢nik kruznice k a strany AC je hladany bod F.

> Ak ste sa s podobnym typom tiloh este nestretli, mdze vAm pomdct kratky text na stranke: https://kms.sk/ako_riesit/konstrukcne_
ulohy/
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4. Skonstruujeme usecku FE a na nu kolmu priamku prechadzajucu bodom E. Priese¢nik tejto priamky a
strany AB je hladany bod D.

Je zname, Ze pomocou pravitka a kruzidla vieme skonstruovat priamky, kruznice, stredy stran a kolmice. V nasej
konstrukcii sa ni¢ iné nevyuziva, a teda sme schopny body D a F skonstruovat. V prvej asti rieSenia sme zistili,
7e ak nejaké body D, F maju splhat podmienky zo zadania, tak to musia byt presne takto skonstruované body. To,
ze D, F skuto¢ne splitaji podmienky zo zadania sa overi obratenym postupom. Kedze uhly KFE a FED su pravé,
tak KF a ED st rovnobezné. Spolu s tym, Ze E je stred BK to znamend, Ze ES je stredna priecka v FBK, teda S je
stred BF.

Co sa mdze pokazit

Pri takejto konstrukcii v§ak moze nastat problém. V bode 3 predpokladdme, ze priese¢nik kruznice k a strany AC
existuje. Ak v§ak nastane situdcia, kedy body A a CleZia oba vnitri kruZznice k (inak povedané, plati |[EM| > |AM)),
tak tento priese¢nik neexistuje. Z pozorovani vsak vieme, Ze bod F musi urcite lezat na kruznici k kvoli tomu, aby
bol uhol FED pravy. Preto vieme povedat, ze pre takuto kombinaciu trojuholnika ABC a bodu E nie je mozné
skonstruovat body D a F.

Podobne by sme mohli uvazovat v bode 4, ¢i sa kolmica na FE vzdy pretne so stranou AB. O uhle CED vsak vieme,
ze jeho velkost je menej ako 180°. Je to preto, lebo uhol FED ma byt pravy a FEK je pravouhly trojuholnik, ¢ize
uhol FEK je vzdy mensi ako 90°, ¢&ize | < CED| < 180°. Preto bod D nebude mimo usecky AB za bodom B. KedZe
ED je rovnobeiné s KF, tak | < DEB| = |< FKE| < | < FCE|, takze bod D nebude mimo usecky AB ani za bodom
A. Tym vieme usudit, Ze priese¢nik kolmice na FE prechadzajticej bodom E a priamky AB bude vzdy lezat medzi
bodmi A a B.

3.9 Koriander, Majoranka, Skorica opravoval Pefo

Zadanie. Nech n > 1 a agy,ay, ...,a, su kladné redlne Cisla, ktoré pre kazdé k = 1,2,...,n spfﬁajt’t nerovnost a; >
ar_1 + 1. Dokdzte, Ze

1 1 1 1 1 1
1+—|1+ 1+ 1 <{1+— ). (1+—).
ap a) — dy a) — dy a, — Ado ap ay,
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RieSenie

Podla Martina Kopcdnyho (mierne upravené)
Ulohu dokézeme indukciou pre k, kde nase k bude # zo zadania.

Zakladny pripad k = 1

Vtedymémedokézat’,ie1+%(1+ L )§(1+%)(1+i).

ay—ap a

Tato nerovnost je ekvivalentna s nerovnostami

1 1 1 1
1+— |1+ < (1+—)|1+—]),
ap a, —ap ao a;

1 1 1 1 1
1+—+—— < 1+—+4+—+ ,

ao ao(al - ao) ap dp  4dody
1 1 1
— S — 4 _
ao(al —a()) ap aopdy
a < ao(al - 610) + (611 - a()),
a; < apa, — aé +a; — ayp,
2
ap < apa; — ap

1 < a; — dy.

Posledna nerovnost zo zadania plati. VSimnite si, Ze sme nasobili ay, a, —ay, a,, ale tieto hodnoty st podla zadania
kladné, a preto su nerovnosti ekvivalentné.

Tymto sme dokazali zakladny pripad pre k = 1.
Induk¢ny krok

Predpokladajme teda, Ze nerovnost plati pre nejaké k. Vieme teda, Ze plati

1 1 1 1 1 1
1+—){1+—)...|1+—]2>21+—|1+ L1+ .
Ao a; ay Ao a; —dp ag —do

Oznaémesiteranz(1+;—0)(1+u—11)...(1+—k)a1+M=1+%(1+ 1 )...(1+ 1 )

1
a ar—agp ax—agp

Vieme teda, Zze V> 1+ M.

Treba nam dokazat

1 1 1 1 1 1 1 1
1+—|{1+—]...|{1+— |1+ >1+— 1+ 1T+ 1+ ——.
ap a ak A1 ao ap —dg ai —dg Ak+1 — Ao
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Po dosadeni M a V:

V(1+ )21+M(1+

Afe+1 Ar+1 — Ao )

Vynasobenim indukéného predpokladu (kladnym) vyrazom (1 + KIH) dostaneme:

1 1
)z (1+M)(1+ )
Ake+1 Ake+1

Na to aby sme dokdzali indukény krok, ndm teda stali ukdzat, ze (1 + M) (1 +

V(1+

1
Ak+1 k4140

)2 1+Mm(14 1),

To je ekvivalentné s

1
(1+M)(1+ ) > 1+M(1+ )
Alr1 Ak+1 — Ao
M M
1+ M+ + > 1+ M+ —
A1 Akl Ak+1 — Ao
1 M M
+ > 5
Ak+1 Ak+1 Ak+1 — Ao
(ake1 —ao) + M(ag1 —ag) > Mag,,,
(ak+1 - ao) > Mao.

Na dalsie rieSenie si miniindukciou ukdzeme, Ze a; > I + a,. Pre zakladny pripad I = 0 to plati. Pri dokazovani
induk¢ného kroku vieme, ze a; > [+ ag, ateda aj,; > 1+ a; > (I+ 1) + ag, Co bolo treba dokézat.

Pozrime sa na vyraz Ma,. Vieme, zZe

M(lo

1
1N
o
S |
=)
—_
[e—y
+
Ry
| —_
IN
S
N——
—
p—
+
i)
~
|
IN
=)
N——

I
—_
p—d
+

S
|
Q
<)
N —
—
p—
+
Q
~
| —
IN)
<)
N —
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Pre kazdé i > 0 vieme:

ai—ayp > i>0
1 1
- 2 >0,
1 a;, — dy
i+1
S (P
i a; — ag
23 k+1 1
—— > |1+ 1+ = May,,
2 k a, —a a; — ag
k+1
1 > M&lo

Preto k + 1 > Ma,. KedZe uz vieme, Ze ax,; — a9 > k + 1, tak mame ay,; — a, > Ma,, ¢o bolo treba na dokéazanie
induk¢éného kroku.

Kratke zhrnutie v postupnom (induktivnom) poradi:

« Dokéazeme ulohu pre k = 1.
« Indukény krok:

Miniindukciou dokdzeme, ze a; > [ + ay.

Z toho dokazeme, ze May < k+ 1 < ai,; — ay.

~ Dalej ndm z toho po tipravach vyplynie, ze (1 + M) (1 ) (1 akﬂ - )
- Z indukéného predpokladu dostaneme: V(l + ) ( ) 1+M ( + o )
- Z ¢oho nam vyplynie, dokaz indukéného kroku: V( ) ( ak+l - )
3.10 Kategdria Mocnych Symbolov opravoval Juro
Zadanie. Raciondlne cislo r nazvyvame mocné a powerful, ak ho vieme vyjadrit v tvare
Pk
q

pre nejaké nesudelitelné kladné celé Cisla p, q a nejaké celé cislo k > 1. Nech a, b, ¢ su kladné raciondlne Cisla, pre
ktoré plati abc = 1. Predpokladajme, Ze existuji kladné celé ¢isla x, y, z také, Ze a* + b¥ + ¢ je celé Cislo. Dokdzte, Ze
kazdé z cisel a, b, ¢ je mocné a powerful.

Riesenie

Na zaciatok by som iba rad poznamenal, Ze tato tloha bola asi najtazsia tloha KMS za cely rok (odovzdali ju iba
4 ludia). Bola velmi technicka a iba tazko sa ¢lovek nestrati v znaceniach.

Znacenia:
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a; a, as
T b = T c=——
b, b, bs

_ [*5} (29} . 7 v 7 . 7
« a; =pi'...p; pre nejaké prvocisla p; a prirodzené a;.

e a= kde a;, b; su nesudelitelné (t. j. zZlomok je v zakladom tvare),

Chceme dokazat, 7e nsn(ay, ..., ;) > 1. Potom sa a; dé vyjadrit ako mocnina vy$sia ako 1, a teda a je mocné a
powerful. Zo symetrie potom plynie Ze aj b, ¢ st mocné a powerful. Predpokladajme tiez a; > 1, inac sa a; da
napisat trividlne ako k-ta mocnina 1. Teda 4, naozaj obsahuje prvocislo p; v svojom rozklade.

Pozorovanie 1 a;a,as; = b1b,b;.
Dokaz: To plynie z predpokladu abc = 1.
Pozorovanie 2 b¥ | )b%, b, | b7bs, US| YD,

Dokaz: Dokazeme iba prvé z nich, zvy$né su symetrické. Zo zadania vieme, ze

X z x V1,2 X z
aib)b; + bja,b5 + bibjas

b=
a + + b’fb}z/bg

je celé ¢islo. Nutne teda b7 musi delit cely itatel, b¥ | atbybs + bia,bs + bibjas. No ale kedze b zjavne deli druhy
a treti ¢len a b je nesudelitelné s af, tak z toho toto pozorovanie plynie.

Pozorovanie 3 p; | ay, by, bs, taktiez p, + by, a,, as.

Dokaz: To, Ze p; | a; plynie z definicie ¢isla p;. Celd &ast p; + by, ay, a3 plynie z nestdelitelnosti dvojic a;, b;. Staéi
teda dokazat p; | b, bs. KedZze a,a,a; = byb,bs a py deli lava stranu, nutne p; | b,bs. Ale z druhého pozorovania
plynie, Ze ak p; | by, musi nutne delit aj b7b3, no p; je nesudelitelné s by, a teda nutne musi delit aj b;. Analogicky
ak p; | bs, tak deli aj b,. KedZe P, deli aspon jedno z b,, bs, tak deli obe.

Pre tych ¢o nepoznaju p-adické znadenie, tak v,(n) je najvacsia mocnina ¢isla p deliaca n. Napriklad v;(54) = 3

pretoze 3% | 54 ale 3 } 54.

Pozorovanie 4 v, (b,) -y =v,, (bs) -z

Doékaz: KedZe V), | b*b% no a p;, b, st nesudelitelné, tak nutne pﬁ”" 1(B22) pi”’ 109 Teda Vp, (b2)y < vy, (b3)z.
Opacne, z tretieho vztahu b5 | bib) symetricky dostaneme, Ze v,, (b3)z < v, (b,)y.

To isté plati aj pre zvy$né prvocisla p; pre vietky i = 1,...,1: v, (b2) - y = v,,(b3) - .
Pozorovanie 5 «; = v, (b,) + vy, (b3) pre kazdéi <.

Dokaz: To je kombinacia prvého a tretieho pozorovania. Plati, Ze p; sa nachadza v lavej strane rovnice a,a,a; =
b1b,b; iba v Cisle ay, a to prave a; krat. Opacne, na pravej strane rovnice sa nachadza v ¢islach b, b;, a to prave

vy, (b2) a vy, (bs) krt.

Finish: Zo stvrtého pozorovania plynie
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Yy _ VPl(b3) 3 sz(bs) o vy, (b3)

z v (b2) ) vp, (b2) ) vy (b2)
Znacenie:
e ki = NSD[v,,(b3),v,,(b2)],

« Dole prepis d; = . 2) , hore prepis h; = 2 H—= 3) . Teda % j i je zlomok ~ " (;; v zakladnom tvare.

% = 3 pre nejaké nesddelitelné h,d > 1.

Potom
vpi(bZ) + vpi(b3)

k,’ '
Nutne teda h + d | v,,(b,) + vy, (bs) pre kazdé i < I. Z piateho pozorovania ale mdme &; = v, (b,) + v,,(b3), teda
aj 1 <h+d|a. To je ale to, o sme chceli dokdzat. Nasli sme ¢islo vacie ako jedna ktoré deli vsetky alfy, a teda
nsn(ay, ...,o) > 1, ¢islo a je mocné a powerful.

h+d=h;+d; =
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