\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIII. ro¢nik, 2021/2022 @@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kde Mam Snubenicu (x < 1) opravovali Kubko a Filip

Zadanie. Tarzan stoji na vrchole stromu vysokého 24 m. Chce sa dostat za svojou sniibenicou Jane na vrchol stromu,
ktory je vysoky 20 m. Pne tychto stromov su vzdialené od seba 24 m a niekde medzi tymito dvoma stromami stoji
treti, z ktorého vo vyske 28 m vychddza liana. Tito lianu drzi Tarzan na svojom strome a chcel by sa zhupniit ku
Jane tak, aby sa po liane nemusel splhat hore ani dolu. V akej vzdialenosti musi byt peni prostredného stromu od ptia
Tarzanovho stromu, aby sa to Tarzanovi podarilo?

RieSenie

Najskor je dobré nakreslit si ilustraény obrazok.
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Body K, M, S postupne reprezentuju kmene 1., 2. a 3. stromu. Bod T je vrchol 1. stromu, na ktorom stoji Tarzan,
bod L je miesto, v ktorom je liana upevnena o 2. strom a bod Jje vrchol 3. stromu, na ktorom stoji Jane. KedZe zatial
nepozname presnu polohu bodu L, nakreslime si do nasho obrazku dva pomocné body A, B, ktoré ohranic¢uju
priestor (isecku), v ktorom sa bod L mdze nachadzat. Tieto body A, B si zvolime tak, aby nam v obrazku vznikol
obdlznik KSBA. Teraz si mozeme v$imnut, Ze ndm v obrazku vznikli dva pravouhlé trojuholnikyATL, BJL. V
tychto trojuholnikoch si vyjadrime vietky dlzky stran.

ITK| =24, |AK|=|LM|=|BS|=28, |Js]=20.

AT| = |AK| - |TK]| = 28 - 24 = 4,
IBJ| = |BS| - |JS| = 28 — 20 = 8.

IKS| =24, |KM|=x=|AL|, |MS|=24-x=|LB|.
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|TL| = r = |JL].

Ked uz mame zistené vsetky potrebné strany trojuholnikov, tak si m6zeme lahko zapisat Pytagorovu vetu v oboch
z nich:

ITLF = |TAF + |ALF, LI = |7Bf" + |BLf,
=42+ 12, =8+ (24 -x)%

Vidime, ze sa nam rovnajua lavé strany r* = 12, teda sa musia rovnat aj pravé strany rovnic, ktoré dime do rovnosti
a vyrieSime rovnicu:

42 +x* =8+ (24 -x)%

16 +x° = 64 + (24 — x)?,

16 +x* =64 +x* —48x+ 24> [ -x,

16 = 64 —48x +24> | +48x- 16,
48x = 64 + 24° - 16,
x=13.

Vieme, Ze x oznacuje vzdialenost medzi bodmi A, L, ¢o je vzdialenost medzi Tarzanovym stromom a stromom s
lianou, ktort sme cheeli vypocitat, teda vysledna vzdialenost je 13 metrov.

1.2 Krasnu Mame Svadbu (x < 2) opravovali Mimi a Baska

Zadanie. Tarzan a sniibenica sa vybrali za kanianskou vesticou, aby im poradila so svadbou. Ta im povedala, Ze
ich svadba bude krdsna, len ak bude spliiat velmi $pecidlne podmienky. O pocte hosti (h), pocte chodov (c) a pocte
svadobnych darov (d) musi platit:

h+c+d=47,
h-c=d,

pri¢om véetky tri ¢isla st kladné a celé. Ndjdite vetky mozné hodnoty (h, ¢, d) tak, aby Tarzan a sniibenica mali
krdasnu svadbu.

Riesenie

Jeden zo sposobov ako riesit sustavu rovnic je vyjadrit si neznamu z jednej rovnice a dosadit ju do druhej. Mozeme
si v§imnut, ze d je v druhej rovnici vyjadrené ako

d=h-c.
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Mozeme ho teda dosadit do prvej,

h+c+d=47,
h+c+h-c=47.

Ak zmenime poradie ¢lenov v rovnici, mohlo by nam to zacat nieco pripominat,
h-c+h+c=47.

Ak si viak este stale nie sme isty, ¢o by sme s tym vedeli robit, mézeme sa pohrat s ¢clenmi rovnice a skusit nieco
vymysliet. Na zaciatok by sme mohli skusit vynat h:

h-(c+1)+c=47.
Teraz si m6Zeme v$imndt, Ze ak by sme na obe strany pripoéitali 1, tak by sme mali dve zétvorky (c + 1):
h-(c+1)+c=47,
h-(c+1)+c+1=48.
Toto dalej upravime na
h-(c+1)+1-(c+1) =48,

(h+1)-(c+1)=48.

Kedze h, ¢, d maju byt celé kladné ¢isla, ¢islo 48 mame napisané v tvare suc¢inu dvoch prirodzenych ¢isel. Rozlozime
si ¢islo 48 na jeho vsetky mozné suciny:

48 =1-48
=2-24
=3-16
=4-12

=6-8.

KedZe h a c predstavuju rézne $pecialne podmienky, moznosti
(h+1,c+1)=(2,24) a (h+1,c+1)=(24,2)
povazujeme za rozne. Teraz mozeme jednotivé kombindcie ¢isiel dosadit za zatvorky a doratat h, ca d:
1-48 = 48 (h+1)=1 (c+1) =48 h=0 c=47 d=h-c=0-47=0

(h+1) =48 (c+1)=1 h=47 c=0 d=h-c=47-0=0
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Kedze h, ¢, d maju byt celé kladné Cisla, tak pre 1 - 48 = 48 neexistuje rieSenie, pre ostatné $tyri suc¢iny budeme
postupovat analogicky. Vysledkom bude osem trojic hodndt pre h, c, d:

h+1| 2 24 3 16 4 12 6 8
c+1 |24 2 16 3 12 4 8 6

hf1 23 2 15 3 11 5 7
c|23 1 15 2 11 3 7 5
d|23 23 30 30 33 33 35 35

1.3 KaPor Medzipolia Spaja (x < 3) opravoval Miso M.

Zadanie. Po krdsnej svadbe nasleduje navsteva katastrdalneho portdlu (KaPor), aby novomanzelia vispesne spojili
svoje majetky. Tarzan md v rovine pole v tvare rovnostranného trojuholnika s obsahom S, a Jane pole v tvare rov-
nostranného trojuholnika s obsahom S,. Skonstruujte pomocou pravitka a kruzidla' pole v tvare rovnostranného
trojuholnika, ktorého obsah bude S, + S,.

RieSenie

Na narysovanie rovnostranného trojuholnika by sme idedlne chceli poznat dlzku jeho strany. My vsak mame
informaciu o jeho obsahu. Na zaciatok sa teda pokusime vyjadrit podmienku zo zadania pomocou strany troju-

holnika.

! Ak ste sa s podobnym typom tloh eite nestretli, mdze vim pomdct kratky text na stranke: https://kns.sk/ako_riesit/konstrukcne
ulohy/.
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Majme teda rovnostranny trojuholnik so stranou a. Jeho obsah bude 1a - v, kde v je vyska tohto trojuholnika.
KedZe je vSak rovnostranny, jeho vyska je zaroven taznicou. Dostavame teda pravouhly trojuholnik s odvesnami
%a, v a preponou a. Potom podla Pytagorovej vety

V2:a2_1a2: §a2
4 4’
V3
v=—a.
2
Obsah teraz uz lahko vyjadrime ako
3
S = £az.
4

Teraz prepiseme podmienku zo zadania pomocou stran. Strany trojuholnikov s obsahom S, a S, budud postupne
a; a ay, stranu trojuholnika, ktory chceme skonstruovat oznac¢ime a;. Podmienka teda hovori

2 2 _ 2
aj + a; = a;.

Pri aprave sme celt rovnicu vydelili ¢islom @. Strany trojuholnikov teda spliaji podmienku Pytagorovej vety.

Na narysovanie strany a; nam staci skonstruovat pravouhly trojuholnik s odvesnami a;, a,. Pustime sa do toho.

Na zaciatok si pripomenme veci, ktoré vieme robit, a ktoré sa nam zidu. Samozrejme vieme rysovat kruznice,
priamkou spojit dva body, ale aj prenasat dlzky useciek a rysovat kolmice cez nejaky bod.

Ako prvé si teda spravme priamku p a prenesme na fiu dizku a, - use¢ka AB. Teraz spravime kolmicu na p cezbod B
(priamka g). Na fiu prenesieme dizku a, (dse¢ka BC) a novy bod C spojime s bodom A. Teraz sme dostali dizku a;
(usecka AC). Na ndjdenie zvy$ného bodu trojuholnika so stranou a; spravime kruznice z krajnych bodov usecky
AC s polomerom aj;. Ich priese¢nik (bod D) bude zvy$snym bodom hladaného trojuholnika s obsahom S; + S,. A
mame hotovo.
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1.4 Ked Motyka Streli (x < 5) opravovali Lucy a Simona

Zadanie. Kazdy moze sutaZit, no nie kazdy moéZe pracovat na poli. Tarzan so sniibenicou potrebovali okopat novo-
vzniknuté pole, no prihldasilo sa im az privela algebraikov.

Pre pochybenie viradov md pole tvar stvorcekovej mriezky n x n, kde n > 2. Na niektorych polickach su algebraici,
pricom Ziadni dvaja nie sii na tom istom policku. Kazdy algebraik kope motykou v jednom policku, otoceny jednym
zo Styroch smerov rovnobeznych so stranami pola. Problémom je, Ze obcas motyka vystreli. Potom leti v smere, ktorym
je algebraik otoceny, az vyleti z pola von alebo zasiahne iného algebraika. Kolko najviac algebraikov moZeme na pole
umiestnit tak, aby s istotou nikto nebol zasiahnuty, ked' motyka streli? Umiestnenim algebraika urcujeme aj to, ktorym
smerom bude otoceny.

RieSenie

Rozdelme si pole na rohové policka (Cervené), krajné policka (oranzové) a stredové policka (zelené).
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Uvazujme krajné policka. Ak v nich je algebraik, mézeme ho bez ujmy na vSeobecnosti otocit smerom von z
tabulky. Teraz uvazujme stredové poli¢ka. Pokial by v takomto policku mohol byt algebraik, ktory je otoceny zvisle
a na nikoho nemieri, mo6Zeme ho namiesto toho umiestnit na krajné poli¢ko v tomto smere a ni¢ tym nepokazime.
Pokial by bolo toto policko uz obsadené, tento algebraik nemohol byt ani v stredovom policku. Zaroven ho nikto
nebude ohrozovat — ani v stlpci, pretoZe to by ho ohrozoval uz predtym, ani v riadku, pretoze predtym sme otocili
vSetkych algebraikov na krajnych polickach smerom von.

Rovnako vieme presunut algebraikov na stredovych polickach, ktory su otoc¢eni vodorovne, na krajné policka v
krajnych dvoch stlpcoch. Lubovolné rozmiestnenie spliajuce zadanie vieme takymto spdsobom postupne upravit
tak, Ze st vSetci na obvode a nové rozmiestnenie stale splia zadanie.

Takto vieme potupne umiestnit najviac 2(n — 2) algebraikov otoc¢enych zvisle na krajnych polickach a 2(n — 2)
otocenych vodorovne na krajnych polickach. To je spolu 4n — 8 algebraikov. Jediné policka, ktoré mozeme este
obsadit su rohové, a tie s 4. Algebraik na rohovom policku méze mierit lubovolnym z dvoch smerov, smerom
von z pola. Spolu teda vieme umiestnit najviac 4n — 4 algebraikow.

1.5 Krasni, Mudri, Skromni (x < 8) opravovali M&M a Lukas

Zadanie. Tarzan a Jane maju deti. Kazdé dieta ma tri vlastnosti, krdsu, mudrost a skromnost, a kazda z vlastnosti
md nejakii celociselnii hodnotu. Dieta, ktorého krdsa, mudrost a skromnost sii postupne rovné k, m a s, nazyvame
poslusnym, ak jeho vlastnosti spliiajii nasledovné podmienky:

o k, m, s tvoria rastucu aritmetickii postupnost, teda m —k =s—m > 0,

e K+m?+st=m(m-k)(s-m).

Ndjdite vsetky trojice (k, m, s), ktoré mozu byt vlastnostami poslusného dietata.

Riesenie

Na zaciatok si vS§imnime, Ze v ulohe mame tri pismenka k, m, s, o ktorych vieme, Ze tvoria aritmeticku postupnost.
Aritmeticka postupnost je vSak jednoznacne uréena nejakym svojim ¢lenom a diferenciou, ¢im by sme si vedeli
znizit pocet neznamych z troch na dve. Dal$ie zaujimavé pozorovanie je, Ze k a s su rovnako vzdialené od m a keby

sme ich vymenili v druhej podmienke, ni¢ sa nezmeni. Co znamena, Ze nam moze pomdoct, ked si tato aritmeticka
postupnost uréime prave jej strednym ¢clenom m, pretoze sa potom niektoré ¢leny mozu jednoduchsie vykratit.

Nech teda cisla zo zadania tvoria aritmeticktl postupnost s diferencioud = m —k = s—m > 0. Potomsikas
vzhladom na m vieme vyjadrit ako k = m — d a s = m + d. Podme sa pozriet, ¢o sa ndm nésledne stane s druhou
podmienkou:

K +m?+s* =m(m—k)(s—m),
(m-d)*+m?>+ (m+d)* =mdd,
m* —2md + d&* + m* + m* + 2md + d* = md®,
3m* = md* - 2d%,

3m?>

=d, (1)
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tu v poslednom kroku delime vyrazom m — 2, takze nesmie byt 0. Pre m = 2 v§ak nedostaneme Ziadne rieSenie
rovnice.

Pozrime sa dalej na najvacsieho spolo¢ného delitela Cisel m? a m — 2 - to je najvacsie také celé Cislo, Ze aj m? aj
m — 2 su oba nasobkom tohto ¢isla. Ozna¢me si ho p. Potom ale existuju ¢isla a, b také, ze m? = paam —2 = pb,
kde a, b st nestdelitelné (tzn. nemaju ziadneho spolo¢ného delitela). Teraz by sme sa radi dozvedeli nieco o ¢isle
p. Véimnime si, Ze ak zoberieme nejaky ndsobok m? a pripo¢itame k nemu (resp. od neho odpocéitame) nejaky
nasobok m — 2, tak kedZze obe ¢isla m? aj m — 2 st delitelné p, musi byt delitelny p aj vysledny sucet (resp. rozdiel).
Zjavne nam takyto postup dd pomerne vela informacie, ak najdeme konstantu nezavisla od m, ktora je delitelna
p. Hladame teda také ¢isla x, y € Z, ze

xm® +y(m - 2)
je konstanta vzhladom na m. Tu si v§ak moZeme spomenit na vzorec na rozdiel $tvorcov, vdaka ktorému (m —
2)(m+2) = m? - 4. Ked teda zvolime x = 1 a y = —(m + 2), dostaneme:
4=m*-(m-2)(m+2)=pa-pb(m+2)=pla-b(m+2)],
z ¢oho mame, Ze p | 4°, a teda najvacsi spolo¢ny delitel m? a m — 2 je 1, 2 alebo 4.
Dosadenim m? = pa a m — 2 = pb do rovnice (1) dostaneme

3m* 3pa 3a

d = = =—,
m-2 pb b

No a kedze d? je celé ¢islo, musi byt celé ¢islo aj zlomok na pravej strane. Nakolko su vsak a, b nesudelitelné,
vytvara ndm to podmienku b | 3, ¢o vSak vieme zapisat aj tak, Ze existuje celé ¢islo [ také, Ze bl = 3. Dosadenim
m—2
b=——
p

z toho vieme dostat

(m-2)I _

p
a nasledne (m - 2)I = 3p, z ¢oho vidime, ze m — 2 | 3p. Pre p € {1,2,4} z toho dostdvame postupne podmienky
m-21]3, m-2|6, m—2| 12. Delitele trojky su v8ak aj delitelmi dvandastky a analogicky delitele $estky su aj
delitelmi dvanastky, preto stadi preskimat m — 2 | 12. Zjavne stali preskiimat kladné delitele, pretoZe pre zéporné
delitele by bol menovatel zlomku na lavej strane (1) zaporny. Potom by bol cely zlomok zaporny a nemohli by sme
ho odmocnit.

3

m-—2 1 2 3 4 6 12
m 3 4 5 6 8 14
d na zaklade (1) 33| 2v6 |5 [3V3 |42 7

Ako vidime, jediné celociselné rieenia st (m, d) € {(5, 5), (14, 7) }, ateda (k, m, s) € {(0, 5, 10), (7, 14, 21)}.

Pozndmka: Skuseny riesitel si z (1) mo6Ze vS$imnut, ze m — 2 md tvar 3 - n?, pre nejaké prirodzené ¢islo n. Preto pri
overovani delitefov 12 sta¢i overit len tie, ktoré majui pozadovany tvar: 3 -1, 3 - 22 = 12.

Tento z4pis hovori, Ze p deli 4. Inymi slovami, Ze 4 je delitelné ¢islom p bezo zvysku. Respektive, Ze existuje celé ¢islo k také, ze
pk=4.
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1.6 Konec¢nost Matriky Spochybnujem opravovali Miso S. a Timka

Zadanie. Kazdy viradnik v Kanianke je spolahlivy alebo nespolahlivy. Tarzan potrebuje zapisat svoje deti na matrike.
Zial, jemu priradeny viradnik je nespolahlivy. Navyse kazdy viradnik v Kanianke posle svojho zdkaznika za svojim
najoblubenejsim kolegom. Jeden tiradnik moze byt najobliibenejsi pre viacero svojich kolegov. Ndzory tiradnikov sa v
Case nemenia, teda dany tiradnik md cely Zivot toho istého najobliibenejsieho kolegu. Pre kazdé prvocislo p plati, Ze po
tom, ako bol Tarzan poslany p-krdt za dalsim tiradnikom, sa nachddza u spolahlivého tiradnika. Podobne pre kazdé
kladné celé cislo n, ktoré nie je prvocislom, plati, Ze po tom, ako bol Tarzan poslany n-krat za dalsim tiradnikom, sa
nachddza u nespolahlivého tiradnika. Dokdzte, Ze uiradnikov v Kanianke je nekonecne vela.

Riesenie

Dokazovat, Ze niecoho je nekonecne vela, vyzera byt tvrdy oriesok. Asi najjednoduchsi spdsob, ako nieco také
dokazat, je postupovat sporom - predpokladat, Ze uradnikov je iba konecne vela a vyvodit z toho nieco, ¢o urcite
nebude platit. Potom nas predpoklad kone¢ného poctu uradnikov musel byt nespravny a je ich teda nekonecne
vela.

Prepokladajme teda, Ze uradnikov je konec¢ne vela a oznaéme ich pocet u. Uradnici si Tarzana posielaji medzi
sebou, kazdy ho posle vzdy za tym istym. Tarzan chodi stile za dal$imi a dal$imi uradnikmi a kedZe tych je konecne
vela, ¢asom sa musi nejaky zopakovat — konkrétne po navsteve u+1 uradnikov sa uz musel nejaky zopakovat, kedze
ich je len u roznych. Ked sa uradnik zopakuje, je zrejmé, zZe Tarzan za¢ne chodit v kruhu, pretoze to, za kym ho
tradnik posle, zavisi len od toho, pri kom stoji. Cize ked v dvoch réznych ¢asoch stoji pri tom istom tradnikovi,
cela postupnost dalsich dradnikov bude rovnaka.

Za jednym uradnikom moze byt Tarzan poslany od viacerych inych, takze jeho cesta ma nejaky zaciatok (predpe-
riédu, ktora moze byt prazdna, ale nemusi) a potom sa za¢ne cyklit.

Vezmime si teraz nejaké prvocislo p > u. Také existuje, pretoze prvocisel je nekonecne vela, ale ¢isel mensich
alebo rovnych u je len konec¢ne vela. Po p presunoch Tarzan stoji u spolahlivého tradnika a zaroven uz urcite je
na cykle, po ktorom bude chodit donekonecna. Pokusime sa ukazat, ze po vhodnom pocte prechodov cyklu bude
poradové ¢islo toho istého uradnika zlozené, a teda uradnik by mal byt nespolahlivy. To vytvori spor, pretoze ten
isty uradnik ma byt spolahlivy aj nespolahlivy zaroven, ¢o je ocividne nezmysel.

Y

Oznaéme dlzku cyklu n (pocet tiradnikov, resp. pocet presunov na fiom, je to to isté &islo). Potom k tomuto
spolahlivému turadnikovi pride Tarzan po p, p + n, p + 2n, ... krokoch. V tejto postupnosti chceme najst zlozené
Cislo. Tu si sta¢i uvedomit, Ze stali po cykle prejst p-krét, to bude Tarzan mat za sebou presne p + pn = p(n + 1)
presunov, ¢o urcite nie je prvocislo, zapisali sme ho ako sucin dvoch ¢initelov vacsich ako 1. Mal by teda stat u
nespolahlivého tradnika, ale tento iradnik bol aj p-ty v poradi, a teda spolahlivy.

N43 predpoklad, ze tradnikov je iba konecne vela, nés doviedol ku sporu. Uradnikov preto musi byt nekoneény
pocet.

1.7 Kolace Mame Sustredné opravovali Pedro a Viki

Zadanie. Snubenica varila obed. Povedala si, Ze osie hniezda znejii fajn. Osie hniezdo vyzerd ako kruznica k,, ktord
sa nachddza vniitri kruZnice k,, pricom obe kruznice majti spolocny stred. Na kruznici k, leZia dva body A, B tak, Ze
AB nie je priemerom kruznice ky. Polpriamka AB pretina kruzZnicu k, v bode C. Dotycnica ku kruznici ky v bode A
a dotycnica ku kruznici k, v bode C sa pretinajii v bode P. Z bodu P spravime druhii dotycnicu ku kruznici k,, ktord
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sa jej dotkne v bode D (kde D # C). Do kuchyne vietela osa Amoska Pichlavd, no deti jej neverili, Ze je skutocne osa.
Dokdazte, Ze AP je osou uhla BAD.

Riesenie
Jediné, ¢o k tejto ulohe budeme potrebovat, je najst a vyuzit tetivové $tvoruholniky - teda tie $tvoruholniky, ktorych
vrcholy lezia na jednej kruznici. Ako prvé si v§ak dodefinujme stred kruznic k; a k;, ako S.

Zacneme tym, Ze sa pozrieme na $tvoruholnik SCPD. Je dobre znamym faktom, Ze takyto $tvoruholnik tvoreny
doty¢nicami a polomermi je symetricky podla priamky SP. Mdzeme si to vSak aj ukdzat na tom, zZe [SC| = |SD| (obe
st polomer k), | <SCP| = | < SDP| = 90° (medzi polomerom a doty¢nicou) a strana SP je spolo¢nd. Trojuholniky
SPD a SPC st teda zhodné podla vety Ssu. Poznamenajme, ze | < CSP| = | < DSP|. Takisto si v§imnime, ze | < SCP| +
| <SDP| = 90° + 90° = 180°, teda vieme rovno aj povedat, ze $tvoruholnik SCPD je tetivovy.

Teraz sa pozrieme aj na stvoruholnik SCPA. Uhol SAP je takisto pravy (kedZze AP lezi na doty¢nici), a teda opét
vieme, Ze | < SCP| + | < SAP| = 90° + 90° = 180°, teda aj tieto 4 body st na kruznici. Uz z toho vieme povedat,
ze véetky body S, C, P, D, A st na jednej kruznici, kedZe ako dobre vieme, kruznicu definujui 3 body - v tomto
pripade S, C, P - a uz sme ukazali, Ze na kruznici tvorenej tymito bodmi je aj bod D, aj bod A.

Ina kruznica, ktorta by sme e$te mohli pouzit, je napriklad SPDA, kde su oba uhly SAP aj SDP pravé, teda su
obvodové k tetive SP, takze aj body S, P, D a A su na kruznici.

Teraz, ked uz vieme o vSetkych bodoch na kruznici, mézeme zacat veselo prendsat uhly po obvode. TakZe | < CSP| =
| < CAP|, rovnako |<PSD| = |<PAD|, a kedze sme si uz na zaciatku ukazali, Ze | < CSP| = |<DSP|, tak aj pre
prenesené uhly plati | < CAP| = |<PAD|. Este treba dodat, ze kedZe bod B lezi na tsecke AC, tak |< CAP| =
| <BAP| = | < PAD|, z ¢oho uz vidime, Ze AP rozdeluje uhol BAD na rovnaké Casti - teda je jeho osou.

Iny sposob ako sa odpichntt od 5 bodov na kruznici je vyuZit vedomost o Svrékovom bode v bode P. Svrékov
bod (alebo aj Svrk) je taky bod na kruznici opisanej lubovolnému trojuholniku XYZ, v ktorom sa os strany YZ
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tohto trojuholnika pretina s osou uhla pri vrchole X.* Je to priese¢nik 3 ¢iar (kruznica, os strany, os uhla), no na
jeho jasné definovanie nam stacia uz fubovolné 2 z nich, pricom tretia nim musi tiez prechadzat. V tejto ulohe
sa pozrieme na trojuholnik CAD. Bod P v nom jednak lezi na osi strany CD (kedZe C a D st symetrické podla
priamky SP) a dvak lezi na kruznici tomuto trojuholniku opisanej, teda je jeho Svrkom. Spojnica Svrka P a vrcholu
A teda musi byt jedine osou uhlu CAD, a tym padom aj uhla BAD.

1.8 Kanianske Metro Spojazdnené opravovali Jozo a Kika

Zadanie. V Kanianke sa rozhodli zaviest metro. Kazdd linka ma mat aspon $tyri zastavky a lubovolné dve linky maju
mat spolocnii prave jednu zastdavku. Dokdzte, ze pre kazdy taky ndvrh liniek mozZno rozdelit zastdvky na podzemné
a nadzemné tak, Ze kazdd linka bude obsahovat zastdvky oboch typov.

Riesenie
Na zaciatok uvazujme pripad, kedy vsetky linky maju spolo¢nu zastavku Z. Vtedy zastavka Z bude nadzemnad a
zvy$né podzemné, ¢im zjavne kazda linka bude obsahovat zastavky oboch typowv.

Teraz predpokladajme, Ze nemame zastavku, ktora je na vSetkych linkach. Zjavne v takom pripade mame aspon
tri linky. Uvazujme teda lubovolné dve linky a, b a oznac¢me si ich spolo¢nu zastavku ako Z. Vieme, Ze niektora
linka zastdvkou Z neprechddza — oznaéme si ju c. Dalej si oznaéme spoloénu zastavku liniek a, ¢ ako Y a spoloénti
zastavku liniek b, c ako X. Zastavky X, Y a Z budeme spolo¢ne nazyvat ako centrum.

Nasa konstrukcia vyzera nasledovne: nadzemné zastavky budu prave tie zastavky, ktoré sa na linkach a, b, c a
zaroven nie su v centre. Teraz ukdzeme, Ze tato konstrukcia je spravna. Kazda z liniek a, b, c ma zastavky oboch
typov. Zoberme si linku ! réznu od a, b, c. Ak maju linky g, [ spolo¢nt nadzemnu zastavku, tak linka [ moze
mat najviac dve dalsie zastavky nadzemné - najviac po jednej na linkach b, ¢; teda linka / musi mat aj podzemnu
zastavku. Ostava pripad, kedy linky a, / maju spolo¢nu podzemnu zastavku, bez ujmy na veobecnosti nech je to
zastavka Z. Potom linka / neprechadza zastavkou Y, ani X, lebo slinkou a, ani b, nemdze mat spolocné dve zastavky.
Preto spolo¢na zastavka liniek /, ¢ lezi mimo centra, a teda je nadzemna. Linka [ teda vo vSetkych pripadoch ma
zastavky oboch typov, ¢im je nas dokaz ukonceny.

@ podzemna
centrum ,-~ (O nadzemna

Komentar k rieSeniu

Riesenie, ktoré uvadzame, je napisané v Cistej forme - teda bez omacok okolo, ako nan prist. Preto k nemu na
zaver povieme nejaké komentare. Takéto rieSenia sa aj lahko opravuju, lebo v nich pekne vidno délezité kroky.

3 Ak sa chce$ so Svrkom zozndmit bliZsie, odportic¢ame https://prase.cz/archive/36/serial.pdf (str. 29).
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Riedenia takychto uloh vyzeraju tak, Ze opiseme spdsob, ako rozdelime zastavky na dva typy a potom ukdzeme,
ze toto nase rozdelenie je spravne. Ngjst také rozdelenie vyzaduje zvacsa vela skimania, hrania sa, kreslenia si, ...
a potom v$imania suvislosti, pravidelnosti a systémov. Na zaciatok moze pomoct skusit si kreslit linky postupne.
Prvé dve sa daju nakreslit jednoznac¢ne: musia mat spolo¢nud prave jednu zastavku Z. Tretia moze prechadzat
zastavkou Z alebo kazdu s prvych dvoch liniek moze pretinat v inych zastdavkach. Tymto dostavame nejaku $truk-
taru, ako to musi v nasich linkach vyzerat. A na nie¢om takom vieme zalozit rieSenie, napr. nase vzorové.

Pri hladani konstrukcie v takychto tilohach sa oplati mat na pamiti nasledovnii vec. Cim jednoduchsie rozdelenie
zastavok vymyslime, tym lahsie sa nam bude pisat riesenie, a taktiez sa nam mdze jednoduchsie ukazovat jeho
spravnost. Jednoduchy systém viak neznamend lahko objavitelny. Casto sa za nim skryva nejak4 netrividlna
myglienka, pripadne nejaky trik. No ak sa nastavime na hladanie niecoho takého pekného, moze nam to ulahcit
rieSenie. Ak si chcete hladanie jednoduchych opisov vyskuasat, mozete si skusit vyriesit 14. ilohu 2. zimného kola
KMS 2007/08 alebo tlohu z celostatneho kola MO 65-A-I11-3.

1.9 Kalkulackou Manipulujeme Suciny opravoval Tomas$ Gianetta

Zadanie. Deti nasli kalkulacku. Na zaciatku natukajii do kalkulacky cislo 1. 'V kazdom kroku si ndhodne vyberu
jedno z cisel 3, 5, 8, 9 (kazdé s rovnakou pravdepodobnostou) a vyndsobia nim Cislo v kalkulacke. Tento krok potom
opakuju, kym sa nedostanii k ¢islu, ktoré po deleni 13 ddva zvysok 10 alebo 12. Tarzanko sa stavil, Ze tento proces
skon¢i na zvysku 10, Janka si zas vybrala zvysSok 12. S akou pravdepodobnostou vyhrd Tarzanko stavku*?

Riesenie
Najprv urobime niekolko zaujimavych pozorovani.

 Nezaujima nas konkrétne ¢islo na kalkulacke, iba jeho zvy3$ok po deleni 13.

« Nezaujimajui nas Cisla, ktoré boli na kalkulacke v minulosti.”.

Nech p;,1 < i< 12 je pravdepodobnost, Ze ak sa prave teraz na kalkulacke nachadza ¢islo so zvyskom i, Tarzanko
niekedy v buducnosti vyhra. Nagou tlohou je najst hodnotu p;.

Zrejme

pP12=0, pio=1
Nasledujticim spdsobom vieme vyjadrit pravdepodobnost p; pomocou pravdepodobnosti ¢isel, ktoré sa na kal-
kulacka mozu objavit v dalsom kroku. Ked na kalkulacke je ¢islo i, v nasledujucom tahu sa na kalkulacke mézu
objavit ¢isla (34, 54, 81, 9i), kazdé s pravdepodobnostou jedna $tvrtina. To, ze Tarzanko vyhrd, sa moze stat jednym
z nasledujucich styroch sposobov: (dalsie ¢islo na kalkulacke bude 3i a Tarzanko vyhra, dalsie ¢islo na kalkulacke
bude 5i a Tarzanko vyhra, ...). Celkova pravdepodobnost p; vyhry Tarzanka je sucet pravdepodobnosti tychto
$tyroch udalosti. Ich pravdepodobnosti su

1 1 1 1
ZP% ZPSia ZpSi» ZP% .

Napriklad dostaneme

“Kalkulacka nema obmedzeny pocet cifier, teda dokdze zobrazif lubovolne velké ¢islo.
5Procesy s touto vlastnostou sa nazyvaju Markovove, viac sem: https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_chain
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1
b= ;L(P3 + ps + ps + po).
Podobne
1
p2= Z(p6 + P10+ Ps + Ps)
a analogicky vieme napisat rovnicu pre kazdé 7,1 <i < 12.
Tym dostavame ststavu 10 rovnic o 10 neznamych, ktoru staci vyriesit.

Nasledne zistime p; = 2 ~ 0.457.

Bonus

Este si ukazeme ako $ikovnym spdsobom bolo mozné znizit pocet neznamych. Hru zo zadania si mozno predstavit
ako dvojrozmernt tabulku na obrazku.

« na zaciatku hry sa nachddzame v lavom hornom rohu
 ndasobenie ¢islom 3 znamena krok smerom hore
 nasobenie ¢islom 5 znamena krok smerom vpravo

» nasobenie ¢islom 8 znamend krok smerom vlavo

« ndasobenie ¢islom 9 znamena krok smerom dole

« ak by sme mali urobit krok mimo tabulky, objavime sa na opa¢nom konci tabulky (ak sa nachadzame na
Cisle 1 a pdjdeme dohora, objavime sa na cisle 3)

« ak sa dostaneme na policko s ¢islom 10 vyhral Tarzanko, ak na policko s ¢islom 12 vyhrala Janka
Dalej budeme poli¢ka oznacovat iba &islami.

Pozorovania:

» Rozhodujuce pozicie 10, 12 st symetricky ulozené vzhladom na kazdu z pozicii oznacenych ¢islami9, 6, 4, 7.

To Znamenépg = P6 =p4 =p7 = %
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« Pozicia rozhodujucich policok je voci 1, 3 zrkadlovo otocend (10 ma rovnaku poziciu voci 3 ako 12 voci 1 a
naopak). To znamena p; = 1 - ps.

« Podobné pozorovanie mozno urobit aj s dvojicami (5,2), (8,11), tedaps =1 —p,, ps = 1 — py1.

Tymto sposobom je mozné znizit pocet neznamych na 3 a staci vyriesit sustavu troch rovnic.

1.10 Kultarny Mirov Seminar opravoval Milo§

Zadanie. V kultiirnom dome v Kanianke si Miro spravil semindr o funkciondlnych rovniciach. Na zaciatku semindra
si z batohu vitazoslavne vytiahol papier s pripravenou funkciondlnou rovnicou. Papier sa mu vsak v batohu pokrcil
a nebol viac rovny.

Ndjdite vsetky funkcie f: R — R také, Ze pre vsetky redlne Cisla a, b plati nasledujiica nerovnost:

f(a)f(b) + f(ab) <a+D.

RieSenie
Pri funkcionalnych rovniciach a nerovnostiach velmi ¢asto byva uzito¢nym prvym krokom dosadit si za argu-

menty funkcie nejaké konkrétne ¢isla a skusit z toho odpozorovat nie¢o zaujimavé. Ako kandidati na tieto kon-
krétne argumenty sa ponukaju najcastejsie ¢isla 0, 1 alebo —1. Skisme to vyuzit aj v tomto pripade.

Ak dosadime do nerovnosti a = b = -1, dostaneme
SEDA-) + A1) <=2,
1)+ (1) <=2, (1)
f1) < -2-f(-1).
Mobzeme si véimnut, ze —f(—1)? je vidy zdporné, a teda tato nerovnica implikuje, ze
f1) < -2. 2)

Podobne méZeme postupovat s a = b = 1:
A1) + A1) <2,
f+f(1) <2,
f(1)*+A(1)-2<0,
(1) - 1)(f(1) +2) <0,
f(1) e(-21). (3)
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Skombinovanim (2) a (3) dostaneme, ze f(1) = —2. Ak sa vratime k (1) a dosadime hodnotu f(1), vieme ziskat
hodnotu pre f{(-1):

f(-1)* +f(1) < -2,

f-1)*-2<-2,
f-1)* <o,
fi-1)=0.

Ziskali sme dosddzanim konkrétnych &isel nejaké informécie o hladanych funkcidch. Poktsme sa vyuzit tieto dve
hodnoty v nas prospech. Chceli by sme najst nejaké informacie o hladanej funkcii aj pre vSeobecné argumenty.
Dosadme teda do nerovnostia =xa b = 1:

FOO)(1) +flx) <x+1,
“2f(x) + fx) <x+ 1,
—flx) <x+1,
flx) > —x-1. (4)
Podobne postupujme aj pri dosadeni a = —xa b = —1:
S=0f(-1) + flx) < —x - 1,
0f(—x) + fx) < —x -1,
fx) < —x— 1. (5)

Skombinovanim (4) a (5) dostadvame —x — 1 < f(x) < —x — 1, ¢ize f(x) = —x — 1.

Zistili sme, Ze f(x) = —x — 1 je jedinou funkciou f: R — R takou, Ze f mé4 potencial spliaf nerovnost zo zadania.
Uz nam ostava len overit, ¢i t nerovnost naozaj splna pre vietky argumenty z R:

f(a)f(b) + flab) <a+b,
(ma-1)(-b-1)+(-ab-1)<a+b,
ab+a+b+1-ab-1<a+b,

a+b<a+b. (6)

Z (6) jasne vidime, Ze nerovnost plati pre vSetky mozné hodnoty a,b € R. Dokazali sme teda, ze f(x) = -x — 1 je
jedinou funkciou, pre ktoru plati nerovnost zo zadania.
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