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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kvantum Mame So$ovice (k < 1) opravovali David a Baska

Zadanie. Veduici isli na nakupy. V Kope preddvajii Sosovicu balenii po p*>—1 zrnkdch, kde p > 5 je prvocislo. Dokdzte,
Ze 24 vediicich $i vie $pravodlivo' rozdelit Sosovicu bez ohladu na to, ktoré balenie kiipia.

Riesenie
Vzorové riesenie tejto tilohy si mozes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Ako prvé si mozeme v$imndt, Ze p? — 1 je rozdiel $tvorcov, a teda si to vieme upravitna (p—1) - (p+1). Teda ndm
sta¢i ukézat, ze 24 | (p—1)-(p+1). Vieme, Ze islo je delitelné 24 préave vtedy, ak je delitelné 3 a 8, kedZze 3-8 = 24
a zaroven 3 a 8 su nesudelitelné.

Mozeme si vS§imnut, ze p— 1, p, p + 1 su tri po sebe iduce ¢isla, a teda prave jedno z nich bude delitelné 3. Kedze
p je prvocislo (p > 5), tak nemoze byt delitelné 3, teda bud p — 1 alebo p + 1 je delitelné 3. Takze sme ukazali, ze
3[(p-1)-(p+1).

Zaroven si mozeme vSimnut, ze p — 1 a p + 1 su obidve parne ¢isla, kedZze vsetky prvocisla (p > 5) st neparne. Tu
sa mozeme zamysliet a skusit si k podvodnej trojici Cisiel pripisat dalsie v rade, teda dostaneme p— 1, p, p+ 1, p + 2.
Teraz mame 4 po sebe iduce ¢isla, z ktorych prave jedno je delitelné 4. Vieme, Ze p a p + 2 st neparne, teda bud
p —1alebo p + 1 je delitelné 4 a druhé z nich je delitelné 2. Takze sme ukézali,ze 8 | (p—1) - (p + 1).

Z ¢oho, podla nasej prvej uvahy, vyplyva, ze 24 | (p—1) - (p+1),ateda 24 | p?> - 1.

2.2 Kolko Musime Sliapat (« < 2) opravoval Tomas S.

Zadanie. Miso a Miso sa rozhoduji, ako najrychlejsie zohnat vsetko potrebné, tak sa zastavili pri mape obchodu.
Jeden potrebuje prejst ulicku o zeleninou, druhy ulicky § mdasom. Potrebujii overit, ¢i obaja prejdii rovnaki vzdiale-
nost.

Predajria Képu md tvar trojuholnika ABC. Tomu vpiseme kruznicu a oznacme S jej stred. Uvazujme rovnobezku So
stranou BC prechddzajiicu bodom S a oznacme N jej priesecnik $o $tranou AB. Dokdzte, e obvod trojuholnika MNS
je rovnaky ako dlzka $trany AB.

Riesenie

Ako by sme mohli dokazat, ze obvod trojuholnika SMN (Ogyy) je rovnaky ako dizka strany AB? Obe sa skladaju z
troch useciek (trojuholnik SMN z useciek SM, MN, NS, strana AB z tsec¢iek AM, MN, NB) a dokonca jednu z nich,
usecku MN, maju spolo¢ni. Moze nam napadnut, ¢o keby platilo, Ze vsetky tri useky obvodu SMN su rovnako
dlhé ako useky strany AB, t. j. ¢o keby platilo |[AM| = |[MS| a [NS| = [NB|? Toto nemusi byt pravda na to, aby

'T. j. kazdy vedtci dostane rovnako vela zrniek $ogovice.
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|AB| = Ogyn; ale ak by to bola pravda a podarilo by sa ndm to dokazat, tak dokdzeme aj rovnost |AB| = Ogpyy. Tak
podme na to.

Stred vpisanej kruznice S je priese¢nikom osi uhlov trojuholnika ABC, takze AS je os uhla CAM. To znamena
| < CAS| = | <« SAM]|, oznalme tieto uhly a. Kedze CA a SM st rovnobezné, vyuzitim striedavych uhlov dostavame,
ze |<MSA| = |<SAC| = a. Vidime, Ze uhly MAS a MSA maja rovnaku velkost «, takze trojuholnik AMS je
rovnoramenny. Preto jeho ramend majt rovnaku dizku, |[AM| = |MS|.

C

Analogicky sa dokaze, Ze trojuholnik SNB je rovnoramenny, teda |SN| = [NB|. Dokdzali sme, Ze obvod trojuholnika
SMN a tsecka AB sa skladaju z troch rovnakych tsekov

Osun = [SM| + [MN| + |NS| = |AM| + |MN| + |[NB| = |AB|,
a teda majt rovnaku dizku.

Pozndmky

1. Viaceri z vés vo svojom rie§eni rozpisovali aj dokaz rovnoramennosti trojuholnika SNB, napriek tomu, ze
je to v podstate presne to isté ako dokaz rovnoramennosti AMS. Samozrejme to nie je chyba, ale preco
si neusetrit robotu, ked sa da. Do6vod preco toto netreba rozpisovat je, Ze trojuholniky AMS a SNB su
symetricky definované vzhladom na vymenu bodov A, B. To znamena, Ze keby sme oznacili body A, B
naopak, tak trojuholniky AMS a SNB sa vymenia, takze ak je jeden rovnoramenny, tak zo symetrie musi byt
aj druhy rovnoramenny.

2. Na dokaz rovnoramennosti trojuholnika ASM sme potrebovali vyjadrit uhol ASM. Iny spdsob ako vyjadrit
tento uhol je, ze uhly CAM a SMN su suhlasné, takze |<SMN| = 2a, | <SMA| = 180° — 2« a uhol ASM
dopocitame z trojuholnika ASM, kde sucet vnutornych uhlov musi byt 180°.

2.3 Kolmost Magazinu Sarm (x < 3) opravovali Mi$o M. a Danko

Zadanie. Miso si kiipil asopis Sarm, v ktorom je tiloha ndjst desat rozdielov medzi obrdzkami. Na jednom obrdzku
je pravouhly trojuholnik, ktory nemd Ziadne dve strany rovnako dlhé. Druhy obrdzok chyba. Miso $i teda povedal,
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%e $i rozdiely Spravi $am. Vzal §i vietky mozné (kladné) rozdiely dlZok $tran a poskladal $i z nich vlastny. Dokdzte,
Ze tento novy trojuholnik nie je pravouhly.

Riesenie
Oznac¢me si strany povodného trojuholnika a, b, c. KedZe vieme, Ze ziadne dve nie st rovnako velké, mozeme bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze plati a < b < c. Strana c bude teda preponou tohto trojuholnika, aj ked

ttto vlastnost napokon nevyuzijeme. Kedze c je najdlhsia a a je najkratsia, bude dizka najdlhsej strany v novom
trojuholniku (¢ — a). Zvy$né strany st vdaka predpokladanym nerovnostiam (¢ - b) a (b - a).

Teraz by sme mohli predpokladat, Ze novy trojuholnik je pravouhly, a dosadit dizky do Pytagorovej vety. Nasledné
tpravy by viedli ku sporu, napriklad s faktom, Ze a, b, ¢ st vietko rozne dlzky. V skuto¢nosti sa to d4 este o nieco
jednoduchsie. Vieme si totiz v§imnut, ze plati

(c—a)=c-b+b-a=(c-b)+(b-a).

Na to, aby z tychto dlzok bolo mozné poskladat trojuholnik, musi platit trojuholnikova nerovnost. V tomto kon-
krétnom pripade by [ava strana musela byt ostro mensia ako prava, ¢o neplati. MiSov novy trojuholnik tak nie je
ani len trojuholnikom, nemoze teda byt pravouhly.

2.4 Krajat Museli Smatlavo (x < 5) opravovala Lucy

Zadanie. Misovia kuipili chlieb. KedZe $i ho Misovia nezvlddli nakrdjat' v Supermarkete, tak $i ho musia teda nakrajat
noZom. NOZ je tupy a Misovia Smatlavi, takZe Ziadne dva krajce chleba nemaju rovnakii vysku ani rovnakii hribku.
Nech n > 2 je celé ¢islo oznacujiice pocet krajcov chleba. Miso ich uloZil do chlebnika od najniZsieho po najvyssi zlava
doprava. Kazdu mintitu Misovia vezmii nejaké dva Susedné krajce také, Ze lavy krajec je $irsi a nizsi nez pravy, a
vymenia ich.

Misovia odmietli jest chlieb, pokym nebude zoradeny podla hrubky. Dokdzte, Ze bez ohladu na to, aké tahy robia
Misovia, po konecnom pocte mintit nebudii moct spravit Ziadny dalsi tah a krajce budii vtedy zoradené vzostupne

podla hribky zlava doprava.

Riesenie
Vieme, ze MiSovia budu robit tahy, kym buda moct. Tiez vieme, ze mame koneény pocet krajcov chleba a kone¢ny
pocet spdsobov, ako ich usporiadat. Dalej je isté, Ze ak sa raz dva chleby vymenia, uz nikdy sa nebuda méct vymenit

nazad (chlieb sa ocitne napravo od krajca, ktory je vyssi). Preto sa nam nikdy nezopakuje usporiadanie chlebov,
a kedZze usporiadani je kone¢ny pocet, tak po kone¢nom pocte tahov MiSovia musia skoncit.

Uvazujme najuzsi krajec, oznaéme ho K. Co ak by sme nikdy nepohli chlebom K? Je len konec¢ny pocet vymen,
ktoré mozeme urobit bez toho, aby sme pohli K. Pokial K nie je celkom vlavo, ur¢ite sa teda dostaneme do situacie,
kedy nebudeme moct pohnut Ziadnym krajcom okrem tohto. V takejto situdcii budu urcite vsetky chleby nalavo
od K nizsie (tak boli rozostavené na zaciatku) aj sirsie (pretoze K je najuzsi). Teda urcite vieme posuntt K dolava
a je to jediny tah, ktory vieme spravit, takze nim musime pohnut. Pokial stale nie je najviac vlavo, ako sa len
da, mozeme tato uvahu zopakovat. Opét bude mozny len konecny pocet tahov bez pohnutia K a potom tymto
krajcom urcite budeme musiet pohnut. Pokial sa K dostalo na najlavejsiu poziciu, tak ndm zostava usporiadat uz
len n — 1 krajcov.
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V tomto bode mozeme sledovat pozicie nového Kj, ¢o je novy najuzsi krajec. Tento ¢asom stretne rovnaky osud
a niekedy sa bude musiet dostat na druhu najlavej$iu poziciu. Ak tento postup zopakujeme n — 1 krat, urcite
usporiadame vsetky krajce podla hrubky za kone¢ny pocet minut a Ziaden dalsi tah uz nebude mozné urobit.

2.5 Kofola, Miso, Saléty (k < 8) opravoval Matas
Zadanie. Pocas chlebovej krizy i Misovia zasli na obed do stravovacieho zariadenia. Jedld a ndpoje $ii oznacené
prirodzenymi ¢islami, pricom pontikajii kofolu (k), mdso (m) a saldty (s). V zlave su vsak len isté kombindcie.

Urcte vietky trojice kladnych celych &isel (k, m, 3), pre ktoré plati

kms = 3(k+m +53).

RieSenie
Oznacme:

L := kms,
P:=3(k+m+3).

Prvym zjavnym pseudorie$enim ulohy je k = m = 5 = 3. Co je to vSak pseudoriesenie? Jednoducho ide o jedno
spravne rie$enie nasej ulohy, pricom nejaké dalsie spravne rieSenia vieme dostat tak, Ze preusporiadame hodnoty
nasho pseudoriesenia. Nejde v$ak o nejak standardizovany pojem.

Podme sporom dokazat, Ze nesmie sucasne platit k > 2 Am > 2 A5 > 2, okrem pripadu kedy k = m =5 = 3.
Predpokladajme, ze by mohlo platit k > 2 Am > 2 A§ > 2. Dokdzeme, ze potom L # P okrem pripadu, kedy
k =m =35 = 3. Ozna¢me M := max{k, m, s}. Potom L > 3-3-M = 9M a siasne P < 3(M + M + M) = 9M.
Rovnost v oboch pripadoch nastava jedine ak a = b = ¢ = 3. Preto nesmie platit, Ze k > 2 A m > 2 A5 > 2, okrem
pripadu kedy k = m =5 = 3.

Nech BUNV k < m < 5. Z predoglého zistenia dostavame, ze k = 1 v k = 2. Rozoberme teraz oba pripady.

1. k = 1. Analogickym sposobom vieme dokazat, Ze nesmie naraz platit m > 6 A5 > 6. Preto m < 6. Rozoberme
teraz vSetky moznosti.

o m = 1. RieSenim rovnice s jednou neznamou dostavame, ze § = -3, pricom -3 ¢ Z*, preto v tomto
pripade nedostavame Ziadne nové riesenie tlohy.

o m = 2. Dostdvame § = -9, ¢o opit nebude riesenim ulohy.

o m = 3. RieSenim linedrnej rovnice dospejeme k nepravdivému vyroku 0 = 12, ¢o opét zrejme nebude
rieSenim ulohy.

o m = 4. Dostavame druhé pseudoriesenie ulohy k = 1, m = 4, § = 15.

o m = 5. Dostdvame tretie pseudoriesenie ulohy k=1, m =5,5=09.

o m = 6. Dostavame §tvrté pseudorie$enie ulohy k=1, m =6,5=7.

2 Ak nahodou tento operétor nepoznéte, ide o operator, ktory si matematika pozicala od svojej dcéry, informatiky. Znamena asi tolko,
ze symbol na strane pri dvojbodke je definovany ako vyraz na druhej strane operatora. Teda v naSom pripade zna¢i M je definovavé ako
max{k, m, $}. Ak by vds zaujimal rozdiel medzi := a =, mo6Zete sa o tom ¢o-to do¢itat na tejto stranke.
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2. k =2. Analogickym sposobom ako na zaciatku rieSenia vieme dokdzat, Ze nesmie naraz platit m > 3 A5 > 3.
Preto 2 < m < 3. Rozoberme teraz vsetky moznosti.

o m = 2. Dostavame piate pseudoriesenie ulohy k =2, m = 2,5 = 12.

o m = 3. Dostavame $ieste pseudoriesenie tlohy k = 2, m = 3,5 =5.

Riesenim ulohy st potom vsetky mozné rézne permutacie hodnot postupne z kazdého pseudoriesenia ulohy.
Presnejsie, nech P; = {(3,3,3)},

P, ={(1,4,15), (1, 15, 4), (4,1, 15), (4, 15, 1), (15, 1, 4), (15,4, 1)},

Py={(1,59), (1,9,5), (5, 1,9), (59 1), (9 1,5), (9, 5, 1)},

P,={(1,6,7), (1,7,6), (6,1,7), (6,7, 1), (7, 1,6), (7, 6, 1)},

Ps={(2,2,12), (2,12, 2), (12, 2, 2)},

Ps=1{(2,3,5),(2,5 3),(3,2,5),(3,5,2), (52, 3), (5 3,2)}

Potom mnozinou rieSeni ulohy je mnozina A = P, U P, U P; U Py U Ps.

2.6 Karé Mierne Stavnaté opravovali Timea a Andy
Zadanie. MisSovia $i objednali pecené kuracie stehnd § ryzou a kompdtom. Tie Sa vSak uz minuli, tak $i Misovia
objednali pomaly pecené bravcové karé. To sa pecie tak pomaly, az $i Misovia zacali krdtit ¢as hranim Sa o Servitkami.
Servitok je n2, kde n > 1 je prirodzené ¢islo, a kazda md tvar rovnostranného trojuholnika o stranou dizky 1. Navyse

md kazda z nich jednu z k farieb, kde 1 < k < n*. Z kaZdej farby je rovnako vela Servitok. MiSovia z nich poskladali
velky rovnostranny trojuholnik so stranou dizky n. Napr. pre n = 4 by velky trojuholnik vyzeral takto:

Ked boli hotovi, zistili, Ze nech ho lubovolne otocia (v rovine, kde trojuholnik lezi, teda bez zrkadlového preklopenia),
pricom bude pokryvat tii istii oblast ako povodne, zafarbenie trojuholnika bude vyzerat stdle rovnako. Urcte vsetky
usporiadané dvojice ¢isel (n, k), pre ktoré Sa taky trojuholnik poskladat da.

Riesenie
Zo zadania vieme, Ze pocet servitok s je rovnaky pre kazdu z k farieb, teda musi platit, Ze k - s = n?, teda k | n?.

Vsetky rotacie pravidelného trojuholnika v rovine (okolo taziska) st prave tri otocenia p: 0 120°, 240° a 360° = id
¢o sa nazyva aj identita, lebo nam to transformuje nas trojuholnik do poévodného stavu.

Podme konstruovat nas trojuholnik nasledovne. KedZe vieme, Ze trojuholnik ma vyzerat po kazdom otoceni
rovnako, tak vlastne mdzeme poskladat jednu jeho tretinu, ktorou oto¢enim o nase rotacie p dostaneme cely
trojuholnik, vid obrazok. Lenze mame dva typy trojuholnikov. Také ktoré maja 3¢ Casti, s tymi nemame problém,
a také, ktoré maju 3¢ + 1 Casti.
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2. ototenie
——

1. otecenie
——

AN

Lebo ked si rozdelime vsetky prirodzené ¢isla n podla zvyskov po deleni 3, teda zvysky 0, 1 a 2, tak dostaneme, Ze
n* moze mat zvysky len 0, 1:

0% =0, 12=1, 22=4=1.

Ak n? ma zvysok 1 po deleni 3, vyfarbime x policok (pre nejaké x) v jednej tretine jednou vybranou farbou, potom
v ostatnych tretindch musime tiez vyfarbit prislichajice policka rovnako, a teda celkovo vyfarbenych policok bude
3x. Stredové policko musi tiez byt zafarbené nejakou farbou menom ¢. Stredové policko je jediné, ktoré sa zobrazi
samo na seba, takze pocet servitok farby ¢ bude 3m +1 (pre m € N), ¢o nie je delitelné 3, takze sa to nemoze rovnat
3x. Mame dve farby s réznymi po¢tami policok, ¢o nemdze nastat, takze n musi byt delitelné 3.

V nasej pociatocnej tretine mame teraz presne %2 ¢asti. KedZe pocet servitok s je rovnaky v celom trojuholniku
tak aj v jednej tretine, takze k | %2

Naopak ak su splnené podmienky 3 deli n, n,k > 1 a k deli %2 tak vieme trojuholnik zafarbit tak, aby vyzeral
rovnako po kazdej rotacii. Spravime to tak, ze pociato¢nu tretinu zafarbime lubovolne tak, ze v nej bude rovnako
vela policok z kazdej farby a zvy$né dve tretiny zafarbime prislusne podla rotacii prvej tretiny. Teda takéto troj-
uholniky vieme vytvorit pre také usporiadané dvojice (1, k), kde plati, ze 3 | n, n,k > 1 a k| ”?2 Priklady: (3,3),
(6,3),(6,4), (6,6), (6,12). To sa dé arovne zapisat ako nizsie uvedend mnozina, no nelakajte sa jej, je to len iny
zapis.

2
{(n,k); nkeN,3|n nk>1, k| %}

2.7 Kartou, MozZno Sekom opravovali JoZo a Kristina
Zadanie. Misovia Sa chystajii platit, no potrebujii Sa dohodniit, ¢i budii platit vsetci Spolu alebo kazdy sam. Kym
diskutujii na tito tému, Servirka md cas zistit, kolko zaplatia.
Nech V =9999. Dokdzte, ze’

1

2 (i) (a1

RieSenie

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMat Sen.

*Symbol 3 oznacuje $umu, ak $te $a § nim este nestretli, neztfajte a precitajte $i viac na Wikipédii.
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Ked mame v tlohe zadany nejaky vyraz, tak sa oplati skusit ho nejako zjednodusit. Jednou z typickych tprav
vyrazov je odstranenie odmocnin z menovatela. Ked mdme v menovateli vyraz \/a + /b, tak roziirenim zlomku

hodnotou v/a—/b dostaneme (\/a+/b)(\/a—-/b) = a—b. Vyuzili sme pritom vzorec A2~ B? = (A+B)-(A-B).
Vyraz zo sumy preto mozeme rozsirit (zjavne nenulovou) hodnotou v/n + 1 — \/n:

1 Vn+ —\/ﬁ: Vn+l-y/n _ Vn+ -/n
(Vn+vn+1)(Wn+Vn+1) Vn+l-yn (n+1-n)(Vn+/n+1) (é/ﬁ+\4/n+1)'

Dostaneme vyraz, v ktorého (itateli znova mozeme pouzit vzorec A2 — B> = (A + B)(A - B):

G ) )
(Vn+/n+1) (Vn+/n+1) (Wn+/n+1)

Dostali sme zjednodus$eny vyraz, ktory uz lepsie upravit nevieme. Dosadme tento vyraz naspit do rovnosti zo
zadania:

i(é/nT—%)ﬂ.

n=1

n=1 n=1

hodnoty 2 az 10000. Po dosadeni ¢isel by rovnost vyzerala takto:

Vieme, ze ak vsume Y, </n bude n nadobtidat hodnoty 1 az 9999, tak vsume Y., v/# + 1 bude n+1 nadobudat

V2-V1+V3 -2+ V4=3+...+ V9999 — v/9998 + v/10000 — v/9999 = 9.

MobzZeme si vSimnut, Ze vac¢sina odmocnin sa najskor pricita a v dalSom kroku sa od¢ita.* Ked sa takto vsetky
navzdjom odcitaju, zostane ndm:

—/1 + /10000 = 9.

Odmocnenim dostavame —1 + 10 = 9, a teda 9 = 9. Dokazali sme, Ze plati rovnost zo zadania.

2.8 Kesom Miso Sibrinkuje opravovala Viki

Zadanie. Ked uz Servirka $citala vsetky polozky dokopy, Misom nezostalo nic¢ iné, ako zaplatit vietci spolu. Ktory
Miso vsak bude platit?

Predsa lichobeznik MISO, v ktorom MI || SO a | <SIM| < |<IMO| < 90°. Nech R je priesecnik jeho uhlopriecok MS
a 10 a A je priesecnik kruznice opisanej trojuholniku RIM $o stranou IS. Priamka OA pretina priamku MI v bode

L a priamka MA pretina priamku OS v bode N. Dokdzte, Ze NR je dotyénicou kruZnice opisanej trojuholniku RIM
prave vtedy, ked je MR dotycnicou kruZnice opisanej trojuholniku MAL.

“Suma takéhoto typu sa nazyva aj teleskopickd.
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RieSenie

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMat Sen.

V zadani ste si mohli v§imnut netradi¢nt poziadavku - dokazat, ze nieco plati prave vtedy, ked plati nieco iné. Ide o
vyrok, ktorému sa hovori ekvivalencia, to znamena Ze z prvej znalosti vyplyva druha a z druhej prva. Ekvivalenciu
zo zadania dokdzeme dokdzanim implikacie oboma smermi, alebo po slovensky, v skuto¢nosti musime riesit dve
ulohy - jednu, v ktorej mame zadané, ze MR je doty¢nicou kruznice nad trojuholnikom MAL a potrebujeme
dokazat dotykovost NR ku kruznici nad MRAI - a druht, v ktorej mame zadané Ze NR je doty¢nicou kruznice
nad MRAI a potrebujeme dokazat dotykovost MR ku kruznici nad MAL. Az ked budeme mat dokdzané obe ulohy,
budeme vediet povedat, ze musia platit naraz.

Pri ulohe nam opat budu stacit len znalosti o tetivovych stvoruholnikoch a tsekovom uhle.

Zac¢nime castou pre obe tlohy rovnakou - $tvoruholnikom ORAN. Z rovnobeziek ON a ML a striedavosti uhlov
vieme, Ze | <IMA| = | < ANO|. Z vety o obvodovych uhloch v uz zndmom tetivovom §tvoruholniku MRAI vieme,
ze |<IMA| = |<IRA| (= |<ANO| ). Uhol ORA dopocitame ako 180° — | < IRA| = 180° — | < ANO)|. Teraz sa pozrime
na sucet protilahlych vnatornych uhlov v ORANovi, teda | < ANO| + |< ORA| = | < ANO| + 180° — | < ANO| = 180°,
teda ORAN je tetivovy.

Podme sa najskor pozriet na prvy pripad — chceme dokazat, ze NR je doty¢nicou kruznici nad MRAI Vieme, Ze
MR je doty¢nicou ku kruznici nad MAL, uhol RMA teda bude tsekovym k obvodovému MLA, ¢ize | < RMA| =
|<MLA| = a. Z rovnobeznosti ON a ML vidime, ze uhly MLA a AON su striedavé, ¢ize |< MLA| = |<AON| = a.
Uz vieme, ze ORAN je tetivovy, teda uhol NRA je obvodovy uhol k uhlu AON, ¢ize |< AON| = | <« NRA| = a. KedZe
| <RMA| = a je obvodovym uhlom nad tetivou RA v $tvoruholniku MRAI, a kedze | < RMA| = |[< NRA| = «, uhol
NRA je tsekovym uhlom k tomuto obvodovému, a teda NR je doty¢nicou kruznice nad MRAI

Podme na to teraz druhou stranou, vieme ze NR je doty¢nicou kruznice nad MRAI a chceme dokazat, Zze MR je
doty¢nicou kruznici nad MAL. Obdobne, vyuZijeme striedavost uhlov AON a MLA, |<AON| = |<MLA| = 8.
V tetivovom $tvoruholniku ORAN je uhol NRA obvodovy k uhlu AON, |<NRA| = |[<AON| = B. KedZze NR je
doty¢nicou ku kruznici nad MRAI, uhol NRA je tsekovy k tetive RA, teda obvodovy | < RMA| = |<NRA| = B.
KedZze | < MLA| = | < RMA| = f3, uhol RMA musi byt usekovy, teda MR je doty¢nicou kruznice nad MAL.
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Oboma ddkazmi sme teda dokdazali ekvivalenciu zo zadania.

2.9 KruzilaSom Mifiame Samorin opravoval M&M

Zadanie. Misovia idui cestovat kruzilasom, no potrebujii Sa dohodniit na poradi, v ktorom nastipia. St sice ocislovani
celymi ¢islami 1, 2, ..., n, ale to je prilis trapne poradie, tak $i chcii prejst rézne moznosti. Kolkymi $pésobmi ich
mozeme zoradit do radu tak, aby pre kazdé celé cislo k (kde 1 < k < n) platilo, Ze ¢isla prvych k Misov davaju po
deleni ¢islom k navzdjom rézne zvysky?

RieSenie

Uvazovat zvysky po deleni vSetkymi ¢islami 1 < k < n—1 je trochu vela moznosti ¢o naraz uvazovat. Preto sa oplati
uvazovat zvysky po deleni takym ¢islom, aby tych zvyskov bolo mdlo. Takym delitelom je napriklad k = n — 1.
Zvys$ok 1 po deleni k = n — 1 nadobuda iba 1 a n a kazdé dalsie z ¢isel 2,3, ...n — 1 nadobuda iny zvysSok. Preto je
bud 1, alebo 7 na poslednom mieste, pretoze nemdzu byt obe v prvej (n — 1)-tici. Pocet takych n-tic, kde # je na
poslednom mieste, je vlastne tloha pre n — 1, a je ich tolko, kolko je takych (n - 1)-tic. A pocet moznosti, kde je 1
na konci, je zatial neznamy. Avsak moézeme tusit, Ze po deleni n — 2 budu potom zase prave dve ¢isla s rovnakym
zvySkom a jedno z nich bude musiet byt na predposlednom mieste. Pre predposledné miesto mame teda moznosti
(...2,1),(...,n,1),(...,1,n),(...,n — 1,n). Tieto pozorovania ndm napovedaju, Ze by sa mohlo jednat o dokaz
indukciou a vysledok by mohol byt 2"-1. Podme to teda dokdzat indukciou.

Budeme matematickou indukciou zhora dokazovat tvrdenie, Ze od konca budeme mat postupnost ¢isel, kde kazdé
dalsie ¢islo je bud najvdcsie nepouzité, alebo najmensie nepouzité ¢islo. Pricom na vybere nebude zélezat a teda
budu vzdy dve moznosti na k-tu poziciu.

Pre posledné miesto uz vieme, Ze mame dve moznosti 1 a n.

Nech od konca médme postupnost ¢isel, ktord splita predpoklad indukcie, kde pouZijeme ¢isla 1,2,...,man —s +
1,n—s+2,...,n. Potom nepouzité ¢islasam + 1,m+2,...,n —sajeich n—m—s. Tieto ¢isla st po sebe iduce
Cisla, a teda po deleni n — m — s — 1 maju ¢isla m + 1 a n — s rovnakeé zvysky. Ostatné ¢isla musia mat rozne zvysky.
Preto na (m + s + 1)-tom mieste od konca ((n — m — s)-tom mieste) musi byt préve jedno z tychto dvoch &isel.
Preto mame dve moZnosti na (m + s + 1)-té ¢islo od konca a zdroven sme pouzili bud najvicsie, alebo najmensie
nepouzité cislo.

Tato indukcia pokracuje, az kym nezostane posledné ¢islo, a to na prvom mieste, budeme mat iba jednu moznost.
Preto je pocet moznosti MiSov 271,

Eéte musime overif, Ze kazdé takato postupnost naozaj splia podmienky zo zadania. LenZe pri konstrukcii sme
uvazovali vSetky k od n — 1 po 2, a teda takto skonstruovana postupnost ozaj splita podmienku zo zadania.

2.10 Koniec Misovho Suslania opravoval Milo§

Zadanie. Cestou okolo Samorina $a ochladilo, a tak $ii oknd zahmlené. Miso $i teda na okno pritom napisal kladné
celé ¢islo n. V jednom kroku $i Miso zvoli lubovolné ¢islo a na okne, zmaze ho a dopise vsetkych jeho delitelov okrem
¢isla a. Na okne $a mozZe vyskytnut rovnaké ¢islo aj viackrdt. Ndjdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré vie Miso po
nejakom pocte krokov dostat na okne aspon n? (nie nutne réznych) cisel.
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RieSenie

Mozeme si vSimnut, ze nakolko kazdé prirodzené ¢islo n (okrem 1) ma aspon jedného delitela mensieho ako n,
nahradenim #n na okne za jeho delitele pocet ¢isel na okne nikdy nezmensime. Zmazanim 1 na okne by sme
o jedno ¢islo prisli, preto sa to pri hladani maximalneho poctu neoplati. Taktiez si mézeme premysliet, Ze nam
nezélezi na poradi, v ktorom ¢isla na okne mazeme. KedZe na okne sa ¢isla mdzu opakovat, mazanie a dopisovanie
delitelov dvoch ¢isel sa nijak neovplyviiuje. Ako stratégiu pri hladani maximalneho poctu ¢isel na okne pre urcité
zaciato¢né n si mozeme teda urcit to, Ze pokial ¢islo na okne nie je 1, zmazeme ho a napi$eme na okno jeho delitele.
Tento krok budeme opakovat, az pokym na okne nezostanu iba jednotky.

Ozna¢me f(n) maximalny pocet ¢isel na okne, ktory mozeme dostat, ak za¢iname s ¢islom n. Zo stratégie, ktoru
sme vytvorili, si méZeme odvodit rekurzivny vzorec

fin) =Y f(d), (1)

deD
kde D je mnozina delitelov ¢isla #, ktoré si mensie ako n. Nasim cielom je ndjst vSetky ¢isla, pre ktoré plati f(n) > n.

Ak je na okne ¢islo 1, hned na zac¢iatku mame na okne 12 ¢isel. Zmazanim jednotky by sme na okne nedostali
ziadne ¢islo, a zdroven by sme nemohli spravit Ziadny dalsi krok. Je teda zjavné, Ze f(1) = 1. Dostdvame, Ze pre
n =1 plati f(n) > n.

Podme dokazat, Ze Ziadne iné také n neexistuje, resp. Ze f(n) < n? pre véetky n > 1. VyuZijeme na to silnt
matematicku indukciu °. Ako zaklad pouzijeme, Ze ak je na okne prvocislo p, vieme ho nahradit iba ¢islom 1, pre
ktoré uz vieme, Ze f(1) = 1. Z toho si vieme odvodit aj hodnotu pre f(p) = 1 < p?. Indukénym predpokladom
bude, ze f(k) < k? plati pre vSetky Cisla k také, Ze 1 < k < n. Chceme dokazat, ze f(n) < n2.

Na okne majme zlozené ¢islo n. Aby sme sa niekam pohli, musime nahradit prave toto ¢islo jeho delitelmi (okrem
n). Ozna¢me mnozinu delitelov ¢&isla n ako D := {d},d,, ..., d;}. KedZe n je zlozené, vieme povedat, Ze md aspon
3 delitele, teda i > 3. Vsetky tieto delitele vSak vieme zapisat aj ako

Mnozina D sa tymto zapisom nezmeni, a teda
non n
D={—,— ...
{d1 d, d,}

Pre nds su vSak zaujimavé len delitele mensie ako n. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme povedat, ze d; = 1.
Mnozinu delitefov mensich ako 7 si ozna¢me D":

n n n
D =3— — ...,—
{dl d; di—l}

>Co to sa o silnej matematickej indukcii viete dozvediet na anglickej Wikipédii.
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Pre delitel 1 vieme povedat, ze f(1) = 1. Volba d; = 1 ndm uréuje d, = n, teda n/d; = 1 a f(n/d,) = 1. KedZe vietky
ostatné delitele su viacsie ako 1 a mensie ako #, z indukéného predpokladu pre ne plati

n n?
— —, 2<j<i-1.
f(dj)<df J=!

Scitanim tychto nerovnosti pre vsetky j dostavame

()5

j=2

Treba podotknut, ze kedZe i > 3, bude mat tato suma vzdy aspon jeden ¢len. Pouzitim rekurzivneho vzorca (1),
hodnoty f(n/d;) = 1 a predo$lej sumy vieme vyjadrit horny odhad pre f(n):

) 1+iif(n)<1+iin2 1+ ziil il (2)
= — —=1+n 1.
= \d =2 de =2 dj =2 d

V tomto bode ndm uz stac¢i dokdazat, ze

7

fin) = Zf (g

<1. (3)

Je zndme®, Ze

Ked si porovname tto sumu so sumou v nasej nerovnosti (3), mézeme si vS§imnut, Ze [ava strana nerovnosti
pozostava z konecne vela ¢lenov tejto sumy (a Ziadny ¢len sa neopakuje). Dalej si mézeme vimnuit, 7e pri Ziadnych
z tychto ¢lenov nie je menovatel v zlomku rovny 1 (to vysvetluje, preco sme v predoslom kroku od¢itali 1). Vieme
teda povedat, ze

1 i—ll 0o 2
— 4+ —<§ =——1<1
2
n* 5 d;

¢o je to, ¢o sme potrebovali dokazat. Dosadenim tejto hodnoty naspit do (2) dostdvame f(n) < n? pre n > 1, ¢im
je dokaz ukonceny. Jedinym ¢islom, pre ktoré vie Miso po nejakom pocte krokov dostat na okne aspon n? (nie
nutne réznych) cisel, je 1.

%Viac sa o tomto tvrdeni do&itate tu.
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