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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Krtko Ma Stve (x < 1)

Zadanie. Matko nasiel na svojej zdhradke kopky hliny, a preto si zacal mysliet, Ze mu tam behd krtko. Ihned zacal
premeriavat svoju trojuholnikovii zdhradku a zistovat, kolko tunelov musel krtko vykopat.

Uvazujme pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Vpisme dori Stvorec tak, aby jedna jeho strana
lezala na prepone trojuholnika ABC. Jeho vrcholy leZiace na strandch BC a CA oznacme postupne E a F. Nech tisecka
CE je dlhd 36 cm a tisecka CF je dlhd 48 cm. Vypocitajte dizku strany AB.

Riesenie. opravuje Teri (tereza.skublova@trojsten.sk)

Na obrazku mdzeme vidiet situaciu zo zadania — pravouhly trojuholnik a v nom vpisany §tvorec s jednou stranou
leziacou na prepone AB.

48 36

Ako prvé si mozeme vSimnut rovnobeznost useciek AB a FE, ktord vyplyva z rovnobeznosti protilahlych stran
v $tvorci. Tato rovnobeZznost je velmi podstatnd, lebo obsahuje klu¢ k rieseniu nasej tlohy. Hovori nam totiz o
podobnosti dvoch trojuholnikov — podobnosti trojuholnika ABC s trojuholnikom FEC. Tieto dva trojuholniky su
podobné kvoli zhodnosti zodpovedajucich si uhlov. Uhol ACB (FCE) maju spolo¢ny. Uhol CFE v trojuholniku
FEC ma zhodnu velkost ako uhol CAB v trojuholniku ABC, lebo ich ramena FC a AC lezia na jednej priamke a ich
ramena FE a AB st rovnobezné, a preto tieto dva uhly st stthlasné a maji rovnaku velkost. Podobnt tivahu vieme
spravit aj pre dvojicu uhlov CEF a CBA. Ich ramena EC a BC lezia na jednej priamke a ich ramenda EF a BA su
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rovnobezné, takze sa opidt jedna o sthlasné uhly, vdaka comu uhly CEF a CBA maju zhodnu velkost. Dostdvame
tak zhodnost v troch zodpovedajucich si dvojiciach uhlov, a teda tieto dva trojuholniky si podobné .

Vieme teda, Ze trojuholniky ABC a FEC su podobné. To nim d4va nastroj na vypocet dlzky prepony AB. Kvoli
podobnosti trojuholnikov st totiz pomery medzi dlzkami zodpovedajtcich si stran rovnako velké. Takze nidm
staci zistit dlzku strany FE v trojuholniku FEC a dlzky vy$ok v obidvoch trojuholnikoch.

Trojuholnik FEC je pravouhly; a preto vieme vyuzit Pytagorovu vetu na vypocet dlzky jeho prepony FE.
|FE* = |CF|* +|CEP,
= 48% + 367,
=122 (4% +3%),
=125,

|FE| = 60.

Obsah pravouhlych trojuholnikov vieme vypocitat viacerymi spdsobmi. Ked takto vypocitame obsah dvomi sp6-
sobmi, tak musime dostat rovnaky vysledok. Preto

|FE|-x |CF|-|CE]

2 2
_ |CF| - |CE|
R
48 - 36
X=—-,
60
144
X=—.
5

'Uplne by stacila len zhodnost v dvoch dvojiciach zodpovedajtcich si uhlov, aby boli dané dva trojuholniky podobné, kedze treti uhol
v trojuholniku je jasne uréeny z velkosti zvy$nych dvoch uhlov. Avsak pre precvicenie si hladania sthlasnych uhlov, ktoré maji zhodnu
velkost, sme uviedli aj zhodnost medzi tretou dvojicou zodpovedajucich si uhlov.
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Teraz vieme dopocitat aj vysku v trojuholniku ABC, ktord je zjavne o 60 dlhsia ako vyska v trojuholniku FEC, lebo
|PR| je rovnaka ako dl7ka strany vpisaného $tvorca, ¢o je |FE|. Tym padom uz vieme ur¢it dizku prepony AB.

|AB| _ |CR|
|FE|  |CP|’
CR| - |FE
4| ICRL1FEL
|CP|
(122 4 60) - 60
P&B|= ——i——iz;————U
5
|AB| = 185.

3.2 Kus Matkovej Sustavy (x < 2)

Zadanie. V jednej kopke hliny nasiel Matko stary roztrhnuty kus papiera, na ktorom bola napisand siistava rovnic.
Matko ju rychlo isiel ukdzat svojim kamardtom, ale ti mu tvrdili, Ze urcite nemd Ziadne riesenie.

Ukdzte, Ze Matkovi len tlacia kalerdby do hlavy a ndjdite vsetky dvojice redlnych Cisel x, y, ktoré zdroveri spliaji
4y — x* =2y +x,

x* = 2xy+2y—x=0.

RieSenie. opravuju David (david.belobrad@trojsten.sk) a Baska (barbora.javorova@trojsten.sk)

K tejto tilohe pontikame 2 vzorové riesenia. Zacnime prvym z nich:

Ked Mame Sustavu zo zadania, tak si moZeme v§imnuat moznost upravy prvej rovnice do nasledujucej podoby:
4 —x*=(2y-x)-(2y+x) =2y +x.

Vsimnime si, Ze obe strany mozno vydelit vyrazom 2y + x. Avsak najprv treba oSetrit situaciu, kedy 2y + x = 0,
kedzZe nulou delit nemozno. Za tohto predpokladu bude zaroven prva rovnica urcite splnena, pretoze obe strany
budu nulové. Danu situaciu mozno prepisat do tvaru x = -2y a dosadit do druhej rovnice:

X =2xy+2y—x=(-2y)* =2y (-2y) + 2y~ (-2y) =
=4y* +4y* + 2y +2y =8y  +4y=4y-(2y+ 1) = 0.

Z tejto rovnice vidno, Ze vyhovujiice hodnoty y si —1 a 0. Ak y = -3, tak potom x = 1. Ak y = 0, tak x = 0. Teraz,
ked sme oSetrili delenie 0, tak mézeme rovnicu (2y — x) - (2y + x) = 2y + x vydelit vyrazom 2y + x a dostaneme
2y — x = 1, z ¢oho po tprave dostaneme x = 2y — 1 a mdzeme opiatovne dosadit do druhej rovnice:

X =2xy+2y-x=2y-1)*-2y-(2y-1)+2y-(2y-1) =

=4y’ —4y+1-4 +2y+2y-2y+1=-2y+2=2-(1-y) =0.
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Odetialto vidno, Ze y = 1, a teda x = 1. KedZe sme robili len ekvivalentné upravy, tak skuska spravnosti nie je
potrebna, a teda sme ukazali, Ze Matkovi skuto¢ne len kamarati tlacia kaleraby do hlavy a nasli sme vsetky 3
rieSenia sustavy vysSie.

2. riesenie
Ked Mame Sustavu zo zadania, tak si moéZeme v§imnuat moznost upravy druhej rovnice do nasledujtcej podoby:
2y—x=2xy—-x*=x-(2y—x).

Vsimnime si, Ze obe strany mozno vydelit vyrazom 2y — x. Avsak najprv treba oSetrit situaciu, kedy 2y — x = 0,
kedZze nulou delit nemozno. Dant situdciu mozno prepisat do tvaru x = 2y a dosadit do prvej rovnice:

4" — (29)* =4y -4 =0 =2y + 2y = 4y.

Z tejto rovnice vidno, ze vyhovuje y = 0. Ak y = 0, tak potom x = 0. Teraz, ked sme osetrili delenie 0, tak m6Zeme
rovnicu 2y—x = x- (2y—x) vydelit vyrazom 2y - x a dostaneme x = 1 a mdZeme opitovne dosadit do prvej rovnice:

4" —1=2y+1,
4y* -2y -2 =0,
2y —y-1=0,

2-(y+%)-(y—l)=0.

Odtialto vidno, Ze y = 1 alebo y = —3. KedZze sme robili len ekvivalentné tpravy, tak skuska spravnosti nie je
potrebnd, a teda sme ukazali, Ze Matkovi skuto¢ne len kamarati tlacia kalerdby do hlavy a nasli sme vsetky 3
rieSenia sustavy vyssie.

3.3 Ké$ Mojho Stastia (« < 3)

Zadanie. Po objaveni papiera so stistavou sa Matko snaZil v jamdch na zdhrade ndjst aj poklad, ale netispesne.
Povedal si, Ze aspori skuisi $tastie v lotérii Kos Mojho Stastia.

Lotéria Kos Mojho Stastia funguje tak, Ze je v kosi desat lopticiek, pricom kazdd z nich md rovnomerne napisané
&isla od 1 do 10 vrdtane. Sarmantnd asistentka poriadne zamiesa koSom, ktory ndsledne polozi na zem. Lopticky
sa usadia do jamiek a na kazdej padne nejaké cislo (kazdé s rovnakou pravdepodobnostou). Pocas posledného kola
lotérie KMS sa ale stalo, Ze na prvii lopticku padol prach a nebolo na fiu vidno. Sarmantnd asistentka ale povedala, Ze
¢islo na prvej lopticke bolo (ostro) mensie ako prave Sest zo zvysnych deviatich lopticiek. Iba z tejto informdcie (teda
za predpokladu, ze neviete, co padlo na zvysnych loptickdch), aké ¢islo ma najvicsiu pravdepodobnost, Ze padlo na
prvej lopticke?

Rie$enie. opravuju Lucy (lucia.tothova@trojsten.sk) a Simi (simona.pecserke@trojsten.sk)

2Vimnite si, Ze jemne iny postup vyrieSenia tejto rovnice by bol presuntit véetky ¢leny na jednu stranu a rozloZit na sicin zétvoriek
(2y = x)(x— 1) = 0, kde jedna zo zétvoriek musi byt 0. Ide sice o mierne int myslienku, ale uvidime, Ze vedie k rozobratiu presne tych
istych pripadov ako delenie oboch stran rovnice nenulovym vyrazom. Zamyslite sa nad touto stvislostou.
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Ked sa zamyslime nad ulohou, po tom, ¢o sa vyplasime zo slova pravdepodobnost a mnozstva moznosti, ktoré ndm
prebehnu pred ocami, nam isto napadne, Ze budeme potrebovat porovnat pravdepodobnosti pre véetky mozné
¢isla, ktoré nam mozu padnit na prvej lopticke. Aby sme sa neupocitali k smrti, budeme hladat vseobecny vzorec,
do ktorého len dané ¢isla nakoniec dosadime.

Oznaéme si teda ¢islo, ktoré ndm padne na prvej lopticke k. Zo zadania vieme, Ze vietky ¢isla k € {1,10} padaju s
rovnakou pravdepodobnostou.

Teda pravdepodobnost, ze ndm na prvej lopticke padlo k je 7. Potom pravdepodobnost, Ze na lopticke padne

¢islo vacsie ako k je %gk a pravdepodobnost, Ze na lopticke padlo ¢islo mensie alebo rovné k je %. (KedZze prav-

depodobnost pocitam ako pocet vhodnych moznosti deleno pocet vSetkych moznosti.)

Taktiez potrebujeme pocitat s tym, ze lopticky mozu byt rdzne usporiadané a nechceme eliminovat moznosti,
ktoré maju iba rézne poradie. Teda pocet roznych usporiadani je (2), pretoze mam devat miest, na ktoré chcem
umiestnit $est loptic¢iek s ¢islom va¢sim ako k. Na zvy$né tri miesta budi umiestnené lopti¢ky s ¢islom mensim
alebo rovnym k. (Pozn.: (9) = (9)).

6 3

Tieto pravdepodobnosti st nezavislé, a teda ich mézem nasobit. Cize pravdepodobnost, Ze prvé &islo je k a dosta-
nem Sest ¢isel vacsich ako k, a tri ¢isla mensie alebo rovné k, je

5 (0 () (o)
10 \6 10 10
Kedze k moze mat desat roznych hodnot, asi najjednoduchsi sposob, ako zistit, ktora z nich ma najvicésiu prav-

depodobnost, je vypocitat kazdu zvlast. S pouzitim tohto vzorca teda zistime, Ze najvacsiu pravdepodobnost ma
hodnota k = 3, a to priblizne 0,0267. °

3.4 Kuzele Ma Smadia (x < 5)
Zadanie.

Matko tiplne vysmddol a zmocnila sa ho ohromnd tiizba napit sa. Zobral svoje nddoby a posnazil sa nabrat do nich
o najviac vodicky. Matkove nadoby viak maji velmi neobvykly tvar, takZe to nebolo vobec jednoduché.

Mdme dva kuzele s polomerom podstavy 3 a vyskou 8. Ich osi symetrie zvierajii pravy uhol a pretinajii sa v bode,
ktory lezi vniitri oboch kuzelov vo vzdialenosti 3 od zdkladne kazdého kuzelu. Gula s polomerom r leZi vnuitri oboch
kuzelov. Ndjdite najvicsiu moznii hodnotu r.

Rie$enie. opravuju Palko (pavol.simkovic@trojsten.sk) a Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

V zadani na nas ¢akala trojrozmerna dvojhlava chmara. My sa jej vSak nezlakneme. MoZeme si rychlo v§imnut,
ze vela jej Casti je rotacne sumernych, ¢o s vyhodou vyuzijeme v nas$ prospech. S trojrozmernymi chmarami sa
zapasi vcelku tazko, tak by sme ju radi dostali na papier. Pamitajtc na jej simernosti si zvolme rovinu, v ktorej
sa nachadzaju obe osi sumernosti kuzelov, a porazme chmaru v nej. Takze sa nam kuzele zmenili na trojuholniky,
ktorych podstavy st na seba kolmé a zdielaju jediny bod (lebo osi simernosti kuzelov boli na seba kolmé a ich

3Pokial sa chcete dozvediet viac o kombinatorike, pravdepodobnosti a o tom, ako s nimi pocitat, skiiste sa pozriet napriklad na
https://prase.cz/library/PravdepodobnostAStatistikaPS/PravdepodobnostAStatistikaPS.pdf
https://prase.cz/library/PocitaniVKombinatoriceAPravdepodobnostiSS/PocitaniVKombinatoriceAPravdepodobnostiSsS.pdf
https://prase.cz/library/library.php?categ=3&supcats=
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priese¢nik bol vzdialeny od podstav 3, ¢o je aj polomer podstavy). Ozna¢me ho A. Teraz sa moZeme pustit do
poriadneho boja.

Najvicsia kruznica bude mat stred na priesecniku osi

Najprv najvacsia kruznica, ktora sa da vpisat chmare do brucha (oblasti, ktora patri obom jej kuzelom) ma stred
v priese¢niku osi simernosti E, ¢o si ukdZzeme nizsie.

C
)

[

G
Q S E
F
-
P B

Ked chmaére zmeriame brucho, zistime, Ze to je deltoid® (AFGH). Je to pekne vidiet zo simernosti podla osi
AG, vdaka tomu |AF| = |AH| a |FG| = |HG|. Deltoidu vieme vpisat prave jednu kruznicu, lebo je doty¢nicovy
(|AF|+|GH]| = |AH| + |FG|, kazdy $tvoruholnik, ktorého sty protilahlych stran su rovnaké, je doty¢nicovy, skiste
si to sami rozmysliet).

Zacnime s jednoduch$ou situaciou — budeme sa tvérit, Ze nemame stranu GH. Ostal ndm trojuholnik AFC, pre
ktory chceme najst najvacsiu kruznicu, ktord sa do neho zmesti. Je zname, Ze pre trojuholnik to je kruznica vpisana.
Ked' méme vpisant kruznicu, vratme spat stranu GH. Dostali sme deltoid, ktory je mensi ako pévodny trojuholnik,
teda nebude sa mu dat vpisat vacsia kruznica. Nakoniec ak sa kruznica uz dotyka troch stran deltoidu, (AF, FG,
AH), tak jej stred lezi na osiach uhlov AFG a FAH. Na nich lezi aj stred kruznice deltoidu vpisanej. Obe kruznice
maju teda rovnaky stred a zaroven sa dotykaju rovnakej strany AH, tak to uz nemoéze dopadnut inak, ako Ze buda
zhodné.

Teraz uz lahko nahliadneme, Ze vdaka tomu, Ze nasa kruznica sa dotyka tsecky GF, tak sa dotyka aj tsecky BC a
vdaka tomu, Ze sa dotyka usecky AH, tak sa bude primykat aj k tsecke AC. Vzdialenost stredu od oboch priamok
je vdaka tomu rovnaka a stred bude na osi uhla ACB. Analogicky pre uhol DEA. Yes, tak sme sa chmare konec¢ne
dostali pod kozu.

4h‘ctps ://sk.wikipedia.org/wiki/Deltoid
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To uz sa dako ubije

Ked teraz vieme, Ze vpisujeme kruznicu do prieniku rovhoramennych trojuholnikov, a este k tomu, Ze jej stred
je v priese¢niku ich osi sumernosti, sta¢i nam chmaru nejak doratat do uspe$ného konca. Existuje na to viacero
sposobov, tu si ukazeme vypocet cez podobnost trojuholnikov a Pytagorovu vetu (¢o je, technicky vzaté, tiez len
podobnost trojuholnikov).

Oznac¢me si trojuholniky a kruznicu tak ako na obrazku, T je bod dotyku kruznice so stranou AE a S je stred kruz-
nice. Priamka QE je os sumernosti trojuholnika ADE, a teda je kolma na stranu AD. Pozrime sa na trojuholniky
AEQ a SET. Maju spolo¢ny uhol pri vrchole E a tiez kazdy ma jeden pravy uhol - vacsi trojuholnik ho ma pri
vrchole Q a mensi pri vrchole T (to je bod dotyku kruznice s AE, a teda AE je kolma na polomer ST). Na zaklade
toho vieme povedat, Ze su podobné. Teraz vyuzijeme zname vzdialenosti a doratame z nich polomer kruznice.
Zo zadania vieme, Ze

[AQ| = |QS| =3,
|QE| =8,

ISE| = |QE| - |QS| = 8- 3 = 5.

Teraz nam staci si vybrat spravne rovnosti z tych, ktoré ndm ponuka podobnost trojuholnikov. Zvolme napriklad

ST _ |AQ|

SE| ~ |AE|’
Odkial mézeme vyjadrit polomer kruznice ST ako

A
r=|ST| = |SE| - 149
|AE]
a mame hotovo. ...ojha! Chyba nam velkost strany AE. T ale vieme velmi lahko zratat, kedZe trojuholnik AQE je
pravouhly a pozname jeho obe odvesny. Mame teda

|AE| = /32 + 82 = \/73.

Dosadime do vztahu pre r a mame vysledok

15

3
:5-—:—.
V73 /73

Nasli sme najvacsiu kruznicu, ktora sa zmesti do brucha dvojrozmernej chmary. Ako ndm to pomdze s chmarou
trojrozmernou? Rozto¢me jeden trojuholnik podla jeho osi. Dostali sme kuzel s gulou vnutri. Tato gula urcite
z neho nevytréa, pretoze v kazdom momente otacania kruznica z trojuholnika nevytf¢ala. V tomto kuzeli gula
nie je najvacsia moznd, je vSak najvicsia mozna spomedzi tych, ktoré sa zmestia do kuzela a rovnoramenného
trojuholnika, ktory sme e$te nezrotovali. Ostava nam este zistit, ¢i ndm nevytr¢a z druhého kuzela. Ajhla, ked
zrotujeme druhy kuzel okolo jeho osi, v kazdom momente sa bude gule dotykat, takze z nej nikde tr¢at nebude.
Dostali sme presne to, ¢o sme chceli — skrotili sme chmaru.

r
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3.5 Kopce Maju Stanice (x < 8)

Zadanie. Matkovi sa podarilo v Kosi Mojho Stastia vyhrat 2021 eur, a tak sa vybral na dovolenku do Vysokych Tatier.
Lenze vodicka taxika zablidila a zaviezla ho namiesto toho do pohoria Vysoké Taury. Matko si povzdychol a povedal
si, Ze ked'tu uz je, tak si aspor pocestuje lanovkami vo Vysokych Taurdch.

Vo Vyskoych Taurdch sa nachddza az n > 3 stanic, medzi ktorymi premdvaji lanovky, medzi kaZdou dvojicou stanic
vzdy najviac jedna (obojsmernd). Matko je velky cestovatel, no nie az tak moc. Preto chce navstivit len nejakii trojicu
navzdjom roznych stanic A, B, C, v tomto poradi. Zistil, Ze nech si trojicu A, B, C vyberie lubovolne, vie sa medzi
nimi presuniit lanovkami na najviac 2 prestupy. T. j. na ceste z A do B a z B do C vyuzije dohromady najviac 3
lanovky (nie nutne rozne; ak niektorii vyuzije 2-krdt, budeme to povaZovat za pouZitie dvoch lanoviek), bez ohladu
na to, ktoré stanice oznaci ako A, B, C. V zavislosti od n urcte najmensi mozny pocet lanoviek vo Vysokych Taurdch.

Riesenie. opravuju Danko (daniel.teplan@trojsten.sk) a Mi§o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Pozrime sa najprv na moznosti, ktoré mame. Lanovka moze byt medzi kazdou dvojicou stanic, teda z kazdej z n
stanic vychadza lanovka do vs$etkych »n — 1 ostatnych stanic. Avs$ak lanovka vychadzajica z A do B je ta istd, ako

lanovka z B do A, ¢o plati pre vsetky lanovky, a preto maximalny pocet lanoviek je @

Mohli by sme skusit na nejakom priklade postupne tieto lanovky pridavat, kym nebude splnena podmienka zo
zadania, no bude ich treba celkom vela. Urcite musime pospajat vSetky stanice, kedze Matko si na svoju cestu
moze vybrat ktortkolvek z nich, a nie len tak akymkolvek sposobom. Mdze sa nam stat, Ze pridame skoro vsetky,
ale nejaka stanica bude voci ostatnym ,,v nepriaznivej pozicii“. Skusme sa zamysliet, co by také nie¢o mohlo
znamenat. Problém nastane, ak na presun medzi nejakymi dvomi stanicami potrebujeme najmenej dva prestupy,
pretoze ak vyberieme tieto dve a este tretiu, dokopy pouzijeme 3 prestupy. Podobny problém nastane, ak z nejakej
stanice vieme ist do dvoch inych najmenej jednym prestupom. Ak si Matko vyberie tito stanicu ako strednu
zastavku medzi zvy$nymi dvomi, tiez bude potrebovat 3 prestupy.

Toto uz vyzera ako celkom obmedzujiica podmienka, lebo v podstate hovori, Ze z kazdej stanice sa nevieme priamo
dostat najviac do jednej inej. Zaroven sa v takomto pripade do nej urcite vieme dostat na 1 prestup, pretoze obe
tieto stanice su spojené priamo so vSetkymi ostatnymi stanicami. A to staci ako zaruka podmienky zo zadania,
kedZe nemoze nastat ani predosly problém.

Kolko najviac vieme teda lanoviek usetrit oproti maximu? Spomedzi vSetkych stanic mozeme bez ujmy na vse-
obecnosti vybrat dvojicu a nemat medzi nimi lanovku. Potom vieme, Ze z nich do ostatnych bude viest lanovka.
Zvy$né stanice su teda vSetky ekvivalentné a mdzeme vytvorit dal$iu dvojicu. Takto teda dosiahneme, Ze lanoviek
bude od maximalneho poc¢tu menej o tolko, kolko dvojic medzi stanicami vieme vytvorit. Vo Vysokych Taurach

n(n-1)

je teda najmenej =

|2 ] lanoviek.

3.6 Kubko, Matko na Salasi

Zadanie. Z dovolenky sa Matko vybral za svojim kamardtom bacom Kubkom. Kubko bol velmi sikovny - dokdzal
strihat ovce, podojit ich, zahnat ich do kosiara, ale s jednym problémom si Matko ani Kubko nevedeli rady. PomoZzte
im.

Nudjdite vietky kladné celé cisla a, b, c, pre ktoré plati

290420 = &,
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Rie$enie. opravuju Tomas S. (tomas.sasik@trojsten.sk) a Lucka (lucka.krajcoviechova@trojsten.sk)

Pri rieSeni tloh takéhoto typu ndm moze pomoct pozriet sa na zvysky po deleni nejakym ¢islom. V rovnici sa
nam vyskytuje tretia mocnina, pozrime sa teda, aké zvysky moze davat ¢* po deleni 7°:

0°=0 (mod7),
’=2°=4’=1 (mod?7),
3¥=5"=z6"=6 (mod 7).

v

Su to teda len tri zvysky, a to 0, 1, 6. Navyse 2 modze po deleni 7 davat len zvysky 2,4, 1, kedze pre a > 3 plati 3 | al,
a preto

2% = (23)%! =1 (mod 7).

Podobne aj 2% dava po deleni 7 zvy3ok 2,4 alebo 1. Potrebujeme teda néjst dve (nie nutne rézne) ¢isla z mnoziny
{1,2,4} tak, aby ich sucet daval po deleni 7 zvy$ok z mnoziny {0,1,6}. Jednoducho overime, Ze to splitaji len
dvojice (2,4),(4,2),(4,4), z ¢oho dostaneme, Ze (a, b) musi byt spomedzi (1,2),(2,1),(2,2). Avsak

ol 2 52 sl g
nie je tretia mocnina prirodzeného ¢isla, takze ostava len pripad a = b = 2 a vtedy plati
2% 422 =8=23,
takze tloha ma prave jedno riesenie, atymjea=b=c=2.
Iné riesenie

Ukézeme si eSte jedno rieSenie, ktoré vyuziva intt myslienku. BUNV® mo6zeme predpokladat a < b. Potom rovnicu
prepiSeme do tvaru

2a! . (1 + Zb!fa!) — C3.

Ak a < b, tak v zatvorke je neparne ¢islo a pred nou je mocnina dvojky, takze tieto dve ¢isla st nestudelitelné. Na
to, aby bol ich stcin tretou mocninou, tak musi kazdé z nich byt trefou mocninou prirodzeného ¢isla, takze

1+ 2b!—a! — d3
pre nejaké prirodzené d. Od¢itanim 1 z oboch stran a Gpravou na sucin dostaneme
P - P 1=(d-1) (B +d+1).

Cisla d a d? majt rovnakd paritu, takze d* + d je parne, ale potom d? + d + 1 je nepérne ¢&islo vicsie ako 1, ktoré
deli mocninu dvojky, ¢o je spor, takze iloha nema rieSenie, v ktorom a < b.

>Cislo 7 moZe vyzerat trochu ndhodne, no vybrali sme si ho preto, lebo tretie mocniny maja pekné zvysky po deleni 7. Podobne sa
¢asto pouziva, ze druhé mocniny majii pekné zvysky po deleni ¢islami 3 a 8, no aj iné ¢isla ndm mozu niekedy povedat o nasej tlohe
nieco viac.

®bez ujmy na vseobecnosti
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Ostdava nam uz teda iba pripad a = b, kedy

2-2% = ¢,

Lize 21+ m4 byt trefou mocninou, ¢o sa stane prave vtedy, ked 1 + a! je delitelné tromi, a to je prave pre a = 2.
Lava strana rovnice v zadani ma vtedy hodnotu 8, ¢o je 2°, takze opit dostaneme jediné rieSenie a = b = ¢ = 2.

3.7 Kopu Minci Sastredim

Zadanie. Za odmenu sa Kubko pontiikol, Ze Matkovi navari polievku. Avsak na ndkup surovin sii potrebné peniaze,
preto najskor museli pozbierat vietky mince. A to nie len tak hocijakym spésobom.

Vrovine lezi n > 2 minci (ktoré povazujeme za body). V kazdom kroku moézeme vziat dvojicu minci, z ktorych jedna
lezi v bode A a druhd v bode B a obe ich preniest do stredu tisecky AB. Urcte, pre ktoré n sa dajii vSetky mince v
konecnom pocte krokov presuniit do jedného bodu bez ohladu na to, ako boli rozloZzené na zaciatku.

Riesenie. opravuju Andy (martin.andricik@gmail.com) a Noro Michel ()

Je dobré si vS§imnut jednoduchu vlastnost, ktoru ,strednutie” dvojice minci nezmeni. Je to poloha taziska dvojice
minci, a teda aj taziska celku. Nasleduje obkec, ktory tuto myslienku zapise.

Pre dvojicu minci M a N, ktoré maji v (kartézskych) osiach x a y stradnice [M,, M,], [N, N, ], mame dvojicu
suctov M, + N,; My + N,, ktord mozeme znacit skratene M + N (teda ide o nezavislé s¢itanie dvoch dvojic ¢isiel).
Prec¢o ma kazda dvojica minci (mincami myslime stradnice ich stredov, o je jedina relevantnd informacia o nich)
pred strednutim a po strednuti rovnaky siucet? To je preto, Ze stred M a N sa nachadza v priemere x-ovych, ako aj
y-ovych stiradnic M, N (ak neverite, je to lahké cvicenie na podobné trojuholniky), teda podla nasej konvecnie je
to M’ = N' = 28 takze su¢et M’ + N’ aj po strednuti ostane rovnaky. Skusme preto dobre definovat tazisko T,
ktoré by sa, intuitivne, tiez nemalo menit. Nech je to
My + M+ + M,

T )
n

kde M;, M,, ..., M,, znaci suradnice vSetkych n minci. No a kedZze sucet M; + M, + --- + M, je invariantny, pocet
minci tiez, tak aj T je invariantné. Tazisko T je v§ak na konci zaroven polohou kazdej mince v tomto momente.

Vsimnime si cestu jednej mince. Pri kazdom spojeni s inou mincou sa jej prispevok predeli dvomi. Tato minca
prispieva do polohy taziska 1-tinou svojej povodnej polohy a poloha taZiska je zéroven jej kone¢nd poloha. To
by mohlo zniet nadejne na zabranenie preusporiadania niektorych pozicii do jedného bodu, totiz v tejto chvili
vidime suvislost medzi tym, ako sa moze minca hybat, a tym, kde (v zavislosti na n) ma skoncit. Povedzme, ze
ak by bol prispevok jednej mince nejako unikatny (napriklad /2, alebo by to bola jedind minca s nenulovymi
suradnicami), tak by sa dalo Iahko povedat, aky prispevok mdze a musi tato minca mat na tazisko 7. Konstrukcii
je mnoho, ukazeme si jednu.

Konstrukcia pozicii, ktoré sa nedaji strednut do jedného bodu

Nech 7 — 1 minci ma obe suradnice 0, minca M, bude na mieste [0, 1]. Teda kazda M; musi skon¢it po kone¢nom

pocte krokov na pozicii T = 1. Mincu M; po strednuti, ktorého sa zucastnila, zna¢me M;. Dokdzeme, Ze ak je

kazda M, zapisatelna ako [0, g], kde p, g st nesudelitelné, g je mocnina dvojky (dalej uz budeme, ak dovolite, pisat

len £, lebo prva stiradnica je stéle 0), tak to isté plati aj pre M’. To na zaciatku plati, kedze vietky mince majt
q 1

celociselné suradnice.
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Nazacdiatku je M; = 0 = 55 prei < na M, = 1 = 5. Dalej pouzijeme indukciu. Nech sa M;, M; chystaju strednut.
M; = ;4,{, M; = ;. Potom

M;:MJ(ZE(EJFL)_M

2\ 2k DI 2k+1+1

V Citateli ma tento vyraz prirodzené ¢islo, v menovateli mocninu dvojky, vykratime prebytocné dvojky a je v
pozadovanom tvare.

A &o tazisko? To je 1/n, a kedze kazdd minca je vidy [0, £], x € N, ¢o chceme, aby bolo [0, 1], tak 7 je mocninou

dvojky, v opa¢nom pripade sa vSetky mince nedaju strednit do jedného bodu.

Strednutie pre vyhovujice »

Tym mame taz$iu Cast hotovi a ostava vymysliet algoritmus pre dostanie n = 2* minci do jedného bodu, t. j.
pripad, ked # je mocninou dvojky. Ak vieme skonstruovat sekvenciu strednuti pre fubovolnu konstelaciu n = 2~
minci, tak poparovanim (nejaké isto existuje) n = 2**! minci a naslednym interpretovanim kazdej dvojice minci v
jednom bode ako 1 mincu mame n = 2* minci, ¢im sme, spolu s trividlnym indukénym predpokladom pre n = 2,
hotovi.

3.8 Kila Matko Skusa

Zadanie. Ked boli mince vytiahnuté, isiel Matko do obchodu kipit kalerdb. Aby ho nebolo mdlo ani vela, vzal si so
sebou sadu zdvazi, ale nevedel nic o ich hmotnostiach. Rdd by ¢o najrychlejsie nasiel najlahsie a najtazsie z nich.

Matko ma 42 zavazi (s kladnymi redlnymi hmotnostami), z ktorych Ziadne dve nemajii rovnakii hmotnost. Ma aj
rovnoramenné vahy, na ktoré dokdze umiestnit na kazdu stranu jedno zdvaZie a vahy ukdZu, ktoré z nich je tazsie
(nie vsak o kolko). Rdd by zistil, ktoré z jeho zdvaZzi je najlahsie, a ktoré najtazsie. Urcte najmensie v také, Ze sa to
Matkovi podari na v vdazZeni bez ohladu na hmotnosti jednotlivych zavaZzi.

Riesenie. opravuje Jozo (jozef.rajnik@trojsten.sk)

Skdisme sa na zaliatok zamysliet nad jednoduchsou tlohou. Co ak by Matko chcel néjst len najtazsie zévazie?
Mozno ste sa s takouto ulohou stretli. Po nejakom ¢ase rozmyslania nie je narocné prist na to, Ze to Matko zvladne
na 41 vazeni. Napr. modze porovnavat vzdy doposial najtazsie zavazie. Dokazat, Ze na mensi pocet vazeni to nejde,
je o nie¢o naroc¢nejsie. Mozeme vyuzit, ze kazdé zavazie sa musi niekedy vazit. To ndm da v3ak len prili§ slaby
odhad, lebo na to nam staci len 21 vazeni. Pre dokdzanie spravneho odhadu si mozete kazdé zavazie predsta-
vit vo vlastnej skupinke. Pri kazdom porovnani zavazi ich skupinky spojime. Pre urcenie najtazsieho zavazia
potrebujeme dostat len jednu skupinku. Detaily rieSenia tejto tlohy nechavame na vas.

Co ale ak chceme najst aj najtazsie, aj najlahsie zdvazie? Asi dost rychlo ndm napadne, ze mézeme na 41 vézeni
najst najtazsie zavazie a potom spomedzi zvy$nych 41 zavazi vieme na 40 vazeni najst najlahsie. Je to ale najlepsie,
¢o vieme? Musime najtazsie a najlahsie hladat takto separovane? Nevieme to nejako skombinovat? Mézeme nad
tym pouvazovat. Alebo sa mozeme pustit do dokazovania, preco je toto optimalny pocet vazeni. Vtedy zistime,
ze nam to moc nejde dokazat. Predsa len vieme nejaké vazenia usetrit, ak toto skombinujeme.

kms@kms . sk 11 https://www.kms.sk/


mailto:jozef.rajnik@trojsten.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola zimnej Casti @@@

Opis spravneho spdsobu vazenia

Kluc¢ovou myslienkou je spravna delba prace. Najskor si rozdelme zavazia do 21 dvojic a kazdu dvojicu odvazme.
Dostaneme tak 21 zavazi, ktoré z vazeni vysli ako tazsie — niekde medzi nimi sa musi nachadzat aj najtazsie.
Zoberme si lubovolné z nich ako favorita a postupne pre kazdé zo zvy$nych 20 zavazi spravime nasledovné: zavazie
porovname s aktualnym favoritom a ak bude tazsie ako favorit, tak nim nahradime doterajsieho favorita. Takto po
20 vazeniach bude favoritom urcite najtazsie zavazie. Podobne, medzi zvy$nymi 21 zdvaziami, ktoré vysli z prvych
vazeni ako [ahsie, sa musi nachadzat najlahsie zavazie. Podobnym sp6sobom vieme najst aj to na 20 vazeni. Tymto
spdsobom sme nasli najlahsie a najtazsie zavazie na 21 + 20 + 20 = 61 vazeni.

Ako dokazat, Ze to lepSie nejde?

> vy v,

Pri ulohach toho typu to zvykne byvat ta tazsia cast. No napriek tomu sa k tomu d4 pristupit hravo. Mozeme sa vzit
do role Matkovho nepriatela. V tomto pripade si za jeho nepriatelom mo6zeme predstavit vahu alebo osud. Ako
Matkov nepriatel mozeme volit také situdcie, aby sme mu o najviac zneprijemnili zivot. Mdzeme si to predstavit
tak, Ze na zaciatok ur¢ime hmotnosti zavazi. Ked nam to bude vyhovovat, tak mozeme nejakému zavaziu zmenit
hmotnost, pokial tym nenarusime Ziaden predosly vysledok vazenia. Totiz pri tychto novych hmotnostiach zavazi
by Matko postupoval presne rovnako, lebo by dostaval rovnaké vysledky vazeni. Takuto zmenu hmotnosti nema
ako rozlisit. Tento pristup vyuzijeme aj my.

Najskor vsak sa zamyslime nad nie¢im, ¢o ndm ponukne spravny pohlad na to, o presne sa v tejto ulohe deje.
Pozrime sa, ¢o sa dozvieme z jedného vazenia. Jedno zavazie bude lahsie a druhé tazsie. O tom lah§om vieme
povedat, Ze rozhodne nebude najtaz$im. Podobne, tazsie zavazie isto nebude najlahsim. Preto si po kazdom
vazeni na taz$ie zavazie napiSeme znak T a na lahsie zavazie znak L. Ked na 41 zavaziach budeme mat znak L, tak
vieme, ze jediné zostavajuce zavazie musi byt najtazsie. (Vyskusajte si to na nasej stratégii opisanej vyssie, prip. na
inych stratégiach.) Dolezité viak je, Ze to plati aj opacne, ¢o si teraz ukdzeme.

Oznacme si najtazsie zavazie M (to isto nemd znak L). Co ak okrem neho nejaké zavazie A tiez nema znak L?
Ak zvysime hmotnost zdvazia A nad hmotnost zavazia M, tak sa A stane najtaz§im zavazim. Zjavne sme tym
ziaden vysledok vazenia neporusili, lebo zavazie A vyslo z kazdého vazenia ako tazsie (lebo nema znak L) a ostatné
vazenia touto zmenou neovplyvnime. V takejto situdcii teda moze byt zavazie A rovnako dobre najtazsim, preto
Matko nevie urcit, ktoré to je. Teda na urcenie najtazsieho zavazia Matko potrebuje, aby 41 zavazi malo znak
L. Analogicky, na urcenie najlahsieho zavazia Matko potrebuje, aby 41 zavazi malo znak T. Teda celkovo Matko
potrebuje 82 znakov.

Pozrime sa, kolko znakov mo6ze Matkovi pribudnut, ked odvazi zavazia A a B:

1. A aj B st neoznacené. Potom vzdy dostane jedno znak T a druhé L. Matkovi pribudnu dva znaky.

2. Ama znak T (prip. T a L) a B je neoznacené. KedZe B je neoznacené, nebolo ani vazené. Preto mozeme
zmenit jeho hmotnost tak, aby bolo Iahsie ako A. Vaha tak Matkovi povie, Ze B je lahsie, ¢im mu pribudne
len jeden znak L na zavazie B.

3. A maznak L a B je neoznacené. Podobne ako vyssie zariadime, nech je B je tazsie. Matkovi pribudne jeden
znak.

4. A ma znak T a B ma znak L. Ako sme uz ukazali, zavazie A bez symbolu L mézeme zmenit na zavazie s
najvyssou hmotnostou. Vtedy sa Matko dozvie, Ze A je tazsie ako B a Ziaden novy znak tym neziska.
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5. Vo vsetkych ostatnych pripadoch maju zavazia A, B aspon tri znaky. Preto bez ohladu na vysledok vazenia
Matkovi pribudne najviac jeden znak.

Vo vsetkych pripadoch okrem prvého pribudne Matkovi najviac jeden znak. Avsak kazdy prirastok dvoch novych
znakov (1. pripad) stoji Matka dve neoznacené zavazia. Preto dva znaky nam mozu pribudnit najviac pri42/2 = 21
vazeniach. Vo zvysnych vazeniach vie Matko ziskat len jeden. Aby ziskal 82 znakov, tak potrebuje spravit este
aspon 82 —2-21 = 40 vazeni. Tym sme dokazali, Ze na najdenie najtazsieho a najlahsieho zavazia Matko potrebuje
aspon 21 + 40 = 61 zavazi. Tym je naSe rieSenie uplné.

Pohlad na ulohu cez tedriu grafov

V niektorych tlohach o vazeni a porovnavani vie prist vhod predstavit si situdciu pomocou orientovaného grafu.
Zavazia budu vrcholy grafu. Zakazdym, ked zistime, Ze zavazie A je tazsie ako zavazie B, tak do grafu pridame
orientovanu hranu z vrcholu A do vrchola B. Ak ste sa s grafmi eSte nestretli, ide o matematicky pojem, ktory
priamo zodpovedd mnohym nasim nacrtom. Zavazia si vieme kreslit ako body (vrcholy) na papier. Nakreslit
hranu z A do B znamena nakreslit $ipku z A do B.

Na dokazovanie, Ze menej ako 61 vazeni Matkovi nestaci, sa vieme opit pozriet ako na hru. Matko si vyberie dva
vrcholy a my medzi ne nakreslime orientovand hranu nami vybranym smerom. Pri tom nam staci dodrzat, aby
sme v nasom grafe nevytvorili orientovany cyklus (teda taky cyklus, v ktorom st vSetky hrany orientované jednym
smerom). Ak toto dodrzime, tak existenciu hmotnosti zdvazi, ktoré budu konzistentné so vetkymi vaZeniami,
nam zarucuje existencia topologického usporiadania: Ak mame orientovany graf bez orientovanych cyklov, tak
jeho vrcholy mozno zoradit do postupnosti tak, Ze pre kazdu orientovant hranu z vrchola A do vrchola B plati,
ze vrchol A sa nachddza v postupnosti skor ako B. Takato postupnost sa nazyva topologické usporiadanie orien-
tovaného grafu. Mozete si skusit toto tvrdenie dokdzat, nie je to naro¢né. Zdorazinujeme vsak, ze graf, tak ako ho
berieme, musi mat kone¢ny pocet vrcholov.

S vyuzitim grafov vieme vyriesit aj spominant jednoduchsiu tlohu. Rozmyslite si, Ze aby sme vedeli jednozna¢ne
urcit najtazsie zavazie, nas graf po odmysleni orientacie hran musi byt suvisly — medzi kazdymi dvoma vrcholmi
sa musime vediet dostat po hrandch. Potom nam staéi vyuzit znamy vysledok o tom, ze suvisly graf na n vrcholoch
ma aspon n — 1 hran.

3.9 Kralik Ma Suzuje

Zadanie. Po vydatnej porcii polievky sa Matko rozhodol, Ze si zaobstard krdlika. Potreboval by viak vediet, kolko
najviac jedla vie krdlik za jeden deti zjest, aby vZdy vedel kupit dostatok jedla.

Nech a, b a c si kladné redlne Cisla, pre ktoré plati a + b + c = 1. Dokdzte, Ze plati

3vV2
a\/a2+6bc+b\/b2+6ac+6\/62+6ab§%_.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Nerovnost mame dokazat pre kladné redlne ¢isla. Vtedy sa oplati zamysliet nad tym, ktoré nerovnosti platia len
na kladnych (resp. nezdpornych) redlnych ¢islach. Medzi tie znamejsie a pouzivanejsie z nich patria najma nerov-
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nosti medzi priemermi (KAGH)’ a niektoré tvary Cauchyho-Schwarzovej-Bunakovského nerovnosti®, ktora sa
¢asto nazyva skratene Cauchyho-Schwarzova (CS) nerovnost. KedZe na lavej strane skimanej nerovnosti mame
odmocninu, ako rozumné cesty sa javia AG nerovnost (pretoze geometricky priemer je vlastne odmocnina) a
odmocninovy tvar CS nerovnosti. UkdZeme si obe cesty.

Riesenie cez AG nerovnost

Lavu stranu nerovnosti si vieme prepisat aj ako

Va2(a? +6bc) + /(b + 6ac) + /(e + 6ab) = \/a(a® + 6abc) +\/b(b® + 6abc) +/c(c + 6abc).

Ked kazdu z tychto troch odmocnin ohrani¢ime zhora pomocou AG nerovnosti, dostaneme

3 3 3
V(a3 + 6abc) +/b(b3 + 6abc) +/c(c3 + 6abc) gar (@ + 6abe) + b+ (b 2+6abc) T (c ;6abc).

Pravu stranu tejto nerovnosti vSak vieme zjednodusit do tvaru

(a+b+c)+(a®+b>+)+18abc  a’ +b* + ¢ + 18abc + 1

2 2
Podarilo sa nam teda dokazat, ze
ava? + 6bc + bV b2 + 6ac + ¢/ ¢ + 6ab < @b 63; 18abc + 1. (9.1)
Ak by sa ndm podarilo dokazat, ze
a+b>+c3+18abc+1 ; 3\/5’ 9.2)

2 4
tak zapojenim (9.1) a (9.2) by sme dostali pozadovant nerovnost. Sta¢i nam teda dokazat (9.2).

Ak ste uz videli dokaz nerovnosti, va¢sinou postupoval jednym z dvoch spdsobov:

« To, ¢o mame dokazat, upravujeme, az kym sa nedostaneme k nie¢omu, ¢o plati. Tato metéda ma vsak hacik,
ze ide opacnym smerom, ako by sme chceli, a preto vietky upravy, ¢o robime, musia byt ekvivalentné, aby
sme sa mohli vratit naspat.

 Zoberieme si nieco, ¢o plati (tieZ zndme ako ,,spadlo z neba“) a postupnymi upravami dosiahneme to, ¢o
mame dokazat. Toto je sice z matematickej stranky uplne korektné, avak ¢asto neintuitivne a pre Citatela
je nejasné, ako by na také nieco mal prist on sam.

7https ://cs.wikipedia.org/wiki/Nerovnosti_mezi_pr%C5%AFm%C4%9Bry
8h‘ctps ://prase.cz/common/show.php?title=Cauchy-Schwarzova+nerovnost&file=1library/CauchySchwarzAS/CauchySchwarzAS
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@@ Riesenia 3. kola zimnej Casti

Spdsob, ako sa tomuto elegantne vyhntt, je dokazovat nerovnost sporom - teda budeme predpokladat, Ze existuju
ay, by, cp € RT spIﬁajl'lce ag + by + ¢ = 1, pre ktoré (9.2) neplati. Potom ale dostavame

a3 + b3 + ¢ + 18agboco + 1 S 32
2 4

32

ag + bg + C(3) + 18610b()C0 > T -1.

b

Skasme teraz vyuzit ag + by + ¢y = 1 na to, aby sme sa zbavili tretich mocnin. Tam ndm pomdze, 7ze 1 = 13 =
(ap+bo+co)® =al+ bl +ci+3(asby + aico + biag + bicy + ciag + cAby) + 6aobyc,. Vdaka tomu modzeme nahliadnut

32

1- 3(0(2)170 + a%CO + béao + b%CQ + C(Z)ao + Cébo) + 12(1017060 > T - 1,

V2

4aob0C0 - (aébo + GISCO + bgao + b%Co + Céao + Cgbo) > 7 -

b

[SYRIN S

>

2
agby + agcy + biag + bico + cgao + ciby — 4agbocy < PR

Posledna vec, ktoru urobime, je uprava na $tvorec”’:

ag(b: — 2bycy + &) + bo(ai — 2agcy + &) + co(ai — 2aoby + b}) + 2agbocy <

(9.3)

[SSR ) [SCR N &)

S[S NIS

ao(bo — C0)2 + bo(ao — C0)2 + Co(ao - b0)2 + 2a0b0C0 é

Teraz uz v$ak nie je narocné premysliet si, Ze vSetky ¢leny lavej strany (9.3) st nezdporné, a teda aj celd lava strana
je nezaporna. Prava strana (9.3) vSak je zaporna (¢o sa da opat dokazat sporom, preto dokaz prenechame ako
cvicenie pre Citatela). Z nerovnosti (9.3) sme teda dostali, Ze nezdporné ¢islo je mensie rovné ako zaporné ¢islo,
¢o je ocividna blbost, teda nastal spor. Preto (9.2) plati, a teda plati aj nerovnost zo zadania.

RieSenie cez odmocninovy tvar CS nerovnosti

Z odmocninového tvaru CS vieme, Ze

Va(a® + 6abc) +/b(b + 6abc) +/c(c3 + 6abc) <+/(a+ b+ c)[(a® + 6abc) + (b® + 6abc) + (¢ + 6abc)],

pri¢om prava strana sa da upravit do tvaru

Vad + b3+ + 18abc.

%Toto sa pri nerovnostiach pomerne ¢asto vyuziva a stoji na tom napriklad aj dokaz AG nerovnosti pre dva ¢leny. Ak ho nepoznate,
skuste si ho urobit.
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Uz len staci ukazat, Ze toto je najviac %5. To sa da urobit sporom velmi podobne ako pri dokaze cez AG nerovnost.
Mozete si premysliet, ako.

Pozndmbka 1

Skusenejsi riesitel si moze v§imnut, Ze ohranicenie, ktoré sme vykonali, nie je najtesnejsie. A skuto¢ne, velmi
podobne sa da dokazat, ze

ava® + 6bc + bV'b* + 6ac + c\V/c* + 6ab < 1,

ktoré je najtesnej$im ohranic¢enim.

Poznamka 2

Preco teda v zadani nebolo najtesnejsie ohranicenie, ked islo pomerne jednoducho dokazat? Totiz, existuje celkom
pekny a pou¢ny dokaz aj pre ohranicenie 34ﬁ. V strucnosti,

Va2(a? + 6bc) + /(b + 6ac) + /(e + 6ab) Vet 2\/a? + b + ¢ + 6(ab + bc + ac),

pri¢om pravu stranu vieme pomocou 2(ab + ac+ bc) = (a+ b+ ¢)> —a? —b?> - 2 = 1 — a? — b> — ? prepisat na
Va2 + b2+ c2\/3-2(a? + b2 + ¢) a ndjst jej maximum vzhladom na hodnotu stétu (a® + b* + ¢?), ¢o vychddza

prave spominanych %E. Rozhodli sme sa teda dat vam $ancu dokazat to aj takto.

3.10 Kilometrov Matko Spravil

Zadanie. Matko si predsavzal, Ze spravi nieco pre svoje zdravie a prejde chédzou 30 kilometrov. Ba co viac, nielen
Ze ich prejde, on ich rovno zabehne! Aby vsak trafil do ciela a nesiel zbytocne oklukou, bude musiet bezat rovno.

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom |AB| # |AC|. Stred jeho vpisanej kruznice oznacme I. Nech D je stred strany BC.
Dotycnica z bodu D ku vpisanej kruznici (rozna od strany BC) sa jej dotyka v bode E. Dokdzte, Ze DI je rovnobezné
sAE.

Riesenie. opravuju Zlodejka (roberta.jurikova@trojsten.sk) a Matko ,,Vodka“ Vodicka (vodka@kms.sk)
Ozna¢me V bod dotyku BC a vpisanej kruznice. Nech V’ je druhy priese¢nik priamky VI a vpisanej kruznice,

takze VV' je jej priemer. Dalej oznaéme bod dotyku BC a A-pripisanej kruznice P. (A-pripisana kruznica je taka,
ktord sa dotyka BC z vonkajsej strany a priamok ABa AC.)

Ukazeme, ze A, V' a P lezia na jednej priamke.

Vedme rovnobezku s BC cez bod V' a oznac¢me priese¢niky s AABC postupne B’ a C'. Plati, ze AABC ~ AAB'C'.
Vsimnime si, Ze usecka BC sa dotyka vpisanej kruznice v bode V', lebo bod V” je ,najvyssie polozeny bod* na vpi-
sanej kruznici, a teda vpisana kruznica AABC je zaroven pripisanou kruznicou AAB’C’. Vdaka tomu sa AAB'C’

zobrazi v rovnolahlosti so stredom v A na AABC a vpisand kruznica na A-pripisanu. Bod V' sa takto zobrazi na
P. Z toho plynie, ze body A, V' a P lezia na jednej priamke.

Nech E’ je druhy priese¢nik priamky AV’ s vpisanou kruznicou. Nasim cielom teraz bude ukazat, ze E = E'.

O bodoch dotyku pripisanej a vpisanej kruznice plati zndme tvrdenie, a to Ze |BV| = |PC|, z ¢oho dostdvame, Ze aj
|VD| = |DP|, lebo D je stred strany BC.
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@@ Riesenia 3. kola zimnej Casti

Ak toto tvrdenie nepoznate, tak si ho mozete skusit dokazat: Nakreslite si vSetky body dotyku vpisanej a pripisane;
kruznice a skuste vyjadrit |BV] a |PC| pomocou dlzok strén trojuholnika ABC. Obe st rovné (|AB|+|BC|-|AC|)/2.
Vyuzite, Ze ak z lubovolného bodu spustime dve doty¢nice ku kruznici, tak vzdialenost k dvom bodom dotyku je
rovnaka.

KedZze VV" je priemer vpisanej kruznice, na ktorej lezi aj E’, tak uhol V'E'V je pravy (Téalesova veta). Z toho mame,
ze VE'P musi byt tiez pravy, teda AV’EP je pravouhly. Plati, Zze v pravouhlom trojuholniku je stred opisane;j
kruznice zaroven stredom prepony. Preto je D stred opisanej kruznice AVE'D a z toho |VD| = |DE'| = |DP|. To
znamena, Ze V a E’ su dva body leziace na vpisanej kruznici, ktoré st rovnako vzdialené od bodu D a takéto body
mozu byt len dva. KedZze VD je doty¢nica vpisanej kruznice, tak aj DE’ musi byt doty¢nica. Z toho uz vyplyva
rovnost E = E'.

Poslednym krokom je ukazat rovnobeznost DI a AE. Uz sme ukazali, Ze body A, V', E, P lezia na jednej priamke a

tiez, ze D je stred VP. Dalej vieme, Ze I je stredom VV". Preto je DI stredna priecka A VPV, &ize DI je rovnobezné
z AE. Tym je dokaz hotovy.
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