\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIII. ro¢nik, 2021/2022 @@
Trolsi'en

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Konstantne sa Mixuju Stapenci (x < 1)

Zadanie. Ako sa tak Krtko prechddzal po T2, zrazu sa pred nim zjavil portdl, ktory ho vcucol a vyplul priamo v paldci
cisara Caligulu. Ten si ho zavolal, pretoze stratil prehlad o preferencidch rimskeho ludu v gladidtorskych zdpasoch.

Krtko zistil, Ze v Rime sti dva timy, a to Kolosdlne Matické Slizniaky a Katastrofilne Mizerné Salamandry. Oproti
minulému roku 3% fanusikov Kolosdlne Matickych Slizniakov presli ku Katastrofdlne Mizernym Salamandrdm a 5%
poévodnych faniisikov Katastrofalne Mizernych Salamandier preslo ku Kolosdlne Matickym Slizniakom. Avsak pocet
fanuisikov ani jedného timu sa oproti minulému roku nezmenil. Kolko fanusikov ma ktory tim, ak Rim mad 5 milionov
obyvatelov?

Riesenie. opravuje David (david.belobrad@trojsten.sk)

Zac¢nime tym, Ze zaznamename zmeny v pocte fantsikov jednotlivych timoch do sustavy rovnic, ktort si aj upra-
vime, pricom tim Kolosalnych Matickych Slizniakov ozna¢ime ako a, zatial ¢o tim Katastrofalne Mizernych Sala-
mandier ako b:

a-0,03-a+0,05-b=0,97-a+0,05-b =aq,
b-0,05-b+0,03-a=0,95-b+0,03-a=>0.

Prenasobenim oboch rovnic 100 a odratanim pravych stran od oboch rovnic dostaneme 2 identické rovnice v
tvare

-3-a+5-b=0.
Tato rovnica ndm v podstate hovori o pomere, v ktorom sa fanusikovia budu delit. Vidno, Ze z tejto sustavy 2
informacie, ktoré by nam zarucili rieSenie ulohy nedostaneme. Chceme teda ndjst dalsiu rovnicu, ktora by nam
pomohla tuto ulohu vyriesit. Je nou rovnica a + b = 5 000 000, kedZe fanusikov je spolu 5 miliénov. V tomto
momente niektoré rieSenia pripustili aj, Ze a+b < 5000 000, ¢o je tiez pekna tivaha, ktoru tu v kratkosti rozoberieme
tiez.
Ak a+b <5000 000, tak podla =3-a+5-b =0vieme, ze a: b =5 : 3, teda pocet fanusikov bude v tvare 8k, kde
k e N : 8k <5000 000. Potom riesenie bude v tejto situdcii také, ze tim Kolosalnych Matickych Sliziniakov ma 5k
a tim Katastrofalne Mizernych Salamandier ma 3k fanuasikov, pricom k € N : 8k < 5000 000.
Vratme sa vSak spit ku situdcii, ktora sa vyskytovala vyrazne Castejsie a tieZ je spravnym rieSenim, tedazea + b =
5000 000. Zostava nam v tom momente vyriesit len stustavu rovnic

a+b=5000 000,

5-b=3-a.

Vynasobenim prvej rovnice piatimi a naslednym dosadenim za 5 - b z druhej rovnice dostaneme, ze a = 3 125 000
a naslednym dosadenim do jednej z pévodnych rovnic dostaneme, Ze b = 1 875 000. Mdzeme este skontrolovat, ¢i
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mame spravne rieSenie, teda 3 125 000—-3 125 000-0,03+1 875 000-0,05 = 3 125 000-93 750+ 93 750 = 3 125 000
a1875000-1875000-0,05+3125000-0,03 =3125000-93750+93750=1875000.

1.2 Kuapele Majua Styl (« < 2)
Zadanie. Ked uz bol Krtko v Rime, tak ho Caligula poprosil, aby mu rozvrhol ndvrh na nové kiipele.

Majme ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom |AB| # |AC|. Oznaéme E pitu vysky na stranu AC, F pitu vysky na
stranu AB a H priesecnik tychto vysok. Dalej uvaZujme os uhla BAC a jej priesecniky s priamkami CF a BE oznac¢me
postupne M a N. Dokdzte, Ze trojuholnik MNH je rovnoramenny.

Riesenie. opravuje Viki (viktoria.pravdova@trojsten.sk)

V prvom rade sa zamyslime, ako dokazat, Ze trojuholnik je rovnoramenny. No bud tak, Ze zistime dlZku nejakych
2 stran a ukdzeme, ze su rovnako dlhé, alebo vyuzijeme to, ze uhly pri zékladni takéhoto trojuholnika su rovnaké.
V tomto pripade sme nemali zadané Ziadne dlky, skiisime sa teda pozriet na uhly. Zo zadania hned vieme o dvoch
klucovych uhloch - jednak uhol CAB mame osou rozdeleny na dva rovnaké uhly, nazvime ich . Dvak vieme o
pravych uhloch pri péatach vySok. Podme sa snazit z tychto uhlov vytazit ¢o najviac.

Napriklad v trojuholniku AFM si vieme doratat uhol FMA ako 90° — «. Ked sa pozrieme bliZsie, zistime, Ze tento
uhol je vrcholovym ! k uhlu NMH, ¢ize aj | < NMH] je 90° — a. Teraz by bolo fajn dostat tento isty uhol aj do
niektorého iného rohu trojuholnika NMH. Pozrieme sa na trojuholnik ANE - tiez je pravouhly a ma v sebe uhol
a, Cize rovnako modzeme dopocitat treti uhol ANE ako 90° — a. KedZze bod M lezi na tsecke AN a bod H lezi na
usecke NE, aj | < MNH| bude 90° — a. Teraz ked sa pozrieme, uz mame v trojuholniku uhly <« HMN a < MNH oba
s velkostou 90° — a, ¢o je presne to, ¢o sme potrebovali. KedZe mame v trojuholniku MNH dva rovnaké uhly, musi
byt rovnoramenny.

B o s C

'Viimnite si, Ze to, & tieto dva uhly su skutoéne vrcholové, zavisi od toho, aky obrazok si nakreslime. Na osi uhla BAC mézu lezat
body M a N v opa¢nom poradi, a vtedy budd uhly AMF a NMH ten isty uhol. Avsak kedZe situdcia je symetrickd, tym sa len vymeni
tloha bodov M a N a MNH bude tak ¢i tak rovnoramenny.
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1.3 Krtkov Mechanicky Spreadsheet (x < 3)

Zadanie. Ked Caligula s Krtkom sedeli pri veceri, tak si Krtko smutne povzdychol, ako mu chyba pocitac, ze by si rad
spravil spreadsheet. Na to sa Caligula podivil, Ze také on v Zivote nevidel, tak sa Krtko hned podujal mu vysvetlovat,
Co to je. Caligulu to tiplne nadchlo, takze sa rozhodol, Ze také nutne potrebuje. Tak Krtko zapojil vsetky sedé bunky
mozgové a vymyslel pristroj, na ktorom je navinuty papyrus tak, aby ked sa Caligula dostane na koniec tabulky, mu
to dalej zobrazilo zaciatok tabulky. Krtkova tabulka ma 2021 riadkov a dokdze naraz zobrazit len 90 riadkov. Teda
na zaciatku zobrazuje len riadky 1 az 90. Pristroj tiez obsahuje dve tlacidld - ,hore a ,dole* - ktorymi sa vZdy
vie posuvat o 3 riadky hore alebo dole’. Ak teda na zaciatku stlaci tlacidlo ,hore®, bude vidiet riadky 2019 az 2021
navrchu a potom riadky 1 az 87. Caligula si ndhodne zvolil dvojicu réznych riadkov. Akd je pravdepodobnost, Ze ich
vie zobrazit na obrazovke naraz? Akd by bola tdto pravdepodobnost pre tabulku s 2022 riadkami?

Riesenie. opravuje Timka (timea.jakubocyova@trojsten.sk)

Pozrime sa, ktoré kombindcie riadkov dokaze Krtkova tabulka zobrazit. Zobrazenu cast tabulky nazvime okno.
To, ktoré riadky su zobrazené, je jednoznacne dané najvrchnejsim zobrazenym riadkom - zobrazeny je tento
riadok a 89 nasledujucich riadkov. Takze otazkou je, ktoré riadky vieme dostat na vrch okna pomocou tlacidiel
hore a dole. Na zaciatku je najvrchnejsi riadok 1. Postupnym stla¢anim tlacidla dole sa vzdy posunieme o 3
riadky, takze najvrchnej$imi riadkami budu postupne 1, 4, 7, .... Po k stlaceniach tlacidla dole sa posunieme o
3k riadkov, takze najvrchnej$im riadkom bude riadok 3k + 1. Takto dostaneme vsetky riadky zo zvyskom 1 po
deleni 3. Teraz sa chceme pozriet, ¢o sa stane, ked prideme na koniec tabulky a , prete¢ieme® znovu na zaciatok.
Celkovy pocet riadkov 2021 ma zvy$ok 2 po deleni 3, takze riadok 2020 vieme dostat na vrch okna. Dalsi riadok
by bol 2020 + 3 = 2023, ale uvedomime si, ze riadky 2022, 2023 st uz vlastne riadky 1, 2, takze sme na vrch dostali
riadok 2. Dal$im opakovanim posunu dole dostaneme na vrch vsetky riadky, ktoré maja zvysok 2 po deleni 3.
Posledny taky riadok bude 2021 a dalsi riadok 2021 + 3 = 2024 je uz vlastne riadok 3. Od neho dalej dostaneme
navrch dokonca aj véetky riadky, ktoré maju zvy$ok 0 modulo 3. Takze v skuto¢nosti vieme dostat na vrch okna

kazdy jeden riadok.

Teraz potrebujeme nejako uchopit skutocnost, ze Caligula si voli ndhodnu dvojicu riadkov. Mozeme si to pred-
stavit, ze Caligula si ndhodne zvoli jeden riadok a potom zo zvysnych 2020 riadkov si ndhodne zvoli druhy riadok.
Takto vie Caligula zvolit kazdu dvojicu riadkov prave dvomi spdsobmi, takze kazda dvojica riadkov ma rovnakua
pravdepodobnost. Povedzme, Ze prvy zvoleny riadok bol riadok n. Zamyslime sa, ktory riadok mohol Caligula
zvolit ako druhy, aby sa dal zobrazit spolu s riadkom n. Takéto riadky nazvime zobrazitelné spolu s n. Riadok n
vieme dostat na vrch okna, takze 89 riadkov, ktoré nasleduju pod nim, st zobrazitelné. Takisto riadok n vieme
dostat na spodok okna, staci dostat riadok n — 89 ° navrch, takze 89 riadkov, ktoré sa nachadzaji nad nim, st tiez
zobrazitelné. Rozmyslite si, Ze Ziadne iné riadky nie st zobraziteIné spolu s #, lebo st prili§ daleko od riadku n. To
mame spolu 89 + 89 = 178 zobrazitelnych riadkov, pricom Caligula vybera druhy riadok z 2020 moznych. Preto
pravdepodobnost, ze vybrata dvojica riadkov bude zobrazitelna, je

178 89

Pr= 5020 " 1010°

?Teda ak stlagi ,,hore“, navrchu sa mu zobrazia tri predtym skryté riadky a spodné tri zmiznt. Pre ,,dole” naopak.
*Pouzivame znalenie, kde riadky 0, —1, =2, ... st totozné s 2021, 2020, 2019, ... a riadky 2022, 2023, ... st totoznés 1, 2,... atd.
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za podmienky, ze prvy riadok bol vybraty riadok n. KedZze vsak tato pravdepodobnost je rovnaka pre vsetky n, aj
celkova pravdepodobnost, Ze vieme zobrazit dvojicu vybratych riadkov naraz je

89
1010

Tabulka s 2022 riadkami

Tak ako v predchadzajucom pripade, na vrch okna vieme dostat vsetky riadky zo zvyskom 1 modulo 3, kedze
za¢iname na 1. Avsak teraz su to jediné riadky, ktoré vieme dostat na vrch, pretoze celkovy pocet riadkov 2022 je
delitelny 3. Naozaj, ked sme na riadku » a riadok n + 3 by uz bol mimo tabulky, tak krokom dole sa v skuto¢nosti
posunieme na n + 3 — 2022, ¢o ma stale rovnaky zvy$ok modulo 3 ako n. Podobne ak by n -3 bol 0 alebo zaporny,
takze zvySok vrchného riadku sa vzdy zachovava.

Rozdelme si tabulku na trojice po sebe iducich riadkov {1,2,3}, {4,5,6}, ...,{2020,2021,2022}. Pocet riadkov
v okne (90) je tiez delitelny tromi, takZe v okne vZdy mame zobrazenych 30 celych trojic, nikdy sa nestane, Ze
by niektora trojica bola zobrazena len ciasto¢ne. Taktiez kazdu trojicu vieme dostat tak, ze bude tvorit vrchné
tri riadky okna resp. spodné tri riadky. Povedzme, Ze Caligula zvolil ako prvy riadok n. Tento riadok vieme
dostat najvyssie tak, ze jeho trojicu ddme na vrch tabulky. Takto s nim vieme zobrazit 29 nasledujicich trojic.
Najnizie bude, ked jeho trojica bude na spodku tabulky, vtedy s nim zobrazime 29 predchadzajucich trojic a v
oboch pripadoch este samozrejme zobrazime aj dva riadky z jeho trojice. To je spolu 3-29 +3-29 +2 = 176
zobrazitelnych riadkov. Caligula druhy riadok vybera spomedzi 2021 riadkov, takze pravdepodobnost, Ze vyberie
zobrazitelny, je

176

2021

Vsimnime si ete, Ze mensi trik s rozdelenim tabulky na trojice, ktory sme pouzili, nebol nutny. Mohli sme rozobrat
3 pripady podla toho, aky zvySok modulo 3 ma prvy Caligulov vybraty riadok n. Pocty zobrazitelnych riadkov
pod nim a nad nim by boli sice v jednotlivych pripadoch rozdielne, ale celkovy pocet by bol vidy rovnaky, a to
176. My sme sa vsak $ikovne vyhli rozoberaniu troch pripadov.

1.4 Konzul Ma SPQR (x < 5)

Zadanie. Caligula si nevedel poradit s tilohou, tak ju zveril jeho obliibenému konzulovi Incitatovi. Ten si s fiou ale
nevie dat rady. Ved je predsa kon! Krtko nevdhal ani chvilu a pribehol mu hned na pomoc.

Mdme 100 karticiek s cislami od 1 do 100 (kazda karticka md prdve jedno Cislo a kazdé cislo od 1 do 100 je na prave
jednej karticke). Z nich si ndhodne vyberieme 48 karticiek. Ukdzte, Ze si vieme z tychto 48 karticiek vybrat také dve,
Ze ich sticet bude delitelny 11.

Riesenie. opravuju Lucy (lucia.tothova@trojsten.sk) a Simi (simona.pecserke@trojsten.sk)

Po preditani zadania sa zha¢ime, ze nam predsa nebude nikto hovorit, ¢o vieme a nevieme urobit a pokusime sa
teda najst taka kombinaciu 48 kariet, v ktorej sucet Ziadnych dvoch z nich nie je delitelny 11. Po tom, ¢o sitiz
nas, ktori neoblubuju teériu ¢isel povzdychnd, zaéneme tym, Ze si ¢isla od 1 do 100 rozdelime na skupiny podla
zvysku po deleni 11. Tychto skupin nam vznikne 11, kedZe mozné zvysky su 0 az 10.

KedZe vieme, ze ak si vyberieme ¢islo zo skupiny so zvyskom 1, potrebujeme nejaké ¢islo zo skupiny so zvyskom
10 na to aby ich sucet bol delitelny 11, m6zeme si vybrat ¢isla tak, aby takéto kombinacie nevznikli. Skupina ¢isel
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so zvyskom 1 ma 10 ¢lenov, vietky ostatné 9. Okrem toho ¢isla v skupine so zvyskom 0 potrebuju par z tej istej
skupiny, kym vsetky ostatné potrebuju par z jednej z ostatnych skupin. Mame teda 5 parov skupin, z ktorych si
mozeme vybrat z kazdého jednu, a skupinu s ¢islami so zvyskom 0, z ktorej si mdzeme vybrat prave jedno ¢islo.

Ak teda do nasho vyberu 48 kariet zvolime skupinu so zvy$kom 1, pretoze ma 10 ¢lenov, a $tyri dalsie skupiny po
9 ¢lenoch, budeme mat 46 kariet. Potom si moZeme este vybrat 1 dal$iu kartu zo skupiny so zvyskom 0, ¢o ndim
da 47 kariet. Av8ak ktorukolvek dalsiu kartu by sme pridali, urcite by mala nejaky par, a teda aj keby sme karty
volili nahodne, neexistuje situdcia, v ktorej by par nevznikol.

1.5 Kokos, Ma Stvi (x < 8)

Zadanie. Ked'sa Caligula dopocul, Ze sa Siria mestom klebety, Ze Incitatus nebol schopny vyriesit tilohu sam, tak ho
to napajedilo, Ze si hned dal zavolat obyvatelov Rima.

Obyvatelia Rima* sa postavili do radu a Caligula sa pred kazdého postavil a hodil si spravodlivou mincou. Ak padla
hlava, tak Krtko zapisal H a obyvatelovi hlava ostala. Ak padol orol, tak si Krtko zapisal O a obyvatela obesili.
Caligula pokracoval, az pokym nemal Krtko napisanti postupnost troch po sebe idiicich hodov H, H, O alebo O, H, O.
Akd je pravdepodobnost, Ze to bolo O, H, O?

Rie$enie. opravuju Danko (daniel.teplan@trojsten.sk) a Joztek (jozef.rajnik@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si mozes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

V tlohe musime zodpovedat otdzku, aka je pravdepodobnost, Ze pri hadzani mincou sa skor vyskytne postupnost
OHO ako HHO. Najjednoduchsie preto bude pozriet sa na rdzne situdcie, ktoré mozu nastat po par prvych hodoch
a pri ktorych vieme Iahko urcit pravdepodobnost vyskytu nasich dvoch trojic.

Ak mame Iubovolne dlha postupnost, pri ktorej sa este ani jedna z hladanych trojic nevyskytla, zaujimaji nas uz
len posledné dva hody, lebo uz len tie mézu s budicimi hodmi vytvorit hladanu trojicu. Teda o postupnosti s
fubovolnymi dvoma znakmi na konci vieme povedat, ze pravdepodobnost pre OHO bude rovnaka, ako v situdcii
ak by pred tymito znakmi iné neboli. Preto rozoberieme ako vyzeraju $ance na OHO po prvych dvoch hodoch:

1. HH - Ak dalej hodime O, skon¢ime bez OHO. Ak hodime H, znova sme v rovnakej situacii s HH na konci.
Bud sa teda ni¢ nezmenli, alebo dostaneme HHO, takze Sanca Ze dostaneme OHO je 0.

2. OH - Ak hodime O, skon¢ime s OHO, a ak hodime H tak sa dostaneme do situdcie 1, kde uréite nehodime
OHO. Je teda 1/2 $anca, Ze skon¢ime s OHO.

3. OO - Ak hodime O, ni¢ sa nezmeni na situacii, aZ pokym nehodime H. Vtedy sa dostaneme do situdcie 2,
kde uz vieme, ze §anca na OHO je 1/2, a to je teda $anca aj v tejto situdcii.

4. HO - Ak hodime O, dostaneme sa do situdcie 3, v opa¢nom pripade do situdcie 2. V oboch pripadoch je
$anca na OHO 1/2. Z toho vyplyva Ze td ista $anca 1/2 bude aj tu.

Kazdy zo styroch pripadov vyssie nastane po prvych dvoch hodoch s pravdepodobnostou 1/4. Ak teda chceme
zistit, aka je $anca, Ze sa stane konkrétny pripad a v iom padne OHO, vynasobime kazdu pravdepodobnost 1/4.
Tieto pravdepodobnosti potom staci len scitat, aby sme dostali celkovi pravdepodobnost. Vysledna $anca, ze
skon¢ime s OHO, je teda

1 11 11
p—— + - — 4+ —_ —
4 4 2 4 2

“Pre potreby tejto tlohy predpokladdme, Ze Rim mé nekoneéne vela obyvatelov.

0

11 3
- =+ =—.
4 2 8
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Poznamka

Na prvy pohlad sa moze zdat, Ze musi byt pravdepodobnost pre obe tieto postupnosti rovnaka, pretoze $anca, ze
hodime z troch hodov ktorukolvek z nich, je 1/8. To by urcite platilo, keby sme sa pytali nezavisle na pravdepo-
dobnost, zZe padnu v prvej, druhej, az n-tej neprekryvajticej sa trojici hodov. V tejto tlohe nas vsak zaujima vyskyt
takejto trojice kdekolvek v postupnosti. CiZe jednotlivé moznosti, kde sa postupnost méze vyskytnut, nie st neza-
vislé a ak najdeme Iubovolnu postupnost, kde je na konci jedna z tychto trojic, ovplyvni nam to pravdepodobnost,
ze sa pred tym uz vyskytla druha trojica.

Iné rieSenie: cez opis priaznivych moznosti

Pravdepodobnost sa standardne pocita ako pomer poctu priaznivych moznosti k poctu vsetkych moznosti. Tento
pristup ma vsak dva problémy. Po prvé, vsetkych, aj priaznivych moznosti je v tejto tlohe nekonec¢ne vela a ne-
mozeme davat do pomeru dve nekonecna. Po druhé, pri takychto tlohach nemusi byt lahké pocitat priaznivé
moznosti. Priaznivé postupnosti su totiz také, ktoré sa konc¢ia na OHO a nikde skor sa v nich nevyskytne OHO ani
HHO. Ukazeme si vsak, ze priaznivé moznosti sa daju v tejto ulohe celkom pekne opisat. Potom si len uz budeme
musiet nejako poradit s ich nekone¢nym poctom. No ukdzeme si, Ze s vyuzitim mierne pokrocilej matematiky je
aj to mozné.

Existuje jedna priazniva postupnost dlzky 3: OHO. Priazniva postupnost dizky 4 sa musi kon¢it na OHO, teda
mame dve moznosti: HOHO a OOHO. Hoci pre uplnost riedenia to nie je potrebné, pre nazornost uvedieme este
priaznivé postupnosti dlzky 5. Na poslednych $tyroch miestach musi byt jedna z dvoch priaznivych postupnosti
dizky 4. Avsak pred postupnost HOHO nemdzeme dat O, lebo by sme dostali OHO uz po tretom hode, ani tam ne-
mozeme dat H, lebo by sme po tretom hode dostali HHO. Tuto tvahu teraz zov§eobecnime. Idealnym spdsobom
je dokaz matematickou indukciou.

UkaZeme, Ze pre kazdé n > 4 existujt prave dve priaznivé postupnosti dlzky n, z ktorych sa jedna za¢ina na HO
a druhd na OO. Toto tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou. Pripad n = 4 sme uz overili vys$sie. Pred-
pokladajme teraz, ze mame dve priaznivé postupnosti pre nejaké dané n. Jedna z nich sa zac¢ina na HO - pred
nu nevieme pridat ani H, ani O. Druha sa za¢ina na OO - pred nu vieme pridat aj H, aj O. Dostaneme tak opét
dve priaznivé postupnosti dlzky 7 + 1, jedna sa za¢ina na HOO, druh4 na OOO. Tym je dokaz indukciou hotovy.
Vsimnite si, ze sme do nasho dokazovaného tvrdenia pridali predpoklad o ich zac¢iatku. Bez neho by sa nam tazsie
dokazovalo.

Ako teraz uré¢ime pravdepodobnost? Aby sme sa zbavili nekonecna, rozdelime si na$ problém na nekonecne vela
pripadov. Pravdepodobnost, Zze OHO padne po n-tom hode si oznac¢ime p,,. Pre n > 4 mame dve priaznivé po-
stupnosti, ako méze padnut OHO po n-tom hode. Kazdu z tychto postupnosti dostaneme s pravdepodobnostou
1/2" (premyslite si). Preto p, = 1/2" +1/2" = 1/2"-'. Specialne pre n = 3 mame jedint priaznivd postupnost, ktord
padne s pravdepodobnostou 1/2° = p;. Kedze OHO nam moézZe padnut len raz, mdzeme vetky tieto pravdepo-
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dobnosti scitat. Vysledna pravdepodobnost, Ze skonc¢ime na OHO, teda je

P3tPstpstpstprt--=
1 1 1 1 1

B ERE TR TP TR

I 1 ( I 1 1 )
==+ (|l+=+=+—=...].
2% 23

Nas problém s nekone¢nom sme odsunuli na tento nekone¢ny sucet. No v zatvorke sme dostali sucet, ktory je
znamy ako stcet nekoneéného geometrického radu, ktory mozno urcit (kedze [1/2] < 1) ako

Hladana pravdepodobnost preto je

1.6 Kaligulove Marnotratné Sporky

Zadanie. Ako si Caligula hddzal mincami, tak zapatrosil vsetky mince. Rozhodol sa preto zaviest nové platidlo -
Kaligulove Mdrnotratné Sporky.

Caligula vytvoril 10 platidiel o navzdjom réznych hodnotdch a,, a, ...,a19 € N. Navyse existuje cena ¢ € N takd, Ze
sa nedd zaplatit, ani ak ndm predavac moze vydat.

o Dokazte, ze existuje nekonecne vela cien, ktoré sa nedajii zaplatit, ani ak ndm predavac moéze vydat.

o Dokdazte, Ze existuje hodnota b € N vicsia nez 1 takd, Ze ak fiou nahradime ktorékolvek jedno z existujiicich
platidiel, budeme vediet zaplatit vsetky mozné celociselné ceny, ak nam predavac moze vydat.

Riesenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Pozrime sa najprv, ako vieme manipulovat s cenami, ktoré vieme zaplatit. Vezmime si dve také ceny - xa y a
pozrime sa, ¢o dalSie vieme zaplatit. Napriklad vieme zaplatit lubovolny ich nasobok. Na zaplatenie k- x nam staci
dat z kazdej mince k-krat viac predavacovi a on nam zas z kazdej k-krat viac vyda. Podobne vieme zaplatit sucet
a rozdiel. Na zaplatenie x + y pouzijeme vSetky mince na zaplatenie x a y dokopy a predava¢ nam dokopy vyda.
Vieme zaplatit aj x — y. Tu prebehne vymena minci, akoby sme my platili predavacovi x a on nam y.

Na prvy bod zadania sa nam najviac zide od¢itanie. KedZe nevieme zaplatit hodnotu c, isto nevieme zaplatit ani
dve hodnoty s rozdielom c. Ako ich najst nekone¢ne vela? Vezmime si napriklad nasobky c. Dva po sebe idtce
maju vzdy rozdiel c. Jeden z nich teda zaplatit nevieme. To nam dava ,,polovicu®. KedZe nasobkov ¢ je nekonec¢ne
vela, bude nekonecne vela aj tych, ktoré zaplatit nevieme.

Prejdime k druhému bodu. Tentokrat sa ndm zide nasobenie. Ak totiz vieme zaplatit 1, urcite vieme zaplatit jej
lubovoIny nasobok, a teda vSetky mozné ceny. Sta¢i nam teda b zvolit tak, aby sme vedeli zaplatit 1 a nemusime
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riesit, ¢o je ¢ za¢. Takato volba je napriklad nahradenie a, za hodnotu a; + 1. Tu ndm dokonca budu stacit mince
a; a b na zaplatenie cohokolvek.

Iné rieSenie (vyuZivajice Bezoutovu rovnost).

Bezoutova veta je mocny ndstroj, ktory v podstate priamo urcuje, ktoré ceny vieme a ktoré nevieme zaplatit pre
nejaku dvojicu platidiel. D4 sa v8§ak priamo indukciou zov$eobecnit, ¢im dostaneme rie$enie nasej tlohy. Za¢nime
tym, ¢o hovori Bezoutova rovnost:

Pre kazdé a, b € 7 existujii nenulové k, | € 7 také, ze
k-a+l-b=d,

kde d je najvicsi spolocny delitel'a, b. Navyse d je najmensie kladné cislo, pre ktoré vieme takéto k, | ndjst.

My mame k dispozicii ¢isel 10, nie len dve. Fakt, ze k, [ berieme aj zaporné, suhlasi s tym, Ze nam predava¢ moze
vydat. Indukciou ukazeme, ako pridat dalsie ¢islo. Majme n ¢isel a;, as, ..., a, s najva¢sim spolo¢nym delitelom
d, = kia, + kya, + ... + kya,. Ked pridame a,.,, vieme isto zapisat najvacsieho spolo¢ného delitela d,, a a,,,; ako

k-d,+1-a,.,, pre vhodné k, . Plati
k-d,+1-a,=(k-k)a +(k-ky)ay+ ...+ (k-ky)a, + 1 a,.,

v/

odkial dostaneme nové koeficienty. Takto zapisané ¢islo bude skuto¢ne najvacsi spolocny delitel ay, a,, ..., a,1.
KedZe deli d,, aj a,.1, je to spolo¢ny delitel vSetkych ¢isel, a kedze ni¢ vacsie nedeli d, aj a,.,;, nemdze nic vacsie
delit ani a;, ay, ..., p..

My teda budeme pracovat s verziou Bezoutovej rovnosti pre 10 ¢isel. Pre tplnost [ahko overime, Ze ziadnou volbou
ki, ky, ..., k1o nedostaneme kladné ¢islo mensie ako ich najvacsi spolo¢ny delitel — d. Ten deli vSetky ¢isla v nasom
sucte, takze bude delit aj vysledny stucet. A najmensi kladny nasobok d je d samotné.

Takto upravena veta uz priamo riesi nasu ulohu. Ceny, ktoré st nasobkom d, isto dokdzeme zaplatit. Ak teda
mame nejaké ¢, ktoré zaplatit nevieme, urcite d # 1. Preto nevieme zaplatit ¢isla so zvyskom 1 po deleni d, ktorych

Yy 7s

je nekonecne vela. V druhom bode ndm naopak staci spravit vymenu, aby vysledné platidla mali najvacsi spolo¢ny

YV

delitel rovny 1. Vyhovuje jednak b = a; + 1, ale aj dy + 1, kde dy je najvacsi spolo¢ny delitel a,, a,, ..., do.

1.7 Kon Maluje Svojsky

Zadanie. Krtkovi bolo uz s Caligulom dlho, tak sa Siel prejst s koriom Incitatom k rieke, kde kén do piesku vyryl daky
obrazec. Krtka to natolko uchvitilo, ze si zacal hned pisat.

V trojuholniku ABC oznacme D priesecnik osi uhla BAC a strany BC. Nech q je os usecky AD. Oznacme priesecniky
q so stranami AB, AC postupne E, F. DokdZte, Ze

|AE| ~ |CD| ~ |CF|
|EB| |BD| |AF|’

Rie$enie. opravuje Kubo Poljovka (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMat Sen.
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Vdaka tomu, Ze AD je os uhla BAC a EF je kolmica na tuto os, vieme povedat, ze |AE| = |AF| = x. Vyplyva to tiez
zo zhodnosti trojuholnikov ASE a ASF, kde S je stred strany AD. Tieto trojuholniky zdielaju stranu AS a maja
rovnaké uhly pri vrcholoch A a S. Tiez si moézeme v§imnut zhodnost trojuholnikov ASF a DSF. KedZe S je stred
strany, |AS| = |SD|, zdielaja stranu SF a oba maji medzi tymito stranami pravy uhol. Analogicky vieme postupovat
aj pri trojuholniku DSE. Vdaka tymto zhodnostiam vieme povedat, ze |AE| = |ED| = |DF| = |AF| = x. A tieZ uhly
ISAF| = |[EAS| = |FDS| = |SDE| = a.

Dalej si oznaéme uhly pri vrcholoch B a C ako f a y. Z trojuholnika ABC vieme povedat, ze 2a +  +y = 180°.
Toto mozZeme vyuzit v trojuholniku ABD, kde nam chyba doplnit uhol EDB. KedZe uz sa v tomto trojuholniku
nachadzaju uhly «, « a 8, do sic¢tu 180° ndm chyba uz iba y, a teda |[EDB| = y. Analogicky vieme postupovat v
trojuholniku ADC a ur¢it velkost uhla |CDF| = f. Tieto uhly sme tiezZ mohli doplnit uvedomenim si toho, ze AEDF
je kosostvorec, a teda plati AE || FD a AF || ED.

Mozeme si teraz v§imnut, Ze trojuholniky EBD a FDC st podobné, nakolko maju zhodné uhly. Ak si oznac¢ime
pomer dlzok stran trojuholnikov EBD a FDC ako k a dlzku strany |CD| = y, vieme si podla toho ozna¢it podobné
strany tychto trojuholnikov nasledovne:

|DB| = k|CD| = ky,

|EB| = k|FD| = kx,
|ED| x

CA ="

[CH=—==7
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Porovnanim dlZok tise¢iek na obvode trojuholnika ABC dostaneme rovnost hladanych pomerov zo zadania:

|JAE]  x 1
|EB|  kx Kk’
CD] _y 1
IBD|  ky Kk
ICH «x/k 1
AF]  x Kk

1.8 Kroky Mnohych Stolbov

Zadanie. Ked Caligula zistil, Ze Incitatus je pre¢, hned za nim poslal armddu stolbov, aby ho nasli. Vedia sa vratit
naspidt do paldca, ak sa v (nekonecnej) rovine pohybujii tak, Ze robia postupne kroky o velkosti 1, 2, 3, ... (teda k-ty
krok ma dizku k) a po kazdom kroku sa otocia o 45 stupriov dolava alebo doprava? Jeden mozny zaciatok ich cesty je
zndzorneny na obrazku.

Riesenie. opravuje Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

Pri tlohdch, v ktorych treba rozhodnut, ¢i nejaké tvrdenie plati alebo nie, ma riesitel vzdy na vyber medzi pe-
simistickym a optimistickym pristupom. Ja som tato tlohu zacal riesit pesimisticky a snazil som sa ukazat, ze
takato cesta neexistuje. Prva vec, ktort som si vS§imol a ktora je dolezitd je, Ze ak taka cesta existuje, potom cast
tejto cesty, ktora by vznikla pozliepanim iba horizontalnych alebo vertikdlnych krokov by sama musela viest z
pociatku do pociatku. Podobne cast cesty zlozZena iba z diagonalnych krokov (pozliepanych na seba) by musela
viest z pociatku do pociatku. Preco?

Predstavme si v nasej rovine kartezidnsku siradnicovu ststavu, ktorej pociatok [0, 0] je v nagom paldci. Kroky,
ktoré robime, si mdézeme v tomto pripade prestavit ako vektory, ktoré pri¢itavame k nasej aktualnej pozicii. Ak ma
diagonélny krok dizku a, potom posun v horizontélnej a vertikalnej zlozke bude a//2, ¢o vyplyva z Pytagorovej
vety alebo z definicie sinusu v pravouhlom trojuholniku. V§imnime si, Ze nech uz nase kroky maja akykolvek smer,
diagonalne kroky (t. j. vektory) sa budu musiet nascitat na nulu samy o sebe a tak isto horizontalno-vertikalne
kroky. Pre¢o? Iracionalnu ¢ast 1/1/2 si vieme v nasich s¢itancoch vynat pred zatvorku a vyraz, ktory sa musi
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nas¢itat na nulu ma tvar p + (1/+/2)g, kde p, g st racionalne &isla. Ak sa tento vyraz rovn 0, potom fahko vidno,
ze aj p aj q musia byt samy rovné 0.

Takze ak by existovala takato cesta, musela by existovat aj cesta zlozena z krokov dlzky 1, 2, 3, ..., ktoré by mohli
zvierat iba pravé alebo nulové uhly (skus si rozmysliet, preco to vyplyva z predoslého odstavca). Tu vsak nase
pesimistické myslienky koncia. Akokolvek sa totiz budeme snazit, neprideme na Ziaden rozumny sposob ako
dokazat, Ze takato cesta neexistuje. Pretoze existuje. Ked uz sa rozhodneme nejaku hladat, nie je narocné ju najst.

Pri hladani konstrukcii ako napriklad cesty sa vzdy hodi skusit sa pozriet na nejaky lahky vzor a zistit, o kolko
sme sa po odkracani tohto lahkého vzoru posunuli od Startu. Ak ma tento fahky vzor vhodné vlastnosti, mézeme
ho potom zopakovat a posunut sa od nasej aktualnej pozicie rovnako, ako sme sa predtym posunuli od Startu, ale
mozno do iného smeru. Naskladanim takychto posunov sa snad budeme vediet vratit do startu.

V pripade nasej ulohy staci skusit spravit pravotoc¢ivého ,.slimaka®“ o $tyroch krokoch ako na obrazku 8.1 a mé-
zeme si v§imnut, Ze po spraveni tohto slimaka sme presne [+2, +2] v nejakom smere od pociatku. Navyse, presne
rovnaky posun by sme dosiahli bez ohladu na to, v ktorom tahu by sme tohto slimdka spravili. Preco? V $tyroch
krokoch ideme raz dolava, raz doprava, raz nadol a raz nahor, av§ak protismerné pohyby robime s rozostupom
dvoch tahov, ¢o znamena Ze, dlzky nasich krokov sa dokonale vykompenzujt s vynimkou rozdielu dizky 2.

A 4

Obrazok 8.1: Maly slimdk (vlavo), oba slimdky naraz (v strede) a diagondlne slimdky.

Teraz ak sa z pozicie, v ktorej sme skoncili po dokonceni slimaka, vyberieme naspit tak, Ze zacneme v rovnhakom
smere ako sme skondili a slimédka spravime lavotocivého (ako na obrazku 8.1), dostaneme sa spit do pociatku.
Hura! Problém je, zZe toto je rieSenie iba pre , polku” nasej prechadzky. Na to aby sme sa naozaj dostali do ciela
- teda Startu — potrebujeme vhodne skombinovat diagonélne a vertikalno-horizontalne slimaky. Skisme si intu-
itivne skombinovat nasu vertikalno-horizontalnu cestu s takou diagonalnou, ktora do toho pasuje. Ak to spravime
(ako na obrazku 8.2), uvidime, Ze nanestastie sa tieto cesty nedajui skombinovat tak, aby diagonélna bola tplne
analogicka (¢o vidno aj ked si zobrazime iba diagonalnu cast tejto cesty, vid 8.1). V3etko je rovnaké, az na to, Ze v
diagonalnej ceste odboc¢ime dolava pri zmene z pravotocivého na lavotocivého slimdka. Nastastie, ¢o si moézeme
v§imnut je, ze po spraveni celej tejto zvlstnej $piraly sa dostaneme od pociatku na stradnice [8,8]. Méme teda
$ancu opakovat tento isty vzor tak, aby sme sa po nejakom case konecne dostali spét do ciela.
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Obrazok 8.2: Cely jeden vzor (vlavo) a cela cesta (vpravo). Vsimnite si maly diagondlny Stvorec s vrcho-
lom v pociatku, ktory cestou opiseme, vZdy na konci jedného vzoru.

Odetialto uz je finalna konstrukcia velmi jednoducha - staci si v§imnut, Ze hned po dokonceni tohto vzoru sa vieme
otocit 0 45° dolava a zopakovat nas vzor tak, aby sme sa od nasej aktualnej pozicie posunuli smerom dolava nahor
o rovnaku vzdialenost ako predtym z pociatku. Po dokonceni tohto vzoru sa opiat mozeme otocit o 45° dolava a
posuntt sa v pravom uhle od nasho predoslého posunu, tentoraz smerom dole dolava. V poslednom opakovani
sa posunieme o rovnaku vzdialenost dole doprava a ocitneme sa v pociatku (vid obrazok 8.2).

Mozno sa vam zda, Ze tento popis cesty nie je uplne dokaz, ale v podstate aj celkom je. Dolezitym prvkom nasej
cesty je, Ze su to len $tyri pootocené opakovania tej istej trajektdrie, ktora sa sklada zo $tyroch slimacikov, ktoré
sa vzdy posuvaju o 2 dohora alebo nadol a o 2 dolava alebo doprava. Preto analyzou toho, ¢o sa stane pri da-
nych kombindcidch nasich slimakov, vieme naozaj jednoducho formalne dokazat toto tvrdenie vdaka tomu, Ze
opakujeme ten isty vzor stale dokola.

1.9 Kada Mirovych Srandiciek

Zadanie. Ako tak sedel Krtko na pldzi po tom, ¢o odviedli Incitata, zacnelo sa mu za domovom, a tak siahol do kade,
ktoru si priniesol z domu. Vylovil odtial Mirovu predndsku o funkciondlnych rovniciach. Tak sa potesil, Ze si rovno
aj jeden priklad vyriesil.

Ndjdite vsetky funkcie f: R — R, ktoré pre vietky x, y € R spliiajii
ffx=y)) = fOfy) = fx) + [y) - xp.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Na prvy pohlad si v§imneme, ze skiimana rovnica je pomerne symetricka, a teda zimenou premennych nam tam
zostanu rovnaké vyrazy, ktoré sa m6zu navzajom pekne poodcitovat. Skiisme teda dosadenia

(% y) €{(# 0), (0, 1), (=5, 0), (0, ~1)}.
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Dostaneme z nich nasledovné styri podmienky:

f(1(1)) = A)f(0) - (1) + f(0), (9.1)
f((=1)) = fO)(¢) - f(0) + f(2), (9.2)
f(f(=1)) = (=0)f(0) - f(-1) + f(0), (9.3)

f(1(1)) = O)f(-t) - f(0) + f(-1). (9:4)

Vsimnime si, Ze s¢itanim (9.1) a (9.2) nam vypadne pomerne vela ¢lenov. Podobne aj s¢itanim (9.3) a (9.4). Podme
to teda urobit:

f(f2)) + f(f(-1)) = 2f(0)A(2),
f(f(=1)) + f(f(1)) = 2f(0)f(-1).
Ked?e sa lavé strany dvoch rovnic vysie rovnajti, musia sa rovnat aj ich pravé strany. Dostavame tak z toho
2f(0)f(t) = 2f(0)f(-1),
2(0)(f(1) - f(-1)) = 0. (9.5)

Podobnym postupom vsak vieme ziskat este jednu informaciu. S¢itajme (9.1) s (9.3) a taktiez (9.2) s (9.4). Dosta-
neme tak

fI®) + f(f(-1)) = (OA0) + (=1)f(0) - f(£) - (=) + 2(0),
SIH(=0) + f(f(8)) = fO)f(1) + fO)A(~) - 2/(0) + f(t) + f(~-t).

Opit sa rovnaju [avé strany, a teda mozeme porovnat strany pravé, z ¢oho vyplyva, ze
JO)A(t) + f0)f(=1) = 2(0) + f(#) + f(=t) = A{H)0) + A(=1)f(0) - f(¥) - f(=1) + 2f(0),
2((1) + f(~1) - 2f(0)) = 0. ©6)

Z podmienok (9.5) a (9.6) by sme teraz chceli dokézat, Ze f(0) = 0. Pre spor teda predpokladajme, Ze f(0) # 0.
Potom z (9.5) méme, ze Vt € R : f(t) = f(—t) - inymi slovami, ze f je parna. Ked to ale dosadime do (9.6),
dostaneme, ze Vt € R : f(t) = f(0) - CiZe f je konstantnd. Po dosadeni do rovnice zo zadania tak mame, Ze
Vx, ye R: c=c?—xy <= c—c? = —xy. To v8ak zjavne neplati, kedZe c — ¢? je konstanta a —xy dosahuje viac
ako jednu hodnotu. Preto nutne f(0) = 0.

Znamena to teda, ze 0 ndm vie vyrazne zjednodusit pracu. Na pravej strane sme ju uz vyuzili dostato¢ne, skusme
preto teraz lavu stranu, a teda dosadenie (¢, t):

0 = f)f(t) - f(t) + f(t) - £,
0=f*(t) -t

0=(f(t) - t)(r) +1). (9.7)
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Dostali sme teda, Ze pre kazdé ¢ € R plati bud f(¢) = t alebo f(t) = —t. Treba si v§ak uvedomit, Ze to neznamend, Ze
jediné moznosti rieSenia su funkcie f(x) = x a f(x) = —x, pretoze napriklad f(x) = |x| tymto dvom podmienkam
tiez vyhovuje. Ako dalsi exoticky priklad by sme si mohli dat funkciu f, ktora celé ¢isla nezmeni a necelé ¢isla
nahradi opa¢nym ¢islom, ¢ize f(3) = 3, ale (- ) = +. Uloha s podobnym zadrhelom sa uz v KMS vyskytla §tyri
roky dozadu, mozete si ju pozriet tu”.

Ako sa s tym teda vysporiadame? Nuz, predpokladajme, Ze existuje ¢, € R, pre ktoré f(t,) = t, a pozrime sa, ¢o sa
potom deje v (9.1):

LS = f(f(t)) = (%) = to,
PS = —f(to) = —to.

Kedze ale lavd a prava strana rovnice sa musia rovnat, dostavame, Ze t, = 0. Z toho ale vyplyva, Ze pre vietky
ostatné redlne Cisla ¢ vztah f(t) = t neplati, ¢ize na zdklade (9.7) pre vSetky ¢ # 0 musi platit f(#) = —t. No ale my
vieme, 7e f(0) =0 = -0, atak Vt € R : f(t) = —¢. Jedinym vyhovujucim kandiddtom je preto funkcia f(x) = —x, o
ktorej sa skuiskou lahko presved¢ime, Ze vyhovuje.

1.10 Kuzelna Minihra Starceka

Zadanie. Potom, ¢o sa Krtko natrapil s Mirovou predndskou, sa rozhodol, Ze preskiima Rim. Vybral sa na miestne
mestské trhy, kde ho hned upuital stanok so starcekom hrajiicim hru. Ten mu hned zacal vysvetlovat, ako to funguje.

7 w7

Mdme tabulku n x n, ktord md na kazdom z n* poli¢ok napisané jedno celé ¢islo. V jednom tahu si mozeme vybrat
lubovolné policko a pricitat 1 ku vsetkym 2n — 1 Cislam v jeho riadku aj stlpci. 'V zavislosti od n ndjdite najvicsie
¢islo N také, ze pre lubovolné pociatocné Cisla v tabulke vieme po konecnom pocte tahov mat asporni N pdrnych Cisel
v tabulke.

Riesenie. opravuje Milo§ (milos.micik@trojsten.sk)

KedZe nés zaujima iba parita ¢isel v tabulke, mézeme sa na fiu pozerat modulo 2. Tah v takejto tabulke znamena
zmenu parity kazdého ¢&isla vo vybranom riadku a stlpci. ,, Tahanim* poli¢ka (i,7) oznaéme zmenu parity poli¢ok
v riadku i a stlpci j. Rie$enie rozdelime na dva pripady, a to na parne # a na neparne .

Parne n

Pri tabulke parnych rozmerov vieme opisat postup, ako zmenit paritu iba jedného zvoleného policka. Ak chceme
zmenit paritu policka v i-tom riadku a j-tom stlpci, vieme to spravit v 2n —1 tahoch tak, Ze postupne budeme tahat
policka z riadku i a stlpca j tak, aby sme na kazdom vykonali prave jeden tah.

Mozeme si premysliet, Ze takymto spdsobom zmenime paritu policka (i, ) presne 2n — 1 krat (kedze menime jeho
paritu kazdy fah). Pre ostatné poli¢ka v riadku i a stlpci j plati, Ze ich paritu zmenime prave n krat. Tym padom
sa ich parita nezmeni. Vsetky ostatné policka zmenime prave dvakrat, ¢iZe sa im tiez parita nezmeni. Jedinym
polickom so zmenenou paritou teda bude (i, ).

Opakovanim tohto postupu pre vietky neparne policka v tabulke dospejeme k tomu, Ze v tabulke budu iba parne
¢isla. Tiez si vieme lahko premysliet, Ze tento postup ide aplikovat bez ohladu na zaciato¢né ¢isla v tabulke. Pre
tabulku n x n parnych rozmerov teda vieme mat presne n? parnych ¢isel.

5https ://kms.sk/ulohy/zadania/1514/
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@@ Riesenia 1. kola letnej casti

Neparne n

Ako dolny odhad pre neparne n mozeme pouzit vysledok z predchadzajiceho pripadu. Ak si zoberieme tabulku
(n-1) x (n-1) (odobratim spodného a pravého riadku), vieme v nej zmenit vietky ¢isla na parne. Tym padom
vieme dostat minimalne (n — 1)? parnych ¢isel.

Ostava uz len zistit, ¢o dokédZeme spravit s ¢islami v pravom stlpci a spodnom riadku. Tahanim pravého dolného
polic¢ka sa Ziadne z ¢isel v tabulke (n—1) x (n—1) nezmeni. Takymto tahom v3ak dokdZeme zmenit paritu véetkych
ostatnych cisel. Tychto ¢isel je 2n— 1. Ak by bolo # alebo viac z nich neparnych, vedeli by sme spravit tah na pravé
dolné policko a zmenit ich na parne. Ak by neparnych bolo menej ako n, znamenalo by to Ze mame aspon n
péarnych ¢isel. Na zaklade toho vieme povedat, Ze dokazeme v poslednom riadku a poslednom stipci mat aspon #
parnych ¢isel. V celej tabulke teda vieme dostat aspoii (n — 1) + n = n* — n+ 1 parnych ¢isel.

Podme teraz dokazat, ze existuju také konfiguracie tabulky, pre ktoré viac ako n? — n + 1 parnych ¢isel dostat
nevieme. Nazvime si parne/neparne riadky a stipce také, ktorych sucet ¢isel je parny/neparny. Kla¢ovym inva-
riantom v tomto pripade je, Ze kazdy jeden tah zmeni paritu vietkych stlpcov aj riadkov. Ak teda za¢iname s
tabulkou, v ktorej je k neparnych stlpcov a [ neparnych riadkov, vieme sa pohybovat iba medzi dvoma stavmi -
bud mame k neparnych stipcov a [ neparnych riadkov, alebo # — k neparnych stipcov a n — [ neparnych riadkov.

Pozrime sa na tabulku, v ktorej st ¢isla v polickach (n, 1), (n,2), ..., (n,n—1) posledného riadku neparne a vietky
ostatné s parne. Takato tabulka ma 7 — 1 neparnych stipcov a 0 neparnych riadkov. Tiez vieme, Ze ak vykoname
parny pocet tahov, situdcia s riadkami a stipcami sa nezmenti, a ak vykondme neparny pocet tahov, budeme mat 1
nepérny stlpec a n neparnych riadkov. V oboch pripadoch mame aspoi 72— 1 neparnych stlpcov/riadkov. Neparny
stlpec/riadok znamend, Ze obsahuje aspon jedno neparne ¢islo, z ¢oho vieme ustdit, ze budeme vzdy mat aspon
n — 1 neparnych ¢isel v tabulke. Teda pre takuto tabulku je n? — n + 1 parnych ¢isel maximum.

Pre nepéarne rozmery tabulky teda vo veobecnosti vieme dosiahnut maximalne n*> — n + 1 parnych ¢isel.

Zaver

Pre tabulku n x n sme v zavislosti od parity » nasli hodnoty N:

2 =2
N={" n =2k keN
n-n+1 n=2k-1
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