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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Krtkova Mozaikova Stena (x < 1)

Zadanie. Ked sa Krtkovi podarilo vyhrat nad starcekom, starceka to natolko napajedilo, Ze zacal 1ibohého Krtka
nahanat po trhovisku. Nastastie sa pred Krtkom zjavil portdl a on cely nateseny don skocil, bez toho, aby vedel, kam
ho prenesie. Portal Krtka vyplul na Artusov okriihly stél. Zaskoceny Artus sa hned dovtipil, Ze Krtko nebude miestny
a rozhodol sa, Ze si Krtka necha ako svojho tajného poradcu. Zavrel ho preto do kumbdlu na metly a zacal sa radit
so svojimi rytiermi, ako s Krtkom naloZia. Krtkovi tam bolo uz dlho a aj sa poriadne nudil. Tak si sadol do vedra a
zapozeral sa na stenu oproti.

Tu si vsimol, Ze stena sa skladd z kachliciek v tvare Sestuholnikov ulozenych v 2 riadkoch po n kachliciek, ako na
obrazku. Krtko poloZil prst na kachlicku vlavo dole. V kazdom kroku posunie prst na susednii kachlicku, ktord je od
nej vpravo hore, vpravo, alebo vpravo dole. Kolko je roznych kachliciek, na ktorych méze mat Krtko prst po presne
n krokoch? Na obrazku niZsie su nakreslené kachlicky pre pripad n = 4, na sivej kachlicke Krtko zacina a modrou je
vyznacend jedna moZnd cesta.

Riesenie. opravuju Bagka (barbora.javorova@trojsten.sk) a Zaneta (tomas.janeta@trojsten.sk)

Kachlicky v dolnom riadku si predstavime ako po sebe idtice parne ¢isla za¢inajuce od ¢isla 0. Kachlicky v hornom
riadku budu predstavovat po sebe idtice neparne ¢isla za¢inajuce od ¢isla 1.

Ked sa nachadzame na ¢isle k, m6Zeme vykonat dva tahy. M6Zeme ist na ¢islo k+ 1 (tento tah reprezentuje prechod
na kachlicku v opa¢nom riadku) alebo mo6zeme prejst na ¢islo k+2 (tento tah zas reprezentuje prechod na kachlicku
v tom istom riadku).

Ako sa da na takéto oznacenie prist a preco by sme ho vobec hladali? Odpoved na druhu otazku je, Ze je fajn si
popisat tlohu formalnej$im sposobom ak nie je prili§ zlozity. M6Ze nam to totiz pomoct v§imnut si vlastnosti,
ktoré by inac zostali nepovsimnuté. A teda prirodzené ¢isla st pri takomto popisovani ¢asto velmi uzito¢né. Od-
poved na prvu otazku - stacilo kachli¢ky ocislovat (prva kachlicka v dolnom riadku ma ¢islo 0, prva kachlicka v
hornom riadku ¢islo 1, atd.).

Chceme odpovedat na otazku: ak zac¢iname na cisle nula a vykoname # tahov, na kolkych roznych polickach sa
mozeme nachadzat? Oznacme (islo, na ktorom sa budeme nachadzat po n krokoch ako k. Aka je najmensia
moznd hodnota k?
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Zjavne k > n, kedZe musime vykonat presne n tahov a kazdy tah nas posunie na ¢islo aspon o 1 vyssie. Zjavne na
¢islo n sa vieme dostat tym, Ze n-krat vykoname tah prvého typu.

Aka je najvacsia mozna hodnota k? Zjavne k < 2n — 1, kedZze kachlicka s vyssim ¢islom neexistuje. Na ¢islo 2n — 1
sa vieme dostat pomocou #n — 1 tahov druhého typu a jedného tahu prvého typu.

Teda pre véetky k, na ktoré sa vieme dostat po presne n tahoch, plati n < k < 2n — 1. Majme nejaké k, ktoré spliia
poslednt podmienku. Dokazeme, Ze sa na toto ¢islo vieme dostat pomocou # tahov.

Vykonajme najprv k — n tahov typu 2 a nasledne 21 — k tahov typu 1. Dokopy teda vykoname (k—n) + (2n-k) = n
tahov a na konci sa nachddzame na &isle 2(k — n) + (2n - k) = k.

To znamena, Ze na konci sa vieme nachadzat na lubovolnom prirodzenom ¢isle k, pre ktoré plati n < k < 2n — 1.
Takych ¢isel je n, a to je aj odpoved na nasu otazku.

2.2 Kralovska Majstrovska Skuska (x < 2)

Zadanie. Po dvoch celych vecnostiach sa dvere na kumbdle otvorili a Artus vytiahol Krtka von. Rozhodol sa, Ze
Krtkove kvality overi Kralovskou majstrovskou skuiskou.

Mdme pravouhly trojuholnik s dlzkami odvesien a, b a dizkou prepony b + 1, kde a a b sti kladné celé ¢isla. Dokdzte,
Ze b je pdrne Cislo.

Riesenie. opravuje David (david.belobrad@trojsten.sk)

KedZe méme trojuholnik, ktory je pravouhly, tak pre dlzky jeho stran bude platit Pytagorova veta, a tak dostaneme
a?+b*=(b+1)%
A+ =b"+2b+1,
a’>=2b+1.

KedZe 2b je uréite parne ¢islo a k nemu pripocitavame neparnu jednotku, tak dostaneme nejaké neparne ¢islo. Tym
padom je a® neparne, a teda aj a bude neparne (pretoze ak by bolo parne, tak by bolo v tvare 2k, ¢o po umocneni
dava 4k?, ¢o nie je nepdarne ¢islo). Vratme sa ale k povodnej Pytagorovej vete a za a dosadme 2k — 1,k € N (lebo
uz vieme, zZe a je neparne):

(2k-1)2+0* = (b+1)?%,
4> —4k+1+b* =b*+2b + 1,
4k* — 4k = 2b,
2-(k*—k)=2k>-2k=10.

No a v tomto momente vidime, ze b musi byt skuto¢ne parne.
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2.3 Kralova Matematicka Samovrazda (x < 3)

Zadanie. KedZe Krtko zdolal skuisku lavou zadnou, tak mu krdl potajme hodil do vrecka priklad, ktorym sa uz dlho
trapil. Ked sa Krtko ospravedlnil, Ze sa pdjde prejst do zdhrady, rukou vo vrecku nasmdtral daky papierik. Avsak
nebol to Ziaden zamilovany odkaz, ale matematicky priklad!

Mame danui priamku p a tisecku AB, ktoré sa pretinajii v bode P réznom od bodov A, B. Navyse vzdialenost bodu A
od priamky p je dvakrdt vicsia ako vzdialenost bodu B od priamky p. Zostrojte' na priamke p body X a Y tak, aby
bol trojuholnik AXY rovnoramenny so zdkladiiou AY a zdroven aby priamka BX bola osou uhla AXY.

Riesenie. opravuje Ondro (ondrej.svehlik@trojsten.sk)

Chceme zostrojit rovnoramenny trojuholnik, o ktorom vieme, ze os uhla AXY prechadza cez bod B. Vieme, Ze
mnozina bodov rovnako vzdialenych od dvoch roznych bodov je priamka, konkrétne os tsecky. Dalej si mdézeme
v§imnut, Ze v rovhoramennom trojuholniku je tato os zakladne totozna s osou uhla oproti zakladni.

Konstrukcia: Spravime kruznicu so stredom v bode B a s polomerom |AB|. Tam, kde sa ndm pretne s priamkou
p, dostaneme dva body, ozna¢me ich Y; a Y,. Tieto teraz s spojime s bodom A a s bodom B. Dostavame dva
rovnoramenné trojuholniky ABY, a ABY,. Nech BUNV Y =Y, (pre druhy z bodov je pokrac¢ovanie analogické).

Teraz zostrojme os uhla ABY. Tito os nam kolmo pretne zédkladnu AY v jej strede, ozna¢me S, a pretne sa aj
s priamkou p, ozna¢me X. Mozeme si skontrolovat, Ze to naozaj je ten nas hladany bod X. Ked spojime A s X,
dostavame dva trojuholniky, AXS a XY§, ktoré maju spolo¢nu jednu stranu XS, rovnaky (pravy) uhol privrchole S a
velkost useciek AS a SY je rovnaka, teda tieto trojuholniky su zhodné. Nakoniec trojuholnik AXY je rovhoramenny
a priamka BX je osou strany AY, a teda aj osou uhla AXY.

B

2.4 Krtkov Majestatny Smar (x < 5)

Zadanie. Ako sa Krtko prechddza po zdhrade, zbadd skupinku pdvov a hned ho pochyti hravd ndlada. Na lavicke
ndjde misku s chlebom, ktory vyuZije na ich lov.

! Ak ste sa s podobnym typom tloh eite nestretli, mdze vim pomdct kratky text na stranke: https://kns.sk/ako_riesit/konstrukcne
ulohy/.
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To prebieha tak, Krtko Smari po pdvovi chlieb, na ktory sa pav chyti alebo nie. S pravdepodobnostou } sa Krtkovi
podari Smarit chlieb majestdtnym Smarom, pri ktorom sa pav chyti s pravdepodobnostou 3. V opacnom pripade hodi
Krtko chlieb malomocnym $marom, kedy sa pdv chyti s pravdepodobnostou 5. Krtko sa opakovane snazi Smarit
chlebom, kym pava nechyti. Akd je pravdepodobnost, Ze Krtko chyti pdva majestdatnym smarom?

RieSenie. opravuju Kaja (karolina.pisonova@trojsten.sk) a Lucy (lucia.tothova@trojsten.sk)

Krtko hadze pavovi chlieb, az kym sa nan pav nechyti. Mozeme preto predpokladat, Ze existuje $mar, na ktory sa
pav chyti. O vsetkych predchadzajucich $maroch vieme potom povedat, Ze na tie sa pav nechytil, lebo by Krtko
prestal hadzat uz skor a nezalezi ndm na tom, aké boli tieto Smary, lebo nam nijak neovplyvnia ten nasledujuci.
Zaujimat nas bude teda az posledny $mar, v ktorom Krtko pava chyti. Vieme, Ze Krtko pava chytil bud majestatnym
alebo malomocnym §marom. Celkova pravdepodobnost chytenia piva majestatnym $marom je 1 -2 = 2. Celkové

4
y v / 7 7 ¥ a4 01 _ 2
pravdepodobnost, Ze Krtko pava chyti malomocnym $marom, je z - 15 = 5=-

Tieto dve udalosti st disjunktné (urcite nastala iba jedna z nich) a nds zaujima, aka je pravdepodobnost, Ze sa
stala jedna konkrétna z nich. M6Zeme teda pouzit znamy vztah pre vypocet pravdepodobnosti, pricom v ¢itateli
bude pravdepodobnost tej udalosti, ktora nds zaujima a v menovateli bude stcet pravdepodobnosti véetkych uda-
losti, ktoré v tomto tahu mohli nastat. Ozna¢me P, pravdepodobnost, ze Krtko v poslednom $mare pava chytil
majestatnym Smarom a P,, pravdepodobnost, Ze ho chytil malomocnym $marom. Potom dostavame, ze hladana
pravdepodobnost je

2.5 Kazdy Moze Spadnit (x < 8)

Zadanie. Pdvovi sa zapdcila Krtkova ¢iapka, aZ ju uchmatol a odletel na nedaleky balkén. To Krtko viak nemohol
nechat tak, kedZe to bola jeho obliibend ciapka. Zacal teda liezt na balkén po brectane. Ako sa snazil prehupniit
cez zdbradlie, zbadal Artusovu manzelku Ginevru ako sa bozkdva s Lancelotom. To ho tiplne vykolajilo, az sa mu
posmykli ruky a zrubal sa na zem. Hlava sa mu zakrutila az tak, Ze videl poletovat rovnice.

Ndjdite vsetky hodnoty redlneho parametra p, pre ktory md rovnica
“20 |x| —xz‘ —p‘ =21

prave 12 réznych korefiov.
Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

V tejto tlohe si veelku pekne vystac¢ime s geometrickou predstavou. Najprv si vieme v§imnut, Ze ak by parameter p
bol mimo absoldtnej hodnoty, tak by zvy$ok funkcie postval iba pozdlZ y-ovej osi — jednoducho by sme k funkcii
priratavali konstantu. Absolutna hodnota by to hadam nemusela velmi zmenit, tak podme do tlohy s tym, ze
parameter sa doriesi nakoniec.

Ako by vyzerala nasa funkcia bez parametra p?
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Tak funkcia je potom vo forme:

|20 x| - x2| = |20- x| - xz‘.

Je na nej uplne zlaté, ze parna. Takze sa rovnako sprava k zdpornym a kladnym cislam. To vidime, ak do nej
napriklad dosadime —x:

[20- | = 2] = (=) = |20 Ixl - (x)?].
Vdaka tomu nam staci pozerat sa iba na x kladné a spravanie sa na zapornych ¢islach dostaneme symetriou podla

y-ovej osi. Na nezapornych ¢islach nam vnuatorna absolitna hodnota ni¢ nerobi (vSak na to sme to robili), a teda
ostdvame uZz pekne sa mraciacu konkdvnu parabolu:
dost Z pek konk: bol

120 - x — %] = |x- (20 - x)|.

100

Tak nasa parabola ma priese¢niky s x-ovou osou vbodoch x = 20 ax = 0. Tiez si teraz vieme vypocitat, kde je a aku
ma hodnotu vo vrchole - parabola je symetricka aspon na intervale [0,20] to plati aj pre nasu. Potom teda je jej
vrchol v strede medzi priese¢nikmi a nadobudame v fiom hodnotu |10 - (20 — 10)| = 100. Super, tak mame dobru
predstavu, ako vyzerd nasa parabola na kladnom defini¢nom obore. Cela je este v absolutnej hodnote, tak zaporné
funkéné hodnoty zobrazme do kladnej polroviny podla osi x. Tym dostavame cervenu krivku na obrazku vyssie
(vSimnite si, ako sa zaporné hodnoty paraboly znazornené svetlou ¢ervenou preklopili cez x-ovu os do kladnych).
Nakoniec zaporné ¢isla dokon¢ime vdaka parite nasej funkcie a dostavame nasledujuci obrazok:

100
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Tak a teraz je najvyssi cas sa pozriet do zadania a zistit, o od nds vlastne chce — aky ma byt parameter, aby rovnica

“20-u|—x2y—p‘=21

mala prave 12 korenov? To vSak neznamena ni¢ iné, ako to, Ze nasa funkcia ma mat 12 priese¢nikov s konstant-
nou ¢iarou y = 21. Teraz ako je, tak md s kazdou konstantou maximalne 6 priesecnikov. Avsak, magia pride s
parametrom. Ako postupne menime hodnotu parametra, tak funkcia sa nim postva hore a dole pozdlz osi y a
nasledne sa nam zaporné hodnoty preklapaju na kladné.

Uvedomme, si Ze na zistenie poctu priese¢nikov s hodnotou 21 ndm staci zistit pocet priese¢nikov funkcie bez
absoldtnej hodnoty s hodnotami 21 a —21. Jednoducho kazdy priese¢nik s —21 sa nam zobrazi na priese¢nik,
ktory nas zaujima (21). Potom v$ak parameter naozaj nerobi ni¢ iné ako to, ze funkciu postva nizsie a vyssie.
Nasa funkcia bez vonkajsej absolutnej hodnoty nadobuiida kazdi hodnotu maximalne 6-krat, a teda jedna $estica
bude musiet pretnut 21 a druha —21. Takze potrebujeme, aby

100 - p > 21,
lebo potrebujeme, aby bol vrchol paraboly nad hodnotou 21 a zaroven
0-p<-21,

aby najmensia hodnota na parabole pretla —21.

Atedap e (21,79).

2.6 Krtko + Metly = Srdiecko

Zadanie. Ked'sa preberie, vidi Ginevru a Lancelota, ktori sa nad nim sklanajii. Ginevra sa podujme mu vysvetlovat,
Ze kujui spolu pikle. Na ¢o sa Krtko ohradyi, Ze on s tym nechce mat nic spolocné, avsak Lancelot ho nepociiva a zavrie
ho do kumbdlu na metly. Tu si Krtko smutne povzdychne, Ze azda mu sii metly sudené. Vsimne si vsak vitrazové
okno, na ktorom je mnoZstvo trojuholnikov.

V ostrouhlom trojuholniku ABC oznacme D, E postupne pity vysok z vrcholov B, C a priesecnik tychto vysok oznacme
H. Nech q je kolmica z vrcholu C na priamku DE a I je priesecnik q s priamkou BD. DokdZzte, Ze trojuholniky HIC a
ABC su podobné.
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Riesenie. opravuju Jozko (jozef.rajnik@trojsten.sk) a Milo§ (milos.micik@trojsten.sk)

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMat Sen.
Nacdrtnime si situdciu zo zadania a ozna¢me si priese¢nik priamky g a priamky DE ako J.

Trojuholniky AEC a HDC st podobné, kedZe maju jeden pravy uhol a jeden spolo¢ny uhol ACE = DCH. Tym
padom aj uhly EAC a CHD st rovnako velké.

|<EAC| = |<CHD| = «
Stvoruholnik BCDE je tetivovy, nakolko uhly BDC a BEC su oba pravé a lezia nad rovnakou tetivou BC. Tym
padom aj uhly CED a CBD maju rovnaku velkost, nakolko lezia nad rovnakou tetivou CD.

|< CED| =|<CBD| =8

Trojuholniky BCD a EC]J su podobné, nakolko oba maju jeden uhol pravy a jeden velkosti §. Z toho vyplyva, ze
uhly BCD a ECJ su tiez rovnako velké.

| <BCD| = |<EC]| =y
Posledne uz vieme dokazat, ze trojuholniky HIC a ABC su podobné, nakolko oba maju dva uhly rovnakej velkosti.

|<CHI| = |<BAC|=«  |<ICH|=|<ACB|=y

Komentar

Na rovnost uhlov CED a CBD je mozné prist aj bez pouzitia tetivovych $tvoruholnikov. Staci si za pomoci vr-
cholovych uhlov pri vrchole H v§imnut, ze trojuholniky EBH a DCH st podobné, kedZe maju dva uhly rovnake;
velkosti. Tym padom st pomery stran EH a DH rovné pomeru stran BH a CH.

Nasledne vieme o trojuholnikoch BCH a EDH povedat, Ze si podobné, pretoZe majui jeden vrcholovy uhol rovnakej
velkosti a pomery dvoch stran st rovné. Tym padom dostavame hladantd rovnost uhlov CED a CBD.
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2.7 Kuzelnik Merlin Sopti

Zadanie. Ked'sa Krtkovi stastne podarilo otvorit okno, cely nateseny vyskocil von, nehladiac kam padd. Dopadne
do piesku, kde kiizelnik Merlin rdta zapeklity priklad a cely mu ho rozprdsi. Merlina to viplne napajedi, ale Krtko sa
hned poniikne, Ze rovnice zarnho vyriesi.

V obore kladnych celych Cisel vyrieste stistavu rovnic
2x% = 4y* +32% + 2,

13x = 4y + 3z + 29.

Riesenie. opravuje Lucka (lucka.krajcoviechova@trojsten.sk)

Pozrime sa najskor na paritu. V prvej rovnici su vSetky ¢leny okrem 3z? parne, takze aby tato rovnica platila, musi
byt parne aj 322, a teda aj z. Prava strana druhej rovnice potom bude neparna, a preto 13x, a teda aj x, musi byt
neparne.

Mohli by sme skumat aj delitelnost dalsimi ¢islami, no vyhodnejsie moze byt pokusit sa ohrani¢it hodnoty, ktoré
mozu premenné nadobudat. V prvej rovnici vieme s vyuzitim y?,z? > 0 ohranicit prava stranu dvomi spésobmi
2x° = 4y* + 322+ 2 > 2y,
2x% = 4y* + 327 + 2 > 227

KedZe x, y, z su kladné, tak z toho vyplyva x > y a x > z. Tieto ohranicenia mézeme vyuzit v druhej rovnici:

4y +3z+29=13x=6x+4x+3x > 6x+4y + 3z

Odc¢itanim 4y + 3z od oboch stran dostaneme

6x < 29,
tize x < 2 < 5. Zarovefix > y > 1. Vieme teda, Ze 1 < x < 5 a zarovefi x je neparne, a tak x méze byt len 3. Nakolko
zje parne a z < x, jedind moznost pre z je z = 2. Potom z druhej rovnice v zadani dostaneme y = 1. Sustava rovnic
zo zadania tak mé nanajvy$ jedno rieSenie a zostdva ndm uz len overit, Ze (x, y,z) = (3, 1,2) naozaj vyhovuje. To
overime jednoducho dosadenim do oboch rovnic - v prvej nam vyjdu obe strany rovné 18 a v druhej 39, ¢ize obe
rovnice platia. Jedinym rie$enim sustavy rovnic zo zadania tak je (x,y,z) = (3,1,2).

2.8 Karambol Matematickych Stratégii

Zadanie. Na Merlina zapdsobi, ako rychlo Krtko vyriesi sustavu rovnic, a preto ho pozve k sebe na obed. Po obede
Merlin vytiahne hru, aby po tolkom jedle aj trochu rozhybali mozgy.

Merlin rozdeli ¢isla 1, 2, ..., 2n do n disjunktnych dvojic (teda kazdé z 2n Cisel bude v prdve jednej dvojici). Krtko si
vyberie prave jedno cislo z kazdej dvojice, ktorii Merlin vytvoril. Ak stucet cisel, ktoré si Krtko vybral, je nasobok 2n,
Krtko vyhrd. Inak vyhrd Merlin. V zdvislosti od n rozhodnite, ktory z hrdcov md vyhrdvajiicu stratégiu’.

Riesenie. opravuju MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk) a Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

*Vyhrévajuca stratégia je takd, vdaka ktorej hra¢ vyhré bez ohladu na to, ako bude hrat stper.
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Zacnime jednoduchym pozorovanim o celkovom sucte ¢isel. Plati

2n(2n+1
:M:n(2n+l):2n2+n.

1+2+...4+2n
Mozeme si vSimnut, Ze sucet véetkych cisel dava po deleni 2n zvysok n. Teda ak sa Krtkovi podari vybrat ¢isla tak,
aby bol ich sucet delitelny 2n, sucet ostatnych bude mat zvysok n. Vo vSseobecnosti Krtko rozdeli ¢isla na 2 kopky
— ta, ktoru si vezme, a tu, ktort necha tak. Mdzeme si v§imnut, Ze ak je sicet na jednej kopke nasobkom n, na
druhej je tiez. Zvysky danych suctov po deleni 2n teda musia byt 0 a n, aby sedel celkovy stcet.

Rozdelme si priklad na 2 ¢asti, podla toho, ¢i je n parne alebo neparne. Z predoslého odseku vieme, ze Krtko vyhra
prave vtedy, ked rozdeli ¢isla na dve kdpky tak, ze sucet ¢isel na hociktorej z nich je nasobkom #. Pre jednoduchost
pocitajme miesto s povodnymi ¢islami, s ich zvy$kami po deleni n.

Zac¢nime s parnym n. Lahko si vS§imneme, ze Merlin dokaze poparovat ¢isla tak, aby tie s rovnakym zvyskom po
deleni # boli spolu. (Kazdé ¢islo od 1 po n bude v dvojici s ¢islom o n va¢sim.) Nech bude Krtko robit ¢okolvek,
nakoniec si vezme z kazdého zvysku po jednom. V takom pripade v§ak prehrd, lebo 0+1+...+(n—-1) = n(n—1)/2.
KedZe n — 1 je neparne, vysledné ¢islo nebude delitelné n. Merlin mad teda vyhravajtcu stratégiu.

Prejdime k neparnemu n. Velmi lahko vidime, ze Merlinova stratégia, ktora fungovala pre parne n, teraz nefun-
guje. Po chvili skusania si vS§imneme, Ze Krtkovi sa aj pre iné rozdelenia vcelku dari volit ¢isla dost Sikovne na
to, aby vyhral. Skidsme teda dokazat, Ze to tak bude pre kazdé neparne n. Opit vyuzijeme, Ze Krtkovo vitazstvo
zavisi na tom, ¢i dokaze ¢isla rozdelit tak, aby mala kazda kopka stucet delitelny n. Pre jednoduchost rozlisme
¢ervenu a modrua kdpku. Krtko rozdeli kazdu dvojicu od Merlina medzi tieto dve kopky. Ak budi mat obe stcet
delitelny n, jedna bude mat sucet delitelny dokonca 2# a jej volbou Krtko vyhra. My ukazeme nieco este silnejsie,
a to dokonca, ze Krtko vie zariadit, aby aj ¢ervena aj modra kdpka obsahovali kazdy zvySok po deleni » prave raz.
To mu pomoze, pretoze sucet ¢isel od 0 do n — 1 je pre neparne n delitelny ».

Nech si teda Krtko na zaciatku zvoli nejakd dvojicu a, b, ktoru vytvoril Merlin. KedZe este nie je ni¢ zaradené,
moZe daf a na éervent kopu a ni¢ tym nepokazi. Cislo s rovnakym zvy$kom ako a po deleni n potom zaradi do
modrej. Ak toto ¢islo bolo b, moéze zacat ,,odznova“ so zvy$nymi ¢islami, kedZe zaradené ¢isla nemaju na zvySok
vplyv. Inak je to ¢ # b z dvojice ¢,d. Krtko zaradi d do ¢ervenej a pokracuje s novym zvyskom dalej rovnako.
Prejde do novej dvojicky a ¢islo s danym zvySkom zaradi do modrej. Takto nenarazi znovu na zvysok, ktory uz
je zaradeny. KedZe ma k dispozicii len konecne vela ¢isel, raz sa dostane k ¢islu, ktorého dvojicka uz zaradena je.
Toto ¢islo zaradené este nebolo, takze je to b. To zaradi do modrej kopky, ¢o sedi, kedZe a je v Cervenej. Zaradené
dvojicky ani zvy$ky uz nemaji vplyv na zvysné cisla, a tak moze Krtko zacat svoj postup znovu.

Ako mozeme vidiet, Krtko dokaze rozdelit zvysky na modru a ¢ervent kdpku a udrzat sa pritom v medziach
stanovenych zadanim. Nasledne si uz len vyberie jednu tak, aby vyhral. Krtko ma teda vitaznu stratégiu.

2.9 Kamuflaz Mam Stromovu

Zadanie. Po tom, ¢o spokojne dohrajii hru, sa ozve buchot pred Merlinovou chatréou. Krtko vykukne z okna von a
zbada vojakov, ktori ho hladajii. Neviha ani chvilu a vylezie cez okno na nedaleky strom. A kym vojaci spovedaju
Merlina a prehladdvajii dom, Krtko sa obzerd po listoch na strome.
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Krtkov strom® mad 2n listov. Ukdzte, ze vZdy vieme pridat n hrdn tak, aby vysledny graf bol siwvisly aj po zmazani
lubovolnej hrany (zmazat mozno povodnii alebo novii hranu).

Riesenie. opravuje Matas$ (matus.zubcak@trojsten.sk)
List je vrchol v strome, z ktorého vychadza len jedna hrana.
Hranami musime posp4jat len listy, inak by po odobrati hrany, ktord vychadza z listu ostal nesuvisly graf.

Samotny dokaz vykoname sporom. Predpokladajme, ze nevieme pospajat 2n listov pomocou n hran tak, ze po
odobrati akejkolvek hrany bude vysledny graf savisly. Kazdé poparovanie 2# listov #n hranami nam ur¢i mnozinu
hran takych, ze po odobrati ktorejkolvek hrany z tejto mnoziny ziskame nesuvisly graf. Rozmyslite si, Ze tito
mnozina nikdy neobsahuje hrany veduce do niektorého z listov. Nech M je minimalna takato mnozina hran (ak
zoberieme do uvahy vSetky mozné poparovania v danom grafe). Ukazeme si teraz, Ze z poparovania listov, ktoré
nam urcuje mnozinu M, vieme vytvorit nové popdarovanie, ktoré bude mat mensiu takdato mnozinu, ¢o bude v
spore s minimalitou mnoziny M.

Nech hrana e = v;v, patri M. Potom odobratim hrany e znesuvislime pévodny graf. Nech P je to poparovanie,
ktoré generuje mnozinu M. Po odobrati hrany e dostaneme 2 grafy. Nech L, su listy, ktoré su v tom istom grafe
ako vrchol v;. O tychto listoch vieme, Ze musia byt poparované medzi sebou, lebo inak by sme po odobrati hrany e
vedeli prejst z v; do vrchola v, ¢o nevieme. Rovnako to isté vieme o listoch, ¢o su v grafe s vrcholom v,. Nazvime
ich listy L,.

Vyberme si teraz dva listy x, y z L, a dva listy a, b z L, také, ze xy aj ab s hranami z tych » hran (teda vrcholy x, y
a a, b su spojené hranou).

Skonstruujme teraz nové parovanie P’ z parovania P nasledovne: ponechame v iom vsetky hrany z P okrem xy, ab.
Miesto nich tam pridame hrany ax, by. Parovaniu P’ prislachaja hrany M’, ktorych odobratim vznikne nestvisly
graf.

Ukéazeme si teraz, ze vSetky hrany, ktoré nepatrili do M nepatria ani do M’, a ze hrana v,v, tiez nepatri do M'.
Preto |[M’| < |M], ¢o bude spor s minimalitou M.

V poparovani P’ po odobrati hrany e = v,v, sa vieme z vrchola v; do vrchola v, dostat nasledovne: z vrchola v,
sa vieme dostat do vrchola a, odtial novou hranou ax do vrchola x a odtial sa vieme dostat do vrchola v,. Preto
odobratim hrany e nevznikne nesuvisly graf, a preto nepatri do mnoziny M'.

Teraz uz rovno nahliadneme, ze vsetky hrany, ktoré nepatrili do M nepatria ani do M’. Najprv si ale este zadefi-
nujeme dva intuitivne pojmy, ktoré pri dokaze vyuzijeme.

Nech a-b cesta je cesta medzi vrcholmi a, b v pdvodnom strome a x-y cesta je zase cesta medzi vrcholmi x, y v
povodnom strome (bez toho, aby sme do stromu pridali tych n hran).

Nech h = uv je hrana, ktora nepatrila do M pri poparovani P, teda jej odobratim nevznikol nesuvisly graf pri
danom poparovani.

Zrejme si podvodny graf vieme rozdelit na dva grafy spojené hranou e. Nech G je graf, ktory obsahuje vrcholy a, b
a G, je graf, ktory zase obsahuje vrcholy x, y.

3https ://sk.wikipedia.org/wiki/Strom_(te%C3%B3ria_grafov)
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BUNYV nech h patri G (ak h patri G, myslienka dokazu je analogickd). Chceme teraz vytvorit cestu medzi vr-
cholmi u a v pri novom poparovani P’. Vytvorime ju simulovanim povodnej cesty, ktort sme v predoslom odseku
spomenuli a naslednymi drobnymi upravami, ak to bude potrebné.

Simulujme teraz cestu medzi vrcholmi u, v pri povodnom poparovani P, kym nenarazime na hranu ab. Ak na nu
nenarazime, rovno sme vytvorili cestu medzi u, v v novom poparovani P'.

Ak ale cesta obsahovala hranu ab, vieme pokracovat nasledovne: prejdeme po hrane ax potom prejdeme x-y
cestou a na zaver prejdeme hranou yb. Zrejme cesta medzi u, v pri p6vodnom poparovani je len v grafe G, lebo
oba vrcholy st v grafe G, a z G; do G, sa da dostat len jednou hranou e. Rovnako to isté mozeme povedat o x-y
ceste, takze sa nebudu krizovat. Nasledne pokrac¢ujeme uz bez problémov az kym neprideme do vrchola v, pretoze
vieme, ze p6vodna cesta nemoze obsahovat aj ab aj xy hranu.

V pripade, ze h patri grafu G, postupujeme analogicky. Ak narazime na hranu xy, v ceste ju nahradime hranou
ax, a-b cestou a hranou yb.

Tym sme ukazali, ze kazda hrana, ktora nepatrila do M nepatri ani do M’ a sti¢asne hrana e patrila do M ale do
M’ uz nepatri. Preto |[M’| < |M|, ¢o je nami hladany spor.

2.10 Krtkova Malovacia Seansa

Zadanie. Z tolkého vypytovania Merlina rozboli hlava a vojakov odéaruje spéit do hradu. Krtko moéze bezpecne zliezt
a hned’sa aj Merlinovi podakuje. Krtko sa s Merlinom rozluci, Ze ide malovat akvarely krajiniek, na ¢o mu Merlin
da balicek s jedlom na cestu. Ked Krtko domaluje svoj posledny akvarel zapadu slnka, rozbali si Merlinov balicek, v
ktorom okrem jedla ndjde aj Merlinovu knihu matematickych prikladov s autogramom. Zacne si knihu listovat a na
ndahodnej strane ndjde...

.....

¢islami tvaru a® + 29, kde d | n a 1 < d < n. Ndjdi vietky n, pre ktoré existuje n-rozloZitelné ¢islo.

Riesenie. opravuje M&M (marek murin@trojsten.sk)
Dobrym pristupom, ako pochopit zadanie, je dosadit nejaké ¢isla. Najmensie n, pre ktoré mozeme zadanie riesit,
je n = 2. Potom tlohou je ndjst také a, aby a' + 2! | a? - 22. Kedze a? - 2% = (a - 2)(a + 2), tak delitelnost plati pre
IubovoIné a > 2. Prirodzené ¢islo n = 2 je teda rieSenim, pre ktoré existuje n-rozlozitelné ¢islo a. Mat jediného

delitela 1 < d < n, d = 1 saz pohladu skiimania tlohy oplati, pretoze treba overovat iba malé mnozstvo delitelnosti.
Také cisla n st prvodisla.

Nech n = p € P, potom je tlohou néjst také a, pre ktoré a + 2 | a? — 2¢. KedZe netreba ndjst vietky také a, tak po
chvilke sktidania sa dé lahko najst, ze pre a = 6 plati 8 | 6# — 2¢ = 2/(37 — 1) - lebo pre lubovolné prvocislo p > 2
plati, Ze prava strana je delitelna aspon 2°*! (z toho, Ze 37 — 1 je parne).

Pre priaznivcov vSeobecnejsieho pristupu, nech p je neparne prvocislo. Potom
ab =20 =(al +2P)-2-2" =(a+2)(@' -2 -aP > +4-al7 — -+ 207 — 271, (10.1)

Preto a + 2 | a? — 2? prave vtedy, ked a + 2 | 2°*!, a teda a = 2F — 2, pre vhodné 2 < k < p + 1. Ako priklad pre
prvocislo 5 st vyhovujtce rie$enia a iba a € {62,30, 14,6}.
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Prvocisla st vyriesené, pozrime sa na zlozené cisla. Nech teda n = x -y, kde y > 1 je nepdrne ¢islo. Potom
podobnymi upravami ako v (10.1) dostaneme

a" = 2" =@ =2 = (a* +2°) (a*0) = 2% . g*07D) 4 gx . g¥03) g 0¥y _gneL (10.2)

z ¢oho je vidiet, Ze a* + 2% | a" — 2" prave vtedy, ked a* + 2% | 2"*1, teda ked a* + 2* je mocnina dvojky. Vyraz a* + 2*
ma byt mocninou dvojky vdc¢Sou ako 1, takze vieme, Ze 2 | a. Nech teda a = 2 - b. Potom a* + 2* = 2¥(b* + 1), a
preto vyraz b* + 1 ma byt tiez mocninou dvojky - nech je to 2%, z ¢oho 2K - b* = 1.

Toto je znamy problém Catalan’s conjecture (Catalanova domnienka alebo Mihailescova veta)?, ktory ma vo svojej
vSeobecnej forme x* — y* = 1 pre prirodzené a,b > 1, x,y > 0 jediné rieSenie x = 3,a = 2,y = 2,b = 3. Toto rieSenie
v$ak na§mu problému nevyhovuje. Preto jedinym rie$enim rovnice 2f — b* = 1,kde x > 1,jeb=1ak = 1. Z toho
je ale jasné, Ze a = 2, ¢o je spor so zadanim. Preto n nema neparneho delitela.

Zostavajuca moznost je, Ze n je mocnina dvojky.

Dobrym pozorovanim je, ze a?* — 22k = (ak + 2K) (a* — 2F). Zovseobecnenim tejto tvahy je
azk _ 22k _ (azk—l + 22k—1) (azk—l _ 22k—1) _ (azk—l + 22k—1) (azk—z + 22k—2) (azk—z _ 22k—2) _
= (@ 22) (@74 22T) (@4 2) - (a4 2) - (a-2).

Kazdy delitel 2F ma svoj prislusny faktor vo vyraze. Preto existuje n-rozlozitelné ¢islo a > 2, a teda n je rieSenim.

Preto jediné rieSenia su, ked n je prvocislo alebo mocnina dvojky.

4h‘ctps ://en.wikipedia.org/wiki/Catalan%27s_conjecture
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