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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 KruZnicové Mariine Saty (x < 1)

Zadanie. ...hned, ako docita zadanie prikladu z Merlinovej knihy, sa pred nim zjavi portdl, ktory ho tentokrdt zoberie
do dielne Frantiska I. Lotrinského. Ten ho hned zapriahne do prdce. Potrebuje totiZto vystrihnit perfektnii kruznicu
na Saty pre Mdriu Teréziu.

Majme stvorec REKT s priesecnikom uhlopriecok L. Urcte polomer kruznice vpisanej trojuholniku KEL vzhladom na
dizku strany $tvorca.

Riesenie. opravuje Milo§ (milos.micik@trojsten.sk)

Polomer r kruznice vpisanej trojuholniku KEL vieme vyjadrit pomocou obsahov trojuholnikov. Ozna¢me si stred
tejto kruznice ako S. Z nacrtu vidime vztah pre obsah trojuholnika EKL a obsahy trojuholnikov EKS, KLS a LES:

Sexr = Sexs + Skrs + Sts- (1.1)
1
R a T
T
1
1
I
1
1
1
I
1
I
|
1
I
1
|
a L a
I
. 1 -
. .
-
-\\ I ”4’
IS 1 -
.-‘- ] d’
=~ r " r -
- p
-“\\|"’,’
ph
PPl Dt
-
- r ~
I” \‘\
’l \\
G \‘~\
hd -~
“E a K~

Vieme, ze uhlopriecky $tvorca rozdeluju $tvorec na $tyri zhodné trojuholniky. Tym padom vieme urcit obsah
trojuholnika EKL ako $tvrtinu obsahu $tvorca REKT:

S 1S Lz
= - =—a".
EKL 4 REKT 4
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Obsah trojuholnika EKS vieme vyjadrit fahko, nakolko pozndme dizku jeho strany a aj dlzku vysky na tuto stranu:

1 ar
SEKS = 57’|EK| = E

Pri trojuholnikoch KLS a LES musime spravif o krok navyse, nakolko nepozname dizku ich strany. Ta viak vieme
zistit pomocou Pytagorovej vety z trojuholnika EKT alebo EKL alebo mozeme vyuzit relativne znamy poznatok,

7e pomer uhlopriecky §tvorca a jeho strany je v/2, &ize |EL| = %a, pomocou ¢oho vieme fahko vyjadrit obsahy

1 a\/i ar\/z

Skis = Sips = ———r = .
KLS = OLES = 5 — 1

Doplnenim vsetkych tychto obsahov do (1.1) dostavame vztah pre stranu $tvorca a a polomer vpisanej kruznice
r:

1, ar ar\/z ar\/z
—-a"=—+ + ,
4 2 4 4
1, ar ar\/z
—-a‘=—+ ,

4 2 2

1

—a? zar(1+\/§),

[\

1

———a-=rm,

2(1+V2)
V2-1 V2-1 \/E—la

a=

2(V2en(va-)t 220t T2

V poslednom kroku sme urobili tzv. usmernenie zlomku. Pomocou vzorca (A — B)(A + B) = A% — B? sme sa zbavili
odmocniny v menovateli.

Iné riesenie.
Alternativne sme mohli na ziskanie tohto vztahu vyuzit trigonometriu v trojuholniku EGS, kde G je stred strany
EK. Vieme vyjadrit tangens uhla GES ako

GS r
tan(|< GES|) = % =1
2

Z tohoto vztahu vieme vyjadrit polomer kruznice:
1
r= 5atan(| <EGS)).

Velkost uhla GES vieme lahko zistit na zaklade toho, Ze stred S vpisanej kruznice lezi na priese¢niku osi uhlov
trojuholnika EKL. Uhol KEL ma 45°, tym padom musi mat uhol GES 22,5°. Hodnota tan(22,5°) nie je Gplne
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bezne zndma, no da sa zistit napriklad pouzitim vzorca pre polovi¢ny uhol tangensu, ktory je

x 1-cosx
tan - = ———
2 sin x

Z toho véak vieme prist na to, ze tan(22,5°) = /2 — 1, vdaka ¢omu dostaneme vztah pre polomer kruZnice

r= %a(\/z— 1).

3.2 Kruh Mame Skazeny (x < 2)

Zadanie. Krtko mu cely nateseny ukdze kruh, ktory vystrihol. Avsak Frantisek ho pocastuje: ,,Ved z toho ja Saty
spravit neviem!“ A hned zacne Krtkovi vysvetlovat, Ze kruznica musi mat vhodné parametre:

x> =12n+5.

Naco sa hned Krtko zarazi, Ze ved takd kruznica neexistuje. Ukdzte, Ze mal Krtko pravdu a pre x,n € N nemd rovnica
Ziadne riesenie.
Rie$enie. opravuju M&M (marek. murin@trojsten.sk) a Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Chceme zistit, ¢i existuje také x, ze x> dava po deleni dvanastimi zvy$ok 5. Matematicky' to vieme zapisat aj ako
x* =5 (mod 12).

Nech x = 12r+s. Potom x? = (12r+s)? = 14472 + 24rs +s2. V§imnime si, Ze prvé dva ¢leny st delitelné dvanastkou,
a preto zvy$ok mocniny zévisi iba od zvy$ku umocrniovaného ¢isla. Inymi slovami x2 = s> (mod 12).

Vyraz s? pres € {0,1,2,...,11} méa zvy$ky 0,1,4,9,4,1,0,1,4,9,4, 1, a teda skuto¢ne neobsahuje 5.

Co ak by sme vsak mali ukdzat, Ze rovnica x? = 1287n+5 nemd Ziadne rieSenie pre x, n € N? Potom by vypisovanie
vSetkych moznosti zvyskov modulo 1287 neprichadzalo v ivahu. Pozerat sa na zvysky sa nam ale zjavne oplatilo,
skusme to teda znova, ale s men$im modulom - a to nejakym malym delitefom toho pévodného.

Iné riesenie

Pozrime sa teda zvl4st na delitelnost 3 a 4. Prava strana ddva po deleni $tyrmi zvy$ok 1. Lavd strana x> dava pre
zvysky 0, 1,2, 3 ¢isla x postupne zvysky 0, 1,0, 1. Zatial ziaden spor nevidime. Avsak po deleni tromi dava prava
strana zvy$ok 2, kdezto ta lava pre zvyskové triedy 0, 1,2 dava postupne zvysky 0, 1, 1. Ak sa ale obe strany maja
rovnat, musia sa rovnat aj ich zvysky, ¢o je spor. Mdzete si premysliet, Ze zvySkami po deleni trojkou by sa dal
odargumentovat aj variant tlohy s ¢islom 1287.

Riesenie pre fajnSmekrov

Zadanie je ekvivalentné s tvrdenim, Ze 5 je kvadratickym zvyskom modulo 12 Vytiahneme preto tedriu kvadra-
tickej reciprocity.

!Takyto typ zdpisu nazyvame kongruencia.
2h‘ctp: //thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/tc2006/tc.pdf, kapitola 4,
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KedZe 12 = 22 - 3 a ¢islo 5 je nesudelitelné s oboma ¢initelmi, podla ¢inskej zvyskovej vety staéi overit, ¢i 5 je
kvadratickym zvyskom po deleni 4 a 3.

5 5
Teda treba zistit, comu st rovné (A_L) a (5)’ kde (g) je Jacobiho symbol”.

5 5 2
Sice prvy vyraz je zrejme (4_1) = 1, pretoze 52 = 25 = 5 = 1 (mod 4), ale druhy vyraz (5) = (—) = -1, pretoze

3
(B3x+1)2=9x>+6x+1=1 (mod3)a(3x+2)2=9x>+12x+4 =1 (mod 3).
Ak by nam nahodou toto prislo stale velmi jednoduché, mohli by sme pouzit Eulerovo kritérium, na zaklade
2 -
ktorého (5) =2% =-1.

Preto také ¢isla x a n neexistuju.

3.3 Kociar Miesto Suapravy (x < 3)

Zadanie. Frantisek sa mu chce podakovat, a tak ho pozve k nemu domov do krdlovského paldca. Zavedie ho ku
kociaru, kde sa Krtko zacudovane opyta: ,,A ved'ked'si hovoril, Ze tento hrad je az vo vedlajsom meste, tak nepdjdeme
radsej viakom? Nebude to rychlejsie a pohodinejsie?* ,Viakom?* zacudovane sa opyta Frantisek, ,,Co to je? Ako
to funguje?* . Tak tu mi viak nehrozi...“ Krtko si smutne povzdychol a podujal sa Frantiskovi vysvetlovat, Co to ten
vlak je.

Na zeleznicnej stanici v Krtkovom meste maju dve slepé kolaje, ktoré sa na jednom konci spdjajii do jednej, kadial
pokracuje trat von z mesta. Na prvej kolaji stoji siiprava vlaku pozostdavajica z rusiia a n navzdjom rozlisitelnych
vagonov. V jednom kroku mozu zelezniciari spravit nasledovny proces:

o rozpoja supravu na 1. kolaji na lubovolnom mieste,
o ruseri odtiahne vagony, ktoré ostali za nim zapojené, von z mesta,

o rusefi zacuva na 2. kolaj a tym odtlaci vagony, ktoré boli odtiahnuté von z mesta, pricom ak sa na 2. kolaji uz
nachddzajii vagony, tak ich k nim pripoji,
o pokial este na 1. kolaji ostali vagény, ruser odpoja od vsetkych vagonov na 2. kolaji a vrdti sa naspdt na 1.
kolaj, kde ho pripoja na vagény.
Tento proces Zelezniciari lubovolne opakuju, dokym vsetky vagony neskoncia na 2. kolaji.
Kolko réznych suprav moZno tymto spésobom zloZit?
Napriklad ak na zaciatku boli na 1. kolaji za rusiiom vozne 1, 2, 3, tak Zelezniciari mohli napriklad najskor rozpojit
supravu medzi vozniami 2 a 3, potom odtiahnut vozne 1 a 2 von z mesta a ndsledne ich presuniit na 2. kolaj. Rusen

sa potom vrdti na prvii kolaj, pripoji sa k nemu vozen cislo 3, vyjdii von z mesta a potom prejdii na druhii kolaj. Na
konci tak budu na druhej kolaji za rusfiom vozne v poradi 3, 1, 2.

Riesenie. opravuje Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

Pozrime sa, ako nakoniec vyzeralo kazdé preusporiadanie celej supravy. Vzdy ho vieme popisat iba miestami, na
ktorych sa rozhodnu povodnu stpravu rozpojit. Vsetko ostatné je jednoznacné, postupne odobert odpojeny kus
supravy a preradia ho na druhu kolaj, ako sa pise v zadani.

*Jacobiho symbol nadobtida hodnotu -1, ked a nie je kvadratickym zvyskom modulo b, 1 akjea 0 ak b | a.
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Medzi kazdymi dvoma z n vagénov mozu supravu bud rozpojit alebo nerozpojit, nie je to nijak ovplyvnené tym,
¢i uz supravu rozpojili na inom mieste. Pocet moznosti, ako to urobit, teda bude 277!, lebo pocet miest medzi
vagénmi je n — 1 a kazdé ma 2 moznosti.

Teraz uz len treba ukazat, Ze nam z dvoch inych porozpdjani nemoéze na konci vzniknuat rovnaka stprava. To
overime lahko - pozrieme sa na nejaké miesto, kde sa dve porozpajania liia, teda v jednom sme tam stpravu
rozpojili a v jednom nie. Dva vagony, ktoré si priamo pri takomto mieste, ostand v pripade nerozpojenia vza-
jonme v pévodnom poradi, no v pripade rozpojenia sa do novej supravy dostane najprv vagon ktory bol blizsie k
lokomotive, teda potom bude z tych dvoch blizsie k mestu.

3.4 Kriza Miestneho Straznika (x < 5)

Zadanie. Ako prechddzajii hradnou branou, vsimne si Krtko strdznika, ktory lezie po rebriku na vrch hradieb. Avsak
rebrik sa mu pomalicky zosuichava po stene dolu.

Rebrik dlzky d sa opiera o stenu. Vzdialenost spodku rebrika od steny je x. Potom sa posunie spodok rebrika o
vzdialenost x dalej od steny a vrch rebrika sa posunie o y, niZsie. Potom sa posunie spodok rebrika znova o x, vrch
rebrika sa posunie o y, niZsie a tak dalej. Rozhodnite, Ci je postupnost Cisel y; rastiica, klesajiica alebo konstantnd.
Urcte cisla y; v zavislosti od x a d.

Riesenie. opravuju Mimi (matej.hanus@trojsten.sk) a Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

3.5 Krtkove Malé Starosti (x < 8)

Zadanie. Frantisek zobral Krtka do audiencnej siene, kde mala Mdria Terézia prave poradu. Avsak miesto radenia
sa o problémoch krajiny jej radcovia nahdnali jej 7 deti po celej sdle. Nestastnd pestiinka len zalamovala rukami a
snazila sa stiahnut posledné dieta z rokovacieho stola. Potom, ¢o Frantisek s Krtkom vosli, cisarovnd Mdria Terézia
ukdzala prstom na Krtka a spytala sa: ., To je td novd pestunka?* Kedze necakala na odpoved, Krtkovi nezostalo
nic iné nez zacat chytat deti. Naraz dostal vynikajici ndpad. Z tasky vytiahol pravidelny osemsten a zapiskal. Deti
zaujaté nezndmym predmetom sa okolo neho zhrkli a Krtko sa pustil do vysvetlovania svojej hry.

Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ndhodne napiseme na steny pravidelného osemstena, kazdé prave raz, na kazdi stenu
prave jedno Cislo. Akd je pravdepodobnost, Ze Ziadne dve za sebou idiice cisla nie sii napisané na stendch, ktoré majt
spolocnii hranu? Cisla 1 a 8 povaZujeme tiez za za sebou idice.

Riesenie. opravuje Michal S. (michal stanik@trojsten.sk)

Pravdepodobnost spocitame tak, ze vypocitame pomer poctu vyhovujicich oznaceni stien osemstena k poctu

vSetkych moznych oznaceni osemstena. Vsetkych oznaceni je 8!, pretoze pre prvé ¢islo mame 8 moznych stien,
pre dalsie uz len 7 volnych stien, a tak dalej.*

Podme spocitat, kolko je vyhovujucich ocislovani stien. Ofarbime si steny nasho osemstena striedavo ¢iernou a
bielou tak, Ze ¢ierna stena susedi iba s bielymi stenami a biela iba s ¢iernymi. Je celkom lahko vidno, ze takéto
ofarbenie existuje. Toto ofarbenie ma ti peknu vlastnost, Ze ak po sebe iduce ¢isla st na stenach tej istej farby, tak
urcite nie si na susednych stenach a vsetko je v poriadku. Naopak, ak by mali byt nejaké dve po sebe iduce ¢isla
na stenach roznych farieb, musia to byt steny presne oproti sebe (voci stredu osemstenu). Steny oproti sebe st zas
vzdy réznych farieb.

*Vykri¢nik znaéi operéciu faktorialu, ktora je definovana tak, Ze n! je stcin vietkych prirodzenych ¢isiel od 1 do n, teda napriklad
8!=8-7-6----- 1.
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Namiesto toho, aby sme priamo priradovali k ¢islam 1 az 8 steny osemstena, najskor k nim priradime iba farby
stien a azZ potom priradime ku kazdému ¢islu niektort zo stien priradenej farby. Pocet ocislovani stien teda zistime
takto v dvoch krokoch.

Ked si zapiseme farby stien, na ktorych su ¢isla 1 az 8, postupne do kruhu (pretoze aj 1 a 8 st za sebou iduce ¢isla),
dostaneme kruhovy zoznam. Ten sa sklada z nejakych tsekov rovnakych farieb, na ktoré sa pozrieme blizsie.

Prvé pozorovanie je, ze ak je ¢islo i na bielej stene a ¢islo i + 1 na ¢iernej, i + 2 nemoze byt na bielej (pretoze by
muselo byt na stene oproti i + 1, aby s nim nesusedilo, ale tam uz je i z rovnakého dovodu). Samozrejme, pocitame
tu modulo® 8. Inak povedané, kazdy tsek jednej farby ma dizku aspon dva. Dalej plati, Ze biele tseky a ¢ierne
useky sa na kruhu striedaju, teda oboch je rovnako vela.

Rozoberme si (disjunktné®) pripady, ktoré moézu nastat:

1. pripad

Ak mame iba jeden Cierny a jeden biely usek, oba tseky musia mat dlzku 4 (mdme 4 biele a 4 &ierne steny). Mame
8 moznosti pre &islo, kde za&ina ¢ierny tsek (8 moznych roticii). Cierne steny mozeme medzi ¢isla rozhodit 4!
sposobmi, pretoze vSetky priradenia ¢iernych stien k $tyrom po sebe idicim ¢islam st vyhovujuce. Dve biele steny,
ktoré maju ¢islo o 1 mensie a ¢islo o 1 vicsie ako ¢isla na kraji tseku ¢iernych stien, st urcené jednoznacne, zvy$né
dve vieme priradit dvomi sposobmi.

Priklad: Cisla 4 az 7 st na ¢&ernych stendch. To, ktoré je na ktorej z ¢iernych stien, si vieme fubovolne zvolit. 3
musi byt na bielej stene oproti 4 a 8 na bielej stene oproti 7. 1 a 2 médzu byt na zvy$nych bielych stenach lubovolne.

Dokopy teda mame 8 - 4!- 2 = 16 - 4! moznosti.

2. pripad

Ak mame dva &ierne a dva biele tseky, musia mat vietky dlzku prave 2, ak by boli dlhsie, dokopy by mali dlzku
viac ako 8, ¢o nemdze nastat. Mame 4 moznosti (rotacie) na vyber, ktoré ¢isla budu na ¢iernych stenach - $tvorice
(1,2,5,6), (2,3,6,7), (3,4,7,8) a (4,5,8,1). Ked si toto zafixujeme, ¢ierne steny modzeme tymto Styrom ¢&islam
priradit lubovolne 4! sp6sobmi, pretoze Ziadne dve nesusedia. Kazdé ¢islo na bielej stene ma o jeden vécsie alebo
mensie ¢islo na ciernej stene, oproti ktorému sa musi nachadzat. Kazdé ¢islo ma tuto svoju dvojicku inu, ale
jednoznacne urcent. Naozaj sme teda mohli ¢ierne steny priradit [ubovolne, biele sa budu tiez dat priradit, a to
prave jednym sposobom.

Priklad: Cisla 2, 3, 6 a 7 sti na &iernych stenéch, 4, 5, 8 a 1 na bielych. Ktoré &islo je na ktorej &iernej stene, si vieme
zvolit lubovolne, potom 4 musi byt na stene oproti 3, 5 na stene oproti 6, 8 oproti 7 a 1 oproti 2. Pre biele je iba
jedna moznost.

Dokopy mame 4 - 4! moznosti.

>Ak napriklad i = 8, tak i + 1 berieme, Ze je 1, nie 9. Po osmicke nam nasleduje &islo 1. Na rozdiel od obvyklého modulovania —
pocitania so zvy$kami tu v§ak nemdme ¢islo 0, ale 8.
6Ziadne dva pripady sa neprekryvaju.
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Zaver

Viac jednofarebnych usekov mat nemozeme, takze sme napoditali dohromady 16 - 4! + 4 - 4! = 20 - 4! moznosti z
8!, celkova pravdepodobnost je teda
20-41 20 1 1

8 8765 2-7-6 84

3.6 Kalkulacia Mokrosti Sadenic

Zadanie. Kym sa deti v pokoji hrajii, Krtko md cas a zapocuva sa do porady Marie Terézie. S jej poradcami sa
snazi vyriesit, kolko vody budii potrebovat na zdvlahu severného (s), juzného (j), vychodného (v) a zdpadného (z)
kralovského travnika. Krtko zaujaty tymto problémom vytiahne zdpisnik a zacina riesit dany problém.

Vyrieste suistavu rovnic pre redlne Cisla s, j, v, z:
2j + 4sj® + 2sjv* + 2sj2* = 0,
2v +4sv’ + 2sf7v + 2svZ% = 0,
2z +4s2° + 2sj’z + 25v°2 = 0,

vt PP -1=0.

Riesenie. opravuju Kubo Poljovka (jakub.poljovka@trojsten.sk) a Andy (martin.andricik@trojsten.sk)

Lavu stranu prvej rovnice ststavy vieme upravit ako
2j +4sf® + 2sjv* + 25j2% = 2(j + 25 + sjv* + 5j2°) = 2j(1 + (2% +v* + 2%)).
Podobne vieme upravit aj druh a tretiu rovnicu. Teraz sa pozrime na lavu stranu tej Stvrtej:
Frvte PP PRV -1 = %((/2 + )+ (P + 2+ (2 +)H) - 1
Vdaka tomu vieme poslednt rovnicu prepisat na
GF+v)+ (VP +2) + (2 +) =2 (6.1)

Zavedme substitiaciu A = j> + v2, B=1? + 22, C = 22 + j%. Zjavne A, B, C > 0. Potom sa sustava upravi na

i(1+s(A+C)) =0, (6.2)

v(1+s(B+A)) =0, (6.3)

2(1+s(C+B)) =0, (6.4)
A+B+C =2
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Prvé tri rovnice su v su¢inovom tvare. Pozrime sa teda na pripady podla toho, ktoré z neznamych j, v, z st rovné
nule. Zjavne je vSak aspon jedna neznama nenulova — inak by sme z (6.1) dostali 0 = 2, ¢o je spor.

Jedna z neznamych j, v, z je nulova

KedZe sustava je cyklicka, nech BUNV j = 0, ¢ize v,z # 0. Rovnica (6.2) vtedy plati. Pre splnenie zvy$nych dvoch
z nenulovosti v, z musi sucasne platit

0=1+s(2v+j2+2°) =1+s(2v* +2%),
0=1+s22% + 7 +v*) = 1 +s(22% +*).

Zjavne s # 0. Preto porovnanim pravych stran dostavame 212 + 22 = 222 + 1 <= 22 =1? <= |z| = |[v|. Toto

pouzijeme v (6.1), ¢im dostaneme
4 4 1
6V =2 < v=4= 3

Stvorice (s, j, v, z) v tejto vetve spliiajiice podmienky st teda (—%, 0,+v/3, :l:\‘*/g) , (—%, 0,v/3, ﬂ“/?) avietky
ich cyklické obmeny vzhladom na nezname j, v, z.

Dve z neznamych j, v, z s nulové

Teraz vdaka cyklickosti mozeme BUNV predpokladat, ze z # 0, a teda j = v = 0. Najskor z rovnice (6.1) zistime,
ez*=1 < z==1. Potom vdaka (6.4) musi byt s = —1. Rie$enim st teda aj §tvorice (~1,0,0,=1) a vietky ich
cyklické obmeny vzhladom na nezname j, v, z.

Vsetky nezname j, v, z si nenulové

Potom kvoli (6.2), (6.3), (6.4) musi platit
1+s(A+C)=1+s(B+A)=1+s(C+B)=0.

Zjavne s # 0, preto z toho ale zase vyplyva, ze A+ C = B+ A = C + B. Porovnanim (od¢itanim) dvojic tychto
vyrazov méme A = B = C (mimochodom, vtedy s = ;). Ostava ndm previest tento vztah do premennych j, v, z.
To uz je ale lahké, lebo A =B <= j>=z?aB=C <= v? = j2. Inak povedané, v,z = +j. To spolu s (6.1) dava
12/* =2 <= j,v,z¢ {i\‘*/g}, s= ‘Tﬁ.

Tak sme teda nasli véetky pripustné stvorice s, j, v, z.

Poznamka

Ako sme dokazali ndhodou rozloZit vyraz zo $tvrtej rovnice zadania? Mozno poznate, Ze a*> + b* = R? je vztah,
ktory splfaja prave body na kruznici s polomerom R a stredom v pociatku roviny. Podobne a? + b2 + ¢2 = R? splha
prave povrch gule (sféra) v priestore, a keby nase a = j%,b = v%,¢ = 2%, tak j* + v* + z* by bolo nie¢o ako gula v
suradniciach a, b, c. A tie zvy$né ¢leny, ktoré nam zatial akoby vadia, ziskame tak, Ze ich nejak vhodne namiesame
z a,b,c, teda (,,skisme”) A = a + b atd. Niezeby to bola kucharka, ale je fajn sa na (hlavne kvadratické) vyrazy
obcas pozriet aj takto.
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3.7 Kresba Modifikacie Skolstva

Zadanie. Ked'sa im vdaka Krtkovi podari vyriesit problém so zavlahou, Mdria Terézia vytiahne obrovsky papier
a podujme sa kreslit plan novej skolskej reformy. Krtko, povzbudeny svojimi uispechmi, nezaviha ani na chvilu a
okamzite sa k nim pripoji.

Nech O je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC. KruZnica opisand AOB pretina priamky BC a AC postupne v
bodoch Pa Q (P + B, Q # A). DokdZte, ze O je ortocentrum trojuholnika CPQ.

Riesenie. opravuje timka (timea.szollosova@trojsten.sk)

Pozrime sa, ¢o od nas vlastne chce zadanie - dokazat, Ze priesecnik ,nejakych* kolmic na priamky BC a AC (osi
stran AC a BC) je ortocentrom trojuholnika, ktorého dve strany st zhodou okolnosti ¢asti tychto priamok. To
vsak znamend, Ze tieto kolmice musia byt vysky tohoto trojuholnikal!

Podme teda dokazat, Ze osi stran BC a AC prechadzaju vrcholmi Q a P. Alebo radsej naopak — ukazme, Ze prie-
se¢niky osi stran AC a BC s priamkami BC, AC lezia na kruznici opisanej trojuholniku AOB. KedZe kruznica s
priamkou maju najviac dva priese¢niky, bude jasné, ze tieto priese¢niky budu prave body P a Q.

Pozrime sa na trojuholniky AOB, BOC a COA. Vsetky st rovhoramenné, a preto ozna¢me uhly priich zakladniach
postupne «, 3, y. Vimnime si, Ze pri vrchole C mame teraz uhol  + y. Zaroven, sucet uhlov trojuholnika ABC
je2a+2pB+2y,cizea+ +y=90°.

Ozna¢me S stred strany BC. Dalej ozna¢me W priese¢nik osi BC so stranou AC. Potom méme pravouhly troju-
holnik SCW's uhlami 90° (pri S) a 8 + y (pri C), ¢iZe posledny uhol, pri W, musi byt a.

Pokial' A, B, O, W v tomto poradi tvoria Stvoruholnik: V $tvoruholniku ABOW mame tym padom pri tomto vrchole
uhol 180° — a. My sme si v8ak uhol pri B v tomto $tvoruholniku definovali ako a. Protilahlé uhly v ABOW teda
davaju dokopy 180°, z ¢oho plynie, Ze tento $tvoruholnik je tetivovy, a teda W = Q.

Inak: Obvodovy uhol nad AO sme definovali ako a, ¢ize z <ABO = <« AWO = « plynie, ze A, B, O, W stale tvoria
tetivovy $tvoruholnik (z vety o obvodovom uhle).

Analogicky tento dokaz dokonc¢ime aj pre P.

Pozndmbka: Vsimnime si, Ze nase tivahy fungujii aj pokial by jeden z uhlov a, f3, y bol zdporny, ¢o by zodpovedalo
situdcii, kedy je ABC tupouhly, a teda O nelezi v jeho vnutri. V tom pripade sa dokonca moZe stat, ze v trojuholniku
SCW nebudeme brat uhol pri C ako f8 + y, ale 180° — 8 — y. V takom pripade vsak 180° = 28 + 2y — 2|a|, ¢ize pri C
mdme 90° — |a|, z oho rovnako dostaneme « pri W ako povodne.

3.8 Konstanty Musime Skalovat

Zadanie. Krtko je tym uplne cely nadchnuty. Vimne si, Ze aby to celé fungovalo, tak pre pocet vyucovacich hodin
(h), pocet ucitelov (u) a pocet predmetov (p) musi platit nasledujiici vztah.

Ndjdite vsetky nezdaporné celé ¢isla h, u, p, pre ktoré plati

h! + 5% =7P,

Riesenie. opravuje Joztek (jozef.rajnik@trojsten.sk)
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Riedenia takychto rovnic su zvacsa tvorené malymi ¢islami. Zvycajne nie je naro¢né tieto rieenia najst prostym
skuganim. Kludne si to skuste. TaZzisko ulohy preto stoji na dokaze, Ze dalsie rieSenia neexistuji. Velmi uzito¢-
nym spdsobom je sledovanie delitelnosti, pripadne o to lepsie zvyskov po deleni. Hned zo zaciatku vieme urobit
nasledovné, celkom priamociare pozorovania:

« Cislo h neméze byt 0 ani 1. Inak k! = 1 a h! + 5% je sti¢et dvoch neparnych ¢isel, teda parne ¢islo. No a parne
¢islo nemoze byt rovné neparnemu 77.

o Lavd strana je aspon h! + 5% > 1+ 1 = 2. Preto 7° > 2, teda p > 1 a prava strana je vzdy delitelnd 7.

o Preto sa nemoze stat, Ze h > 7, lebo potom je h! delitelné 7, ale 5“ nie je delitelné 7. Teda h! + 5% by nebolo
delitelné 7.

o Taktiez sa nemoze stat, ze h > 5 a u > 1. Vtedy je totiz h! + 5% delitelné piatimi, pricom 7” nie je.

o Akje5 < h < 6, tak z predoslého bodu musi platit u = 0. Dostavame tak dve mozné hodnoty lavej strany:
5!+ 59 = 121 a 6! + 5° = 721, z ktorych Ziadna nie je mocninou sedmicky. V tomto pripade tiez nemame
rieSenia.

Tymito pomerne jednoduchymi tvahami sa nam podarilo zistit, Ze jediné mozné hodnoty h st 2, 3 a 4. Tieto
pripady postupne rozoberieme, pricom sa budeme uz viac pozerat na zvysky po deleni vhodnymi ¢islami.

Pripad h=2ah=3

Prvou klucovou myslienkou je, ze ak je u alebo p dostato¢ne velké, tak mame jednu mocninu z nasej rovnice
delitelnt nejakym dostato¢ne velkym cislom. Ostédvajuca mocnina potom bude davat zvysSok, ktory je urceny
zvy$kom h!. Niekedy sa stava, ze zvy$ky mocnin nejakého ¢isla nenadobudaju pri vhodnom delitelovi vsetky
mozné hodnoty. To ndm presne nastane v tomto pripade.

Predpokladajme, Ze u > 2. Potom h! + 5% dava zvySok h! po deleni 25. Lahko prideme na to, ze 77 mdze po
deleni 25 davat len zvysky 1, 7, 24, 18. Toto pozorovanie mozno dokazat r6znymi spoésobmi, napr. matematickou
indukciou. Pomerne stru¢né odévodnenie s vyuzitim zapisu cez kongruencie’ modulo 7 moze vak vyzerat takto:
7°=1,7'=7,72=24,7° = 18 (mod 25) a vo véeobecnosti pre p = 4k + x, kde x € {0, 1,2, 3}, plati

70 = 74+ = (79K 7% 2 1k 7 = 7% € £1,7,24,18).  (mod 25)

No a kedZe na lavej strane mame zvy$ok 2! = 2 alebo 3! = 6, tak rovnost nemoze nastat.
Preto u musi byt 0 alebo 1. Rozobranim ostavajucich pripadov dostavame:

pre (h,u) = (2,0): 2! + 50 = 3 + 7¢;

pre (h,u) = (2,1): 2! + 5 =7 =71, ¢o dava rieSenie (h,u,p) = (2,1,1);

) =
pre (h,u) = (3,0): 31+ 5% =7 = 71, ¢o déava riedenie (h,u,p) = (3,0,1)
)

o pre (h,u) =(3,1): 3!+ 5! = 11 # 7#;

"Zapis a = b (mod d), ktory C¢itame a je kongruentné s b modulo d znamena, 7e &isla a a b dévaju rovnaky zvy$ok po deleni d. Hoci
moze na prvy pohlad vyzerat odstrasujico, nemusite sa ho bat. Ide o $ikovny zéapis, pomocou ktorého vieme zapisovat pracu zo zvyskami.
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Preco je pripad h = 4 problematicky?

Teraz na lavej strane dostavame po deleni 25 zvySok h! = 24. Preto ndm tato metdda nevyludi véetko, lebo 77
naozaj moze davat zvysok 24 po deleni 25. Presnejsie v pripade, ked p = 4k + 2. Vieme vsak aspon, ze p musi byt
parne. Teraz ani nemusi byt narocné dostat dalsie rieSenie. Ked si zvolime p = 2, teda najmensie mozné tvaru
4k + 2, tak ndm vyjde u = 2, lebo 4! + 52 = 24 + 25 = 49 = 72. Toto je zla sprava. Ak totiz chceme vylucit existenciu
dalsich rieseni pomocou zvyskov, tak musime najst takd metddu, ktora nebude fungovat pre pripad u =2 ap = 2.
Cize potrebovali by sme nejako vyuzit, ze u > 3 alebo p > 3. Ingpirovani predoslym pripadom by sme mohli skusit
zvy$ky po deleni 5° = 125 alebo 7° = 343, no tych je dost vela. A ani sa teraz nespravaju az tak pekne. Celkovo pri
uvazovani zvy$kov sa ndm ¢asto podari dostat len vysledky typu, Ze u = 86 (mod 294), ktoré nam stale nechaju
nekonecne vela nevylucenych pripadov.

Budeme musiet prist s nie¢cim novym. Ked v tlohe vidime dve mocniny, tak by nas mohol napadnut vzorec
a?> - b?> = (a-b)(a+b). Na tento vzorec nds moze naviest aj fakt, Ze p je parne. Podme teda pomocou zvyskov
ukazat, Ze aj u musi byt parne.

Pripad h =4

Z Gvah o delitelnosti 25 nam uz vyplynulo, Ze p musi byt v tomto pripade parne. Teraz vyuzijeme, ze 5 = -1
(mod 6), preto 5% dava po deleni 6 len zvySok 1 pre parne u a zvy$ok 5 (Co je vlastne —1) pre nepérne u. Kedze 4!
je delitelné 6, tak ide aj o zvySok lavej strany. Na pravej strane vsak 77 dava vidy zvysok 1 po deleni 6,lebo 7 = 1
(mod 6). Aby sme na oboch strandch dostali rovnaké zvysky, musi byt u pérne.

Kedze u aj p musia byt parne, tak si vieme nasu rovnicu upravit na tvar
4! + 5% = 7P,
24 =77 - 5%,
24 = (702 = 542) (7012 4 5¥2)

Cinitel 772 + 542 je kladny a vdaka parite u, p aj cely. Preto je aj 77> — 542 &initel kladny cely a zjavne aj mensi ako
druhy ¢initel. Vyskasame teda vetky moznosti rozkladu ¢isla 24 na dva kladné celé ¢initele a z nich jednoduchym
rie$enim sustavy dvoch rovnic ur¢ime hodnoty 772 a 54/2.

T2 _ 5ul2 | 7pl2 4 qul2 | 7pl2 5ul2 p|u
1 24 12,5 | 11,5 | - | -
2 12 7 5 212
3 8 55 | 25 |- | -
4 6 5 1 - | -

Spolu s predo$lymi dvomi rieSeniami, tak dostédvame tri rieSenia rovnice: (h,u,p) € {(2,1,1),(3,0,1),(4,2,2)}.
Kazdé z nich zjavne vyhovuje.

3.9 Karticky Matematikov Sc¢itavame

Zadanie. Krtko sa rozlicil s krdlovskou rodinou s tym, Ze by sa uz mal vrdtit domov. Hoci uz velmi tizil po svojej
mdkkej posteli, este sa rozhodol, Ze sa prejde do nedalekého mesta na trhy, aby si pohladal nejaky suvenir. Ako sa tak
prechddzal od jedného stanku k druhému, zaujal ho stanok s hrami.
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Ked'sa pri fiom pristavil, predajca mu hned zacal ukazovat viakovaké karticky s historickymi osobnostami, kde kazda
karticka mala priradené prave jedno prirodzené Cislo. Ale Krtko mal uz historie dost, a tak sa ho spytal, ¢i nemad
nahodou nejaké matematické karticky. Na to mu predajca odvetil, Ze vSetky karticky, ktoré majii na sebe Fibonacciho
¢isla® Fy, F, ..., Faop, majii na sebe vyobrazeného matematika. Krtko sa potesil a rozhodol sa, Ze si ich kiipi 2022.
Ale ked zacal pocitat, kolko by ho to stdlo, tak zistil, Ze nemd dost peniazi. Preto prisiel so zdloznym planom, v ktorom
si kupi karticky s nejakymi prirodzenymi Cislami tak, aby vsetky svoje vytiZené vedel z nich nascitavat.

Kolko najmenej karticiek si potrebuje Krtko kiipit, aby vedel kazdé z Fibonacciho ¢isel Fy, F,, ..., Fy, dostat ako sticet
cisel na niekolkych (mozno len jednej) z kiipenych karticiek? Krtko si moZe kiipit aj viacero karticiek s rovnakym
c¢islom. Pri scitavani vSak nemoze jednu konkrétnu karticku pouZzit viackrat.

Riesenie. opravuju Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk) a Mi§o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Riesenie zacneme tym, Ze sa pokusime vybrat ¢o najmenej kartic¢iek tak, aby Krtko vedel vyskladat vsetky sucty
Fy, B, ..., Fyp. AZ potom sa zameriame na dokaz toho, Ze to s menej kartickami nepdjde.

Ako prvé si uvedomime, ze F, = F, = 1. Cislo 1 nevieme dostat ako st¢et mensich ¢isel, takze potrebujeme aspon
jednu 1, no nie obe. Pri F; = 2 mame dve moznosti. Bud vieme pouzit dve 1, alebo rovno 2 a vyuzit nasu jednotku
na ziskanie vacsieho ¢isla. (Napriklad F, = 3 = 2+ 1.) Druha moznost ndm umozni nascitat viac ¢isel, tak zvolime
ta. Toto vsak nemusi byt spravny pristup. Pokojne by sa mohlo stat, Ze aj ked na mensich hodnotach zvolime
viacero (isel, tak niekde vys$sie naopak usetrime. Zatial vSak pokrac¢ujeme len intuitivne a to, ¢i sa to oplatilo
budeme riesit az dodatoc¢ne.

Mame teda karticky s ¢islami F, = F, a F;. Vieme nascitat aj Fy = F3 + F,. Dalej nam staci kapit az Fs. Karticku s
Fs sme zjavne nevyuzili pri ziskavani Fy, takze o Fs = F5 + F; mame postarané. A tak dalej. Kapime teda karticky
s Fibonacciho ¢islami na neparnych poziciach, t. j. Fy, Fs, Fs, ..., Fap1. Zvy$né (na parnych poziciach) potom
dostaneme ako sucet vietkych mensich kartic¢iek. Pre F, to sedia pre k > 1 mame vztah Fy; = Fy_; + Fy_», kde k
uz znamemu sposobu ziskania F,;_, prihodime karti¢ku F,;_;. Takto sme potrebovali 1011 karticiek.

Teraz chceme najst nejaky dolny odhad, kolko karti¢iek budeme potrebovat. V idealnom pripade nam vyjde 1011
a sme hotovi. V hor$om pripade nam vyjde, Ze by mohlo stacit menej. Vtedy budeme musiet, bud zlepsit nas
vyber karticiek, aby ich bolo menej, alebo prist s presnej$im odhadom. S davkou optimizmu sa pokusime dostat
k odhadu 1011.

Intuicia hovori, Ze ak budeme potrebovat karti¢iek polovicu z poctu Fibonacciho ¢isel, tak by nieco podobné
mohlo platit stale. Ukazeme teda, Ze ak na ¢isla F, az F, potrebujeme k karticiek, tak na ¢isla F; az F,,, budeme
potrebovat aspon k + 1 karti¢iek. Majme teda k karti¢iek a overme, ¢i z nich vieme vyskladat F; az F,,,. Ak by to
$lo, vieme ich pouzit aj na F, az F,, kedZe to len vynechdme posledné dva sucty. Kedze k je minimum pre F, az F,,,
urcite kazdu karticku pouzijeme aspon na jedno z ¢isel. Najvacsi sucet dostaneme, ak pouzijeme kazdu karticku
prave raz. Tento stucet vSak bude mensi alebo rovny suctu F; + F, + ... + F,,, kedZe v nom by sme mohli karticky
vyuzit aj viackrat. Bude to vSak stacit na zisk suctu F,,,?

Pre mensie n sivSimneme, ze odpovedje nie. F; < F3, F;+F, < F,. Vyuzitim definicie Fibonacciho ¢isel dostaneme,
ze ak

Fi+F+...+F, <F,.,

8Fibonacciho &isla Fy, F,, Fs a tak dalej st definované tak, ze F; = 1, F, = 1 a vSetky zvy$né Fibonacciho ¢isla st uréené predpisom
F,=F,_+F,_» pren > 3.
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tak pricitanim F,,,; k obom stranam dostaneme

FL+F+..+F,+F,.1<F,,+F, =F,;.

Tato nerovnost teda bude platit vzdy. Na zisk sa¢tu F,,, teda budeme potrebovat pridat (k+ 1)-vu kartu. Zaroven
k + 1 kariet bude stacit, lebo ak vieme pouzitim nasich k kariet dostat vSetko od F; po F,, pridanim F,,; budeme
vediet ziskat F,,,; aj F,1, = Fpy1 + F,.

Podla nasho vypoctu potrebujeme aspon k + 1010 karticiek na ¢isla F; az Fyy,, kde k je pocet karticiek pre F; az
F,. Ako sme spominali uz na zaciatku, potrebujeme aspon 1 karticku a bude to presne 1 karticka, kedze F; = F,.

Odpoved: Krtko si potrebuje kapit aspon 1011 karticiek.

3.10 Kapitola Medzipriestorového Stvoruholnika

Zadanie. Ked sa mu konecne podarilo zostavit vsetky karticky, tak sa mu v rukdch naraz rozsvietili a pred nim sa
zjavil uz zndmy portdl, ktory ho tentokrdt zobral naspdit do T2. Krtko si cely uveliceny sadol do kresla, ked tu si
vsimol, ako ho s otvorenymi tistami pozorujii David a Jozko. Krtko sa podujal im vyrozprdvat svoje pozoruhodné
dobrodruzstva. Jozko nelenil a hned vytiahol tablet, kde si zacal zakreslovat mapu Krtkovych ciest. Ako tak Krtko
dorozpraval, Jozko natesene zvolal: ,,A ved to je tetivovec v casopriestorel” Zmidteny Krtko sa hned nahol k tabletu,
aby lepsie videl.

Mdame $tvoruholnik ABCD s vpisanou kruznicou k, ktord sa dotyka strdn BC, DA postupne v bodoch E, F. Usecka
DE pretina kruznicu k druhykrdt v bode X. Dokdzte, ze ak sa kruznica opisand trojuholniku DFX dotyka priamok
AB a CD, tak stvoruholnik AFXC je tetivovy.

RieSenie. opravuju Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk) a Viki (viktoria.pravdova@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Predtym, nez za¢neme tlohu riesit, zamyslime sa najprv nad dvomi predpripravnymi vecami - po prvé, ako vobec
takyto komplikovany obrazok s dvomi predpokladmi nakreslit a po druhé (¢o suvisi s kreslenim), aké ma tato
konfiguracia stupne volnosti. Volne povedané, pocet stupnov volnosti je v podstate pocet objektov, ktoré mozeme
postupne zakreslit do roviny tak, Ze pri kresleni kazdého z nich mame stale nejakd volnost vo vybere jeho polohy a
zaroven stale dodrziavame predpoklady zo zadania. Napriklad, rovnostranny trojuholnik Ziadne stupne volnosti
nema, ak si odmyslime $tandardné zhodné a podobné zobrazenia v rovine. Ak fixneme velkost, polohu a rotaciu
trojuholnika, nemame uz ni¢, ¢im by sme mohli volne hybat, pretoze vzajomna poloha jeho vrcholov je fixne dana.

Spravnych sposobov, ako ulohu nakreslit, moéze byt niekolko. My odprezentujeme ten, ktory sa zdda nam najv-
hodnejsi. Silno odportacame Citatelovi zobrat papier a pero a kreslit s nami, aby videl, aké je to v tomto poradi
jednoduché. Najmd, ak mal problémy so svojim vlastnym nac¢rtom. Za¢neme kruznicou k. Toto rozhodnutie je
jasné kazdému, kto sa kedy snazil nakreslit doty¢nicovy $tvoruholnik tak, ze najprv nakreslil jeho strany. Fixneme
si jej polohu a velkost, aby sme sa zbavili zbyto¢nej volnosti v podobe posunuti a rovnolahlosti. Mdze to zniet ne-
intuitivne, ale ako druhy objekt nakreslime priamku, na ktorej budu lezat vrcholy C, D. Onedlho uvidime, preco.
Tato priamku nakreslime tak, aby bola ,,vodorovne® a hore. Priese¢nik tejto priamky s kruznicou k ozna¢me H.
Teraz zvolme vrchol D kdekolvek na tejto priamke nalavo od H.

Tak a sme hotovi. Akokolvek neuveritelne to bude zniet, prave sme vycerpali vSetky stupne volnosti, ktoré sme
mali. Cely zvy$ok konfiguracie je dany tym, ¢o sme zrovna nakreslili. Zaroven je fahké si rozmysliet, Ze kresliac
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veci v tomto poradi sme nestratili Ziadnu ,,skryti konfigurdciu® a vieme takto nakreslit vsetky. Preco je teda cely
zvy$ok obrazku dany?

Poloha bodu F (a teda aj priamky, na ktorej lezia body D, A) je dana dokreslenim druhej doty¢nice z D na k.
Nazvime si kruznicu opisanu trojuholniku DFX ako I. V$imnime si, Ze poloha tejto kruznice je teraz jasne dana
aj bez bodu X, lebo zo zadania vieme, Ze sa dotyka priamky DC. Teda staci pretnut kolmicu na priamku DC
prechddzajucu bodom D s osou tsecky FD a mame jednoznacne urceny stred, ozna¢me ho T. Toto je zaroven
dobry sposob, ako kruznicu nakreslit. Teraz mozeme jednoducho oznacit druhy priese¢nik kruznic k, I ako X.
Dalej vieme skonstruovat priamku DX. Jej druhy priese¢nik s kruznicou k musi byt bod E. V tomto bode teraz
mame urcenu doty¢nicu ku kruznici k, ktora je priamkou, na ktorej musia lezatbody B, C. Bod Cje uzjednoznacne
urceny ako priese¢nik tejto priamky a priamky DH, teda ho ozna¢ime. Aby sa kruznica / mohla dotykat priamky
AB, musi byt tato priamka druhou spolo¢nou doty¢nicou kruznic k, [, lebo vieme, ze AB sa zo zadania dotyka aj
kruznice k. Teda poloha priamky AB je jednoznacne urcena a tym aj body A, B ako priese¢niky tejto doty¢nice
postupne s priamkami DF a CE. Ako vidime, vskutku sme prave nakreslili cely obrazok pri¢com kazdy jeden krok
bol velmi jednoduchy na realne nakreslenie. Popri kresleni sme uz stihli ziskat slu$nu intuiciu o konfiguracii a jej
vnutornych vizbach.

30

Tak a teraz prejdime na samotné rieSenie. Staci uz len ukazat, Ze kruznica opisand trojuholniku XFC (nazvime ju
m) prechadza bodom A. Na to oznac¢ime bod A’ ako priese¢nik kruznice m s priamkou AB a ukdzeme, 7e A’ a
A st vlastne na tom istom mieste.” Plan je nasledovny: sta¢i nam vlastne dokazat, ze priamka A’F je doty¢nicou
ku kruznici k. Potom to musi byt td ista doty¢nica, ktora z bodu D vedie cez F do bodu A. Ako ukazeme, ze A’F
je doty¢nicou? Zac¢neme tym, Ze sa namiesto tejto Casti obrazka budeme sustredit na symetricku cast obrazka s
bodmi X, H a a priese¢nikom kruznice m s priamkou DC (ktory nazveme Y). To preto, lebo v tej casti obrazka
mame trochu viac informacii a trochu jednoduchsie uhlenie. Ukazeme, zZe priamka YX je doty¢nicou kruznice k.

Podme sa pustit do uhlenia. Ozna¢me stred kruznice k ako S, priese¢nik kruznice m s priamkou DC ako Y a
priese¢nik AB s kruznicou k ako G. Nech | « FDH| = 2a a |« XDH| = w. Hoci w je dand priamo z «, ich vzdjomny

°Tu si musime davat sakramensky pozor, aby sme omylom nevyuzili, ze bod A’ lezi na priamke DF alebo ze A lez{ na kruznici m,
oboje by totiz znamenali vyuzitie dokazovaného tvrdenia v dokaze, ¢o sa nepatri.
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vztah nie je priamociary a jednoduchy, preto sa oplati oznacit aj w, ktory budeme masivne pouzivat. Kedze DH je
doty¢nicou ku kruznici [, z vety o tisekovom uhle ndm je jasné, Ze | 2 DFX| = w. KedZe priamka DF je doty¢nicou
ku kruznici k, z vety o usekovom uhle ndm je jasné, Ze | « FEX| = w. To ale znamena, ze priamky DC a EF su rovno-
bezné (vdaka striedavym uhlom)! Lahko sa da rozmysliet, ze v takejto situdcii to musi znamenat, Ze $tvoruholnik
DCEF je nie len lichobeznik, ale aj rovhoramenny lichobeznik (napriklad tak, Ze si predstavime konfiguraciu, v
ktorej naozaj tento $tvoruholnik bude rovnoramenny lichobeznik (a teda H bude stredom usecky DC) a uvedo-
mime si, Ze posunom bodu C v ktoromkolvek smere sa monoténne bude menit aj poloha bodu E, ¢o pri fixnej
polohe bodu F zamedzuje rovnobeZznosti danych dvoch priamok). Teda |« CED| = |2 CED| = 180 — w — 2« (¢o
vidime dopocitanim uhlov do 180 stupniov v trojuholniku DEC). Teda uhol XFC musi mat velkost 180 — 2w — 2a,
po odpocitani uhla DFEX. KedZe body FXYC lezia na kruznici, vyuzitim, Ze sucet protilahlych uhlov tetivového
$tvoruholnika je 180 stupiiov, vidime, ze | 2« XYH| = 2w + 2a.

Dalej, |« HSF| = 180 — 2« ako jasne vidno z tetivového $tvoruholnika DFSH. Zaroven, |« XSF| = 2w kedze uhol
XSF je stredovy k uhlu XEF. Teda jednoduchym odpocitanim uhlov dostavame |« HSX| = 180 — 2« — 2w. Ak
teraz oznacime Y’ ako priesecnik dotycnice ku kruznici k prechdadzajicej bodom X a priamky DC a dopocitame
z tetivovosti Stvoruholnika XSHY’ uhol pri Y, vidime, Ze je to ten isty uhol ako uhol pri Y v trojuholniku XYH.
Teda Y a Y’ splyvaji. Z toho vyplyva, ze druha doty¢nica z bodu Y na kruznicu k je vlastne YX.

Zaverom, v§imnime si, Ze vSetky tri kruznice atiezbody X, F, H, G, A’, Y st simerné vzhladom na osovi simernost
s osou T8, teda osou tvorenou stredmi kruznic &,/ (a m). Teda pary bodov X,Fa Y, A’ a H, G maju symetrické
pozicie a role vzhladom na os ST. To ale znamena, Ze druha doty¢nica na kruznicu k z bodu A’ nie je nic¢ iné, ako
A’F, symetricky k vztahu bodov Y a X. Nakolko doty¢nica v bode F ku kruznici k je len jedna, musi to byt td ista
doty¢nica, na ktorej lezia body F, A. Teda vskutku, A a A’ lezia na tom istom mieste, ¢o bolo nasim cielom dokazat.

Poznamka na rozlicku: Bod Y v tomto rieSeni nebol nevyhnutny. Cela vec sa dala spravit poc¢itanim uhlov pri
A a A’, s vyuzitim iba o tro$icku naro¢nejsieho uhlenia. Teda tato tloha sa dala vyriesit vskutku minimalisticky,
s vyuzitim najzakladnejsich geometrickych tvrdeni a bez dokreslovania bodov a priamok. Bod Y sme dokreslili,
iba aby sme demonstrovali, Ze nie je potrebné sa bat robit také veci, ak mame dovod verit, Ze ndm to pomoze.
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