\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIV. roénik, 2022/2023 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Korigujem Metriky Sprchy (x < 1)

Zadanie. David ma velmi $pecifické poZiadavky na svoju sprchu. Velmi mu zdlezi na zZivotnom prostredi, ale aj na
osobnom komforte, a teda pozaduje od sprchy prietok 28 ﬁ a teplotu 29,5 °C. Na svojom vylete do Blagoevgradu
narazil na problém. Po tom, ¢o s ostatnymi Slovakmi prisli na interndt, kde boli ubytovani, vsimli si, Ze sprcha mala
len kohuitiky s teplou vodou o teplote 38 °C a studenou o teplote 10 °C. David zdrover vypozoroval, Ze otocenim stu-
deného kohutika o 10° zvysi prietok o0 0,5 ﬁ a otocenim teplého 0 15°0 1 ﬁ Takisto si vs§imol, Ze zvysenie prietoku
je priamo timerné otoceniu kohiitika. Ako md David otocit dané kohuitiky, aby dosiahol poZadované parametre?
Pozndmka. Mozete predpokladat, Ze vysledna teplota vody bude vaZenym priemerom povodnych teplot.
Rie$enie. opravuju David (david.belobrad@trojsten.sk) a Filip K. (filip.kotoc@trojsten.sk)
Na zaciatok si ozna¢me relevantné udaje ich skratenymi nazvami:
vysledny prietok sprchy: Q* = 28 ﬁ prietok teplej vody: Q; prietok studenej vody: Q,
vysledna teplota sprchy: t* =29,5°C teplota teplej vody: t; = 38 °C  teplota studenej vody: ¢, = 10 °C

Pre prehladnost vo vzorovom rieSeni nebudeme uvadzat jednotky. Vieme urcite povedat, ze sicet prietokov Q;
a Q; budu urcite davat celkovy prietok Q*, teda Ze

Q+Q=Q =28
Zaroven t* vieme spocitat ako vazeny aritmeticky priemer nasledujicim spoésobom:
* _ Qt'tt+Qs'ts _ Qt'tt+Qs'ts _ Qt38+Q510

Qr+Q Q* 28

Vsimnime si, Ze sme tak dostali sustavu rovnic o 2 neznamych. Podme ju teda vyriesit.

29,5=t¢

Q+Q=Q =28 Q,=28-Q:
Takto ziskané vyjadrenie jednej z premennych moézeme dosadit do druhej rovnice. Dostaneme tak, ze

<38+ (28 - -10 38-Q;+280-10- 28 - Q; + 280
2o 5. Q38+(28-Q) 10 _38-Q Q _28:Q+280 o
28 28 28

Potom Q, =29,5-10=19,5 ﬁ, atedaQ,=28-Q,=28-19,5=38,5 ﬁ Vsimnime si, Ze otocenie studeného
kohutika o 10° meni prietok len 0 0, 5 ﬁ, teda otocenie 0 20° bude menit prietok uz o cely liter za minttu. Kedze
uz pozname prietok teplého a aj studeného kohutika, tak za pouzitia udajov o rotacii vieme vypocitat, o kolko

stupnov ma David oto¢it kohutikmi.

Otocenie kohdtika s teplou vodou: 15- Q; = 15-(19,5: 1) =292, 5°.
Otocenie kohdtika so studenou vodou: 20 - Q, = 20-(8,5: 1) = 170°.
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

1.2 Krasne Mame Servitky (x < 2)

Zadanie. Ked sa David osprchoval, isiel sa so svojou partiou naranajkovat do najblizsej Blagovgradskej jeddlne.
Kym ¢akali na svoje jedlo, Nina si vSimla, Ze na stole stoji jedna modrd a jedna zelend viza, pricom obe majti Stvor-
covii podstavu. Taktiez boli na stole dve servitky zloZené do zhodnych rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov.
Jednotlivé vizy sa dali na tieto servitky poloZit tak, ako na obrdzku 2.1. Dalej Nina zistila, Ze podstava vicsej vdzy
md stranu dlhii 21 cm. Vedeli by ste z toho zistit, ako velkii stranu mala podstava mensej vazy?

Obrazok 2.1: Poloha viz na servitke

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Nazvime si nasu trojuholnikovii servitku ako ABC a dlzku jej strany AB ozna¢me ako a, modra vizu ako W, X,Y,Z,
a zelenu vazu ako W,X,Y,2Z,.

Na zaciatok sa pozrime na modru vazu. KedZe < ABCa < X;BY] je ten isty uhol a | < BAC| = | < BX;Y;| = 90°, tak
trojuholniky AABC a AX;BY; st podobné. Preto aj trojuholnik AX;BY; je rovnoramenny, ¢ize |BX;| = |X; Y.
O véze ale vieme, Ze je $tvorcova, Cize |AX;| = |[W1X;| = |X;Y;|- Dokopy z toho dostdvame, 7e |AX;| = |X;Y;| =

|BX |, a teda, Ze X; je stredom tsecky AB. Potom uz ale jasne vidime, Ze strana modrého $tvorca je m = §.

Teraz sa povenujme zelenej vaze. KedZze < ABC a < W,BZ, je ten isty uhol a |<BAC| = |<BW,Z,| = 90°, tak
trojuholniky AABC a A W,BZ, st podobné. To ale znamena aj, Ze trojuholnik A W,BZ, je rovnoramenny, ¢ize
|BW,| = |W,Z,|. Rovnakym postupom na opa¢nom konci trojuholnika ABC sa vieme presveddit, ze |CX;| = |X,Y5|.
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Z toho, ze vaza je $tvorec, dalej vieme |W,Z,| = [W,X;| = |X,Y,|. Teraz vSak mdzeme pouzit nase rovnoramenné
trojuholniky, z ¢oho dostaneme, ze [BW,| = |[W,X;| = |CX;|, ¢ize W), X, ndm tsecku BC rozdelujd na tretiny. Ak4
je viak jej dlzka? Usecka BC je preponou v pravouhlom rovnoramennom trojuholniku ABC s dlzkou odvesny a.
Mozeme teda pouzit Pytagorovu vetu, z ktorej dostaneme

IBCP = |AB[* + |ACP = @® + a* = 28> = |B(| = V2a? = V2a.
\/za.

Nuz a kedZze W, X, tvori tretinu isecky BC, tak strana zeleného $tvorca je z = 5=

Stéle v§ak nevieme, ktord z vaz ma dlhsiu stranu. Zistime to tak, Ze si ich ddime do nerovnosti, v ktorej nepozndme
znamienko, a td budeme ekvivalentnymi apravami upravovat az do momentu, kedy to budeme vediet urcit.

?
ms z,
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;o /=
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Tu este treba zdoraznit, ze umocnenie je ekvivalentnou tipravou preto, Ze obe strany nerovnosti su kladné. Ak by
niektord z nich bola zdpornd, umocnenie nam jej platnost vie pokazit (napr. z =3 < 2 by sme dostali 9 < 4, ¢o
ocividne neplati).

Dostali sme teda, Ze modrd vaza je vacsia. Preto plati 21 cm = m = £, z coho mdme, Ze a = 42 cm. Strana mensej

vazy je potom ale z = ga = g -42 cm = 14/2 cm.

Poznamka

Viaceri z vas ste automaticky prehlasili, ze modra vaza je vacsia ako zelena (resp. ze modra vaza ma stranu dlhu
ako 21 cm) bez toho, aby ste to zdovodnili. V zadani vSak toto nijak zarucené nebolo. To, ze ako prva bola
v zadani spomenutd vic$ia vaza a na obrazku bola prva (t. j. nalavo) modra vaza, este neznamend, Ze modra
musi byt viacsia. Pokojne sme ten obrazok mohli dat aj naopak. Potom by asi ovela va¢siemu poctu z Vs vysiel
nespravny vysledok.

Este by som rad spomenul iny postup, ako ukazat, ze modra vaza je vic¢sia. Tento postup pouzili niektoré z rieSeni
a prisiel mi zaujimavy. Vezmeme si servitku a rozdelime si ju na mensie trojuholniky ako na obrazku 2.2. Potom
vidime, Ze modrd vdza tvori 2 = 1 obsahu servitky a zelend zas § obsahu servitky. KedZe ale § > 3, modrd vaza je
vacsia.
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Obrazok 2.2: Servitky rozdelené na mensie trojuholniky

1.3 Kopa Matematikov Sedi (x < 3)

Zadanie. Po vydatnych ranajkdch sa vsetci presunuli na otvdraci ceremonidl. Jednymi zo sutaZiacich boli aj Izra-
elcania, ktorych bolo tento rok hojne. Ich delegdcia pozostdvala z 25 clenov, pricom kazdy mal svoj unikdtny dres
s ¢islom od 1 po 25. Ked prisli na ceremonidl, sadli si na lavy kraj prazdneho radu s n sedadlami tak, Ze ich cisla boli
usporiadané vzostupne zlava doprava. Potom vsak zistili, Ze pri predstavovani ich budii vyvoldavat sprava dolava,
a preto sa chceli presadit tak, aby sedeli tesne vedla seba, ale zlava doprava zostupne. Aby to nebolo také nudné,
rozhodli sa premiestiiovat tak, Ze v kazdom kroku sa niektory Izraeléan bud posunie o 1 sedadlo doprava, ak je volné,
alebo prekroci cloveka sediaceho tesne napravo a sadne si na nasledujiice sedadlo, ak je volné. Kym predseda komisie
Johnny rozpraval o histérii Blagogradu, Majo sa z nudy zamyslel nad tym, ¢i sa to Izraelcanom takto vobec moze
podarit. Ndjdite najmensie n, pre ktoré si Izraelcania vedia v rade s n sedadlami takto presadniit.

Rie$enie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk)

Najprv si uvedomime, ze n musi byt najmenej 49. Ziaden z Izrael¢anov sa neméze posuntit dolava, teda Izrael¢an
s ¢islom 25 musi urcite zostat na svojom mieste alebo sa posunut doprava. Ak by zostal na svojom mieste tak
budeme potrebovat dalsich 24 miest pre ostatnych, teda spolu 49 miest. Ak by sa sa posunul doprava, tak by sme
potrebovali navyse pocet miest, o ktoré sa posunul a este 24 navrch.

Skusme sa teda pozriet ¢i by sa boli schopni preusporiadat, ak by sa 25. Izrael¢an nepohol. Jediny pohyb, ktory
vedia podla pravidiel spravit, je poslat Izrael¢ana ¢islo 24 na 26. miesto. Potom im ostavaju dve moznosti:

o 24, Izraelan zostane na 26. mieste

o 24.Izrael¢an sa posunie doprava na 27. miesto.

Ak by nastala prva moznost, tak spolu s 25. Izrael¢anom by vytvorili ,,dvojblok*”, ktory by Izrael¢ania s mensim
¢islom neboli schopni prekonat. V druhej moznosti by Izrael¢ania s ¢islami 1 az 23 museli sediet napravo od neho,
a teda by zaberali dalsich 23 miest — teda v sticte 50. Resp. by sa 25. Izrael¢an musel niekedy posunut doprava.

Teda sme prave ukazali, Ze miest musi byt viac ako 49.

Skusme sa teraz pozriet, ¢i by to nahodou nefungovalo pre 50 miest. Prvy pohyb zostava rovnaky, teda presunieme
24. Izrael¢ana na 26. miesto, teraz vSak presunieme 24. Izraelcana na 27. miesto, aby sme vytvorili prechod pre
mensie ¢isla. A zaroven je 24. Izrael¢an uz na svojom mieste.
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@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Takto sa postupne popresuvaju véetci parni Izrael¢ania od najvacsieho po najmensieho (Izraelcan s ¢islom 24 —
2k sa presunie na miesto 27 + 2k pre 0 < k < 11). Uvedomme si, ze od Izrael¢ana s parnym c¢islom, ktorym
aktudlne chceme pohnut, sa napravo nachadzaju len doposial nepohnuti Izrael¢ania s neparnymi ¢islami (a teda
aj poziciami) a Izrael¢ania s parnymi ¢islami, ktori sa pohli na pozicie s neparnymi ¢islami. Cize vietky pozicie
s parnymi ¢islami su volné, a preto nami vybrany Izrael¢an vie cez ne preskakat az na svoje miesto.

Potom sa presuvaju vSetci neparni Izrael¢ania od najmensieho po najvacsieho (Izrael¢an s ¢islom 2k+1 sa presunie
na miesto 50 — 2k pre 0 < k < 12). Opit si mézeme uvedomit, ze Izrael¢an sa tam vie poprestvat, lebo vsetci
Izrael¢ania od jeho povodnej azZ po jeho finalnu poziciu sa nachadzaju na neparnych poziciach.

Postup je ilustrovany na obrazku 3.1.
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Obrazok 3.1: Vizualizdcia presunov pre 50 miest

Vyssie uvedenou konstrukciou postupnych presunov Izrael¢anov sme ukazali, Ze pre 50 miest v rade sa vedia
Izrael¢ania popresuvat tak, aby splhali podmienky zo zadania. KedZze sme ukézali, Ze pre menej ako 50 miest
v rade sa Izrael¢ania nevedia popresuvat tak, aby spliali podmienky zo zadania, tak 50 je najmensie mozné n, pre
ktoré sa Izrael¢ania vedia poprestvat podla zadania.

1.4 Koncitele Musim Skumat (x < 5)

Zadanie. Kazdy dobry otvdraci ceremonial sa konci velkou hostinou. V Blagorade sa vZdy na hostindch podavaju
koldce. David si vsimol, Ze pocty koldcov na jednotlivych podnosoch spliajii zaujimavé vlastnosti.

Zvolme si kladné celé ¢islo n. Cifru ¢ nazveme koncitelom Cisla n, ak existuje delitel ¢isla n, ktorého posledna cifra je
¢. Napriklad ¢islo 156 md koncitele 1, 2, 3, 4, 6, 8 a 9.

1. Ndjdite najmensie zloZené Cislo, ktoré md prdve jeden koncitel.
2. Ukazte, Ze cislo, ktoré md koncitele 0 a 9, musi mat aspon Styri dalsie rozne koncitele.

3. Ndjdite najmensie Cislo, ktoré md prave 10 koncitelov.
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RieSenie. opravuje Kaja (karolina.pisonova@trojsten.sk)

Najskor si musime uvedomit, Ze kazdé ¢islo je delitelné ¢islom 1. Preto, ak méa mat nejaké ¢islo prave jeden koncitel,
musi nim byt 1. Aby bolo ¢islo zlozené, musi byt nasobkom aspon dvoch ¢isel, ktoré st réozne od 1. Aby sme
neziskali koncitele rozne od 1, tak musi byt nade hladané ¢islo nasobkom iba ¢isel konciacich cifrou 1. Najmensie
¢islo, ktoré kondi cifrou 1 a je rozne od 1, je 11. To je ale prvocislo. Preto najmensie zlozené ¢islo, ktoré ma prave
jeden konditel, je ¢islo 11 - 11 = 121.

Ak ma ¢islo koncitel 0, tak musi byt delitelné ¢islom 10, a teda aj ¢islami 2 a 5, ¢o vyplyva z pravidiel delitelnosti
pre 2 a 5. Ak je teda ¢islo delitelné dvomi a nejakym cislom, ktoré kon¢i cifrou 9, tak bude delitelné aj ich spo-
lo¢nym nasobkom, ktory bude koncit cifrou 8. A ako sme uz povedali, 1 je konéitelom kazdého ¢isla, preto ¢islo
s konc¢itelmi 0 a 9 bude mat este aspon koncitele 1,2, 5 a 8.

To, ze ma ¢islo prave 10 koncitelov znamena, Ze ma vsetky mozné koncitele od 0 po 9. Aby malo koncitela 0,
musi byt toto ¢islo delitelné ¢islom 10, vdaka ¢omu bude zaroven delitelné ¢islami 2 a 5 (a 1 ako kazdé ¢islo).
Preto nase hladané ¢islo bude mat urcite v prvociselnom rozklade 2 - 5. To by sme teda mali vybavené koncitele
0, 1,2 a 5. KedZe ma mat aj koncitel 9, tak podla predchadzajtcej podulohy bude mat automaticky aj koncitel 8,
takZze ten nepotrebujeme riesit. Podobne, ak bude mat koncitele 2 a 7, tak bude mat aj koncitel 4, a ak bude mat
¢islo koncitele 2 a 3, tak bude mat aj koncitel 6, preto ndm sta¢i najst najmensie také cislo, ktoré bude mat este
koncitele 3, 7 a 9. Pri ich ziskavani nam nijak nepomoze to, ze uz mame 2 - 5, pretoze pri nasobeni lubovolného
¢isla dvomi ziskame iba parne koncitele a pri nasobeni lubovolného ¢isla piatimi vieme dostat iba koncitele 0 a 5,
ktoré uz ale méme. TakZe pridédvat budeme iba neparnych prvocinitelov roznych od 5. Dalsia vec, ktora ndm
pomoze je, ze pri nasobeni dvoch alebo viacerych ¢isel, posledna cifra st¢inu zavisi iba od poslednych cifier jeho
¢initelov. Preto ked'sa pozrieme na prvociselny rozklad hladaného ¢isla, urcite tam nechceme pridavat ¢isla, ktoré
maju viac cifier, lebo by sa dali nahradit mensimi prvocislami (prvocisla konciace 3 a 7 vieme priamo nahradit
3 a7, prvodisla konciace 9 vieme nahradit 3 - 3, ¢o dava mensi sucin ako fubovolné prvocislo kondiace cifrou 9).
Takze z toho vyplyva, Ze budeme pridavat uz len 3 a 7. Pridanim iba jedného dalSieho prvocinitela by sme ziskali
maximalne 2 nové koncitele, a to koncitel pridaného prvocisla a koncitel jeho dvojnasobku. Takze potrebujeme
pridat aspon 2 prvocinitele. Na to mame moznosti:

e 3-3 - pribudnt nam neparne koncitele 3 a 9, stale nam ale chyba 7

3.7 - pribudnu koncitele 3 a 7, ale stale chyba 9

o 7-7 - pribudnu koncitele 7 a 9, ale stéle chyba 3

Preto potrebujeme pridat aspon 3 prvocinitele. Najmensia moznost je pridat 3 - 3 - 3, ¢im ziskame aj koncitel
3 (samotna 3), aj koncitel 9 (3 - 3), aj koncitel 7 (3 - 3 - 3). Ako sme si uz skor povedali, vdaka tomu ziskame
aj véetky chybajice parne koncitele, teda sme nasli najmensie ¢islo, ktoré ma prave 10 koncitelov, a je nim ¢islo
2-3-3-3-5=270.
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1.5 Kolektiv Marne Stratenych (x < 8)

Zadanie. Po ceste z interndtov na univerzitu sa Slovakom (prekvapivo?) podarilo stratit. Kedze ulice Blagordu
sa hemZzia nebezpecnymi mackami a psami, chcel sa slovensky tim co najskor dostat do bezpecia. Miestny Blagordcan
im vsak dal iba hmlisté instrukcie. Namiesto priamej cesty ich poslal do pdty kolmice na kostolnii cestu a odtial
18 krokov dolava a potom 24 doprava. Chuddci Slovidci museli vyriesit jednu tilohu este pred samotnym stitaznym
driom, aby sa ho vébec mohli ziicastnit.

V trojuholniku ABC oznacme ako D pdtu vysky na stranu AB. Nech M je stred strany AC a N je stred tisecky BD.
Vieme, Ze |AB| = 24 a |CD| = 18. Urcte |MN)|.

Riesenie. opravuju Timka (timea.jakubocyova@trojsten.sk) a Jirka (jirka.szotkowski@trojsten.sk)

V tejto tilohe bolo asi najtazsie zacat. Zadané mame dizky dvoch tseciek, ktoré st na seba kolmé. Aviak mame
zistit dlzku usecky, ktord s nimi na prvy pohlad az tak nesuvisi. Vieme vsak, ze jej krajné body su stredy nejakych
useciek. Prave tieto stredy by nas mohli naviest na pouzitie strednych priecok.

Dokreslime si teda stred strany BC, ozna¢me ho O. Potom usecka MO je stredna priecka v trojuholniku ABC
a usecka NO je stredna priecka v trojuholniku BDC. O strednych prieckach je zname, ze su rovnobezné s prislus-
nou stranou trojuholnika a maju polovi¢na dlzku. Tahko teda dopotitame, ze [MO| = 12 a [NO| = 9. Navyse,
priamky AB a DC st na seba kolmé, a preto st aj priamky MO a NO na seba kolmé. Premyslite si, Ze to ozaj plati,
ked mame zadany akykolvek trojuholnik ABC (Specidlne ak je to tupouhly trojuholnik s tupym uhlom pri vrchole
A alebo B).

C
12
M 0, 18
9
.
A 24 B N D

Teraz si uz len sta¢i véimntt, Ze trojuholnik MNO je pravouhly, pricom pozndme dlzky jeho odvesien. Z Pytago-
rovej vety potom dostaneme, Ze strana MN mé dlzku 15.
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1.6 Kam Macka Skoci?

Zadanie. Ako si tak Slovdci prichddzajii na Blaordsku univerzitu, zacujii za sebou dajaké pazvuky. V strachu sa ob-
zerajti okolo seba, ¢i na nich ndhodou nevyskoci agresivna macka, no jediné zviera navokol je plysova vydra. Usalasili
sa tu totiz stari zndmi Izraelcania, ktori si ako pripravu pred sitaZou prechddzaju nasledovnii tilohu.

7 vrs 7 vrs

Nech pre kazdé prirodzené &islo n je a, prirodzené islo najblizsie k \/n (ak je takych viac, vezmeme vZdy to najmencsie;
ak je \/n prirodzené, tak a, = \/n). Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati

ayray+otap ., =2-(12+22+-+n?).

Riesenie. opravuju Mimi (matej.hanus@trojsten.sk) a Andy (martin.andricik@trojsten.sk)

Ziadanti rovnost dokdzeme indukciou. Najprv ju overime pre n rovné 1, potom ukézeme, Ze z platnosti tvrdenia
pre n — 1 vyplyva platnost pre n.

V prvom pripade naozaj
? 2
a1+a12+1=2'1,

1+1=2.

Pre indukény krok predpokladajme, ze
ayt+ay+otap ,=2-(F+22+---+(n-1)>%).

Totiz, (n—1)2+n—-1=n?>-2n+n-1=n?> - n. Potom chceme, aby platila rovnost zo zadania - stai ndm teda
dokazat, ze

Appops) + o+ gy = 2 - 2.

Ziadant rovnost potom dostaneme ako stiéet poslednych dvoch (chceme, aby prirastok suétu nalavo bol rovny
prirastku st¢tu napravo). Najnov§ia [ava strana ma vsetky ¢leny rovné n. Mdzeme si totiz spocitat, ze (n—1/2)? =
n* — n + 1/4, ¢o znamend, ze pre vietky k vacsie nez n> — n + 1/4 plati a; > n. Obdobne (n+ 1/2)> =n> +n+1/4
a odtial a; < n, akonahle k < n? + n + 1/4. Indexy na lavej strane nasej rovnosti su skuto¢ne vsetky medzi tymito
hranicami (pretoze n> —n+1/4<n>—n+1<n*+n<n?+n+1/4). Jeichtam (n>+n) - (n*-n+1)+1=2n,
¢o urcuje, Ze ich sucet je 2n - n = 2n2. Indukény krok a cely dokaz su dokoncené.
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1.7 Konceptov Miname Spustu

Zadanie. Po piatich hodindch krkolomného pocitania sa David, Lukds a Teri potrebovali zbavit svojich Smirdkov,
a kedze este nemali dost rozmyslania, zahrali sa takuto hru.

7 w7

Na zaciatku md kazdy hrdc v ruke jeden Smirdk a pred nimi je kopka n Smirdkov, kde n je kladné celé ¢islo. Vo svojom
tahu moze hrdac pridat jeden Smirdk (ak mad nejaky v ruke) do kopky alebo si z kopky (ak tam nejaky je) vziat jeden
do ruky. Hrdc, ktory vezme z kopky posledny smirdk, vyhrdava. Zacina David a potom sa striedajii do kruhu postupne
s Lukdsom a Teri. Navyse sa Lukds a Teri spolcili a dohodli sa, Ze budii hrat tak, aby vyhral urcite niekto z nich. Pre
ktoré n

o dokdze David vyhrat bez ohladu na to, ako hrajii Lukds s Teri?

o David nevie sice zarucene vyhrat, ale vie aspon zabezpecit, aby Lukds s Teri nevyhrali po konecnom pocte tahov
(teda aby hra trvala donekonecna, ak budii Lukds s Teri hrat optimdlne)?

o vedia Lukds s Teri vzdy porazit Davida?
Ukdzte tiez, ako md/majii v danej situdcii postupovat.
Po hre (ak niekedy ta hra skonci) si Slovdci planujii pozriet psami a mackami sa hemZiace centrum Blordu.
Riesenie. opravuju MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk) a Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Odbime si na zaciatok vitazné pozicie. Ak bude pred Davidovym tahom na kopke len 1 $mirdk, David ho vezme
avyhra. To napriklad znamena, Ze pre n = 1 vyhrava on. Naopak, ak po jeho tahu budu na kopke 1 alebo 2 $miraky,
Lukas si $mirak vezme, a ak na kdpke nejaky ostal, vezme si ho Teri. Vyhra teda niekto z nich. Pre jednoduchost
budeme hovorit, ze v takejto situacii David prehral.

Predchadzajuci odsek ndm déva este jedno pozorovanie. Ak pred Davidovym tahom st na kdpke 2 alebo 3 $miraky,
David musi $mirak na kopku pridat. Inak by na kopke ostali menej ako tri $miraky a prehral by.

Co dalej? Zatial sme tlohu vyriesili len pre n = 1. Po chvili rozmyslania prideme na to, Ze pre n = 2 David prehra.
Na zaciatku musi $mirak pridat na kopku a ked Lukas$ 1 $mirdk prida a Teri 1 odoberie, budu pred Davidom 3
$mirdky. Podla postupu vyssie by mal $mirék na kopku pridaf, no v ruke Ziaden nedrzi. Smirdk teda z kopky
odoberie a prehra.

Situdcia pre n = 2 nam ¢o-to napoveda o situacii pre vyssie pocty Smirakov. Vidime, Ze Lukasovi s Teri sa oplati
znizit pocet $mirakov na kopke na 2 alebo 3 a nasledne sa pokusit Davida obrat o $miraky na ruke. Tym by si mohli
zaistit, ze vyhra niekto z nich.

Cast so znizovanim poétu $mirdkov na kope je jednoduchd. Ak st po Davidovom tahu na kdpke aspor 4 $miréky,
Lukas aj Teri si po jednom vezmu. Bez ohladu na to, ¢o spravil David, bude pred jeho dal$im tahom na kdpke aspon
o 1 $mirdk menej nez minule. KedZe na kopke boli po Davidovom tahu aspon 4 $miraky, pred jeho najbliz§im
tahom budu aspon 2. Najviac po n — 3 kolach teda Lukas s Teri dosiahnu 2 alebo 3 $miraky na kopke. Ak to bude
pred ich tahom, tak pre 2 Smiraky rovno vyhra jeden z nich. Pre 3 $miraky zas vie jeden z nich $mirak pridat
a druhy odobrat, ¢im dostant 3 $miraky pred Davidovym tahom. Tu sa oplati eSte spomenut, Ze to naozaj vedia
spravit. KedZe doteraz $miraky len brali, ur¢ite ma niekto z nich' na ruke $mirak, ktory na kdpku moze polozit.
Ten druhy $mirak vezme.

'V tomto pripade maju $mirdky dokonca obaja.
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Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

Takze vieme, ze Lukas s Teri urcite vedia po kone¢nom pocte tahov zabezpecit, Ze pred Davidovym tahom st na
kopke 2 alebo 3 $miraky. Lahko si vSimneme, Ze Davida vedia v tomto stave udrziavat lubovolne dlho. Aby David
neprehral, musi $mirak na kopku pridat, ¢im pred Lukasom s Teri budua 3 alebo 4 Smiraky. V druhom pripade
si kazdy vezme 1 $mirak a pred Davidom budu 2. V prvom pripade vie jeden z nich $mirak na kopu dat a druhy
odtial vziat (nie nutne v tomto poradi). Pred Davidovym tahom tak budua 3 $miraky.

Takze pred Davidovym tahom budu na kdpke striedavo 2 a 3 $miraky. V kazdom tahu teda musi jeden $mirak
z ruky dat na kopu. Ked sa prvykrat ocitol v tomto cykle, mal obmedzeny pocet $mirdkov na ruke. Oznacme
tento pocet d. Po d tahoch, v ktorych bol printteny dat $mirdk na kopku, mu v ruke ziaden nezostane. Bude
si teda musiet jeden z 2, resp. 3, $mirdkov zobrat a prehra. Jedinou jeho nadejou by bolo, ak by sa mu podarilo
prinutit Lukasa s Teri prerusit cyklus. Zo 4 Smirakov si vedia zobrat dva vzdy. Na to, aby si nemohli jeden Smirdk
zobrat a druhy $mirak na kopku prilozit, museli by byt obaja bez $mirakov. To v$ak nastat nemoze. V kazdom
tahu doteraz si totiZ aspon jeden z nich §mirak vzal. Ten, kto si $mirak vzal v minulom kole, ho isto mdze v tomto
polozit na kopku. David teda s prehrou ni¢ nenarobi.

Odpoved

Pre n = 1 vyhrava David tym, ze hned na zaciatku zoberie jediny $mirak z kopy. Pre n > 1 vyhravaja Lukas s Teri.
Ich stratégia sa odvija od poctu $mirakov na kope po Davidovom tahu. Ak st tam 3, jeden z nich si $mirak vezme
a druhy $mirak na képku da. Ak st na kopke 2 alebo aspon 4, obaja si Smirak zoberu. Ak je na kopke 1 $mirak,
vezme si ho Luka$ a hra skon¢i.

1.8 Kde Majo Sedi?

Zadanie. Ked sa po prehliadke Bordu Slovdci vrdtili na interndt, rozhodli sa, Ze si zahrajii spolocenské hry. Vysli
teda na chodbu a sadli si na kruznicu okolo stola. Potom si vak vsimli, Ze okolo stola na druhom konci chodby tiez
na kruznici sedi nejakd skupinka. Rozhodli sa teda riadit slovami klasika ,,Cim viac, team viac* a kruZnice spojili.
Majo si vsimol, Ze nech na kruznici sedel kdekolvek, vzdy bolo ich skore priemerné. Neslo mu vsak do hlavy, preco je
to tak.

Kruznice k, | sa pretinajii v bodoch P # Q. Na kruzZnici k si zvolme bod M. Priamky MP, MQ pretinaju kruznicu
I postupne v bodoch B, C roznych od P, Q. Oznacme X priesecnik priamok BQ a CP. Dokdzte, Ze to, ¢i X lezi na
kruznici k, nezavisi od volby bodu M (tzn. je to dané iba polohou kruznic k, 1). V pripade, Ze X lezi na kruznici k,
dokdzte navyse, ze BC je priemerom L.

Riesenie. opravuje Teri (tereza.skublova@trojsten.sk)

Predtym, ako za¢neme ulohu riesit, sa najprv musime pozriet na to, aké rozne konfiguracie bodov z ulohy mézu
nastat, lebo v roznych konfiguraciach sa mézu odévodnenia platnosti tvrdeni lisit.

Pre jednoduchost odkazovania si ozna¢me obluk PQ kruznice k leziaci vnutri kruhu ohrani¢eného kruznicou [
ako vnutorny obluk PQy a obluk PQ kruznice k neleziaci vnutri kruhu ohrani¢eného kruznicou / ako vonkajsi ob-
luk PQy. Podobne si rozdelime aj obluk PQ kruznice [ ako vnutorny obluk PQ; (leziaci vnutri kruhu ohrani¢eného
kruznicou k) a ako vonkajsi obluk PQ; (neleziaci vnutri kruhu ohrani¢eného kruznicou k).

Body P a Q su fixne dané pre kazdu polohu kruznic k a [, a teda sa nam staci zaoberat polohami ostatnych bodov.
Kedze bod M ovplyviiuje polohu vsetkych ostatnych bodov (vynimajic body P, Q), tak sa nam staci pozriet na
pripad, ked M lezi na vnttornom obliku PQy, a na pripad, ked M lezi na vnutornom obluku PQ.

https://www.kms.sk/ 10 kms@kms. sk


mailto:tereza.skublova@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

Ak M lezi na vonkajsom obluku PQy, tak mo6zu nastat tri pripady:

1. body B, Clezia obidva na vonkajSom obluku PQ,
2. body B, Clezia obidva na vnttornom obliku PQ;,

3. jeden z bodov B, C lezi na vnutornom obluku PQ; a druhy lezi na vonkajSom obluku PQ; (pri¢om je jedno,
ktory z tychto dvoch bodov lezi na vnutornom a ktory na vonkajsom - tieto dve situdcie su symetrické,
a teda sa ndm staci zaoberat len jednou z nich).

Iné pripady v tejto moznosti nemdzu nastat, lebo body B, C st zo zadania rézne od bodov P, Q.

Ak M lezi na vnutornom obliku PQy, tak body B, C musia nutne lezat na vonkajsom obluku PQ;. Je to preto,
lebo v tomto pripade bod M lezi vnutri kruhu ohranic¢eného kruznicou /, a teda polpriamka MQ, ktora vychadza
z vnatorného bodu kruhu, pretina kruznicu najviac jedenkrat (a to prave v bode Q) a polpriamka QM, ktora
vychadza zbodu na kruznici/, lezi celd v polrovine urcenej priamkou PQ, ktora obsahuje vonkajsi obluk PQ;, a teda
kruznicu I nevie pretat v bode leziacom v druhej polrovine urcenej priamkou PQ (ta polrovina, ktora obsahuje
vnutorny oblik PQ)), a teda musi kruznicu / pretat na vonkajSom obluku PQ;. Podobne je to s priesecnikmi
polpriamok PM a MP s kruznicou L.

Musime teda preriesit 4 rozne pripady polohy bodov M, B, C.

Predtym, nez sa pozrieme na jednotlivé pripady, si zavedieme e$te jedno oznacenie. Pre dant konfiguraciu kruznic
k,I ma tetiva PQ v obidvoch kruzniciach fixnt dizku. Preto aj obvodové uhly v kruzniciach k, I nad tetivou PQ
budd mat fixnu velkost. Pre kruznicu k a jej vonkajsi obluk PQy si ozna¢ime obvodovy uhol k tetive PQ ako a.
Podobne pre kruznicu [ a jej vonkajsi obluk PQ; si ozna¢ime obvodovy uhol k tetive PQ ako S.

Teraz sa uz mozeme pustit do rozoberania jednotlivych konfiguracii.

1. konfiguracia - bod M lezi na vonkajSom obliku PQy, body B, C lezZia obidva na vonkajSom obluku PQ,

C
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Uhol PMQ ma velkost a, lebo je to obvodovy uhol nad tetivou PQ v kruznici k a bod M lezi na vonkajsom obluku
PQ. Dalej vieme, ze | « PCQ| = | « PBQ| = 3, lebo je to obvodovy uhol nad tetivou PQ v kruznici / a body B, C lezia
na vonkajSom obluku PQ;. Zo suctu velkosti vnutornych uhlov trojuholnika MQB vieme, Ze

| « MQB| = 180° — | « QMB| - | « QBM]| = 180° — | « QMP| — | « QBP| = 180° — a - .
Podobne zo suctu velkosti vnttornych uhlov trojuholnika MPC vieme, ze
| « MPC| = 180° — | « PMC| - | « PCM| = 180° — | « PMQ| - | « PCQ| = 180° — a — 3.
Zo suctu vnuatornych uhlov v §tvoruholniku MPXQ dostavame, zZe
| QXP| = 360° — | « XQM| - | « QMP| — | « MPX| = 360° — | « BQM| — | « QMP| - | « MPC]| =
=360° - (180° —a — B) —a — (180° — a — ) = a + 2p.

Ziskavame, e |« QXP| = a + 2f3, ¢o je hodnota, ktora nie je zavisla na polohe bodu M, ale len na polohe kruznic
k,l. Tym sme dokazali prvu ¢ast zadania pre moznost tito konfiguraciu.

Predpokladajme teda, Ze bod X lezi na kruznici k. Potom je $§tvoruholnik MPXQ tetivovy, a teda |« MQX| +
| « MPX]| = 180°. Z toho vyplyva, ze:

180° —a— B+ 180° —a — f3 = 180°,
180° =2+ (a+ f),
90° = a + f.

KedZze uhol « MQX je susedny uhol s uhlom « XQC, tak dostavame, Ze plati | « BQC| = | « XQC| = 180° - (180° —
a—f) =a+p=90° Uhol «BQC je teda pravy, z ¢coho vyplyva, ze tetiva BC, nad ktorou je tento uhol obvodovym
uhlom, je priemer kruznice I. Tym sme dokazali pre tuto konfiguraciu aj druhu ¢ast zadania.

2. konfiguracia - bod M lezi na vonkajsom obluku PQy, body B, Clezia obidva na vnutornom obliuku PQ,

o
AN

P

V tomto pripade sa nikdy nemoze stat, Ze by bod X lezal na kruznici k. Je to preto, lebo bod X bude lezat v polro-
vine urcenej priamkou QP, ktora obsahuje bod M, a teda by bod X mohol lezat na kruznici k len vtedy, ak by lezal
na vonkajsom obluku PQy. To vsak nie je mozné, kedze poradie bodov Q, C, B, P na kruznici [ je presne takéto,
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kvoli tomu, ze body C, Q lezia v jednej polrovine urcenej osou uhla QMP a body B, P lezia v druhej polrovine
urcéenej touto osou, a zaroven body B, Clezia na vnutornom obluku PQ;. Preto body Q, C, B, P tvoria $tvoruholnik
v tomto poradi a bod X lezi na priese¢niku jeho uhloprie¢ok. Tento priese¢nik uhloprie¢ok musi byt vnutri $tvo-
ruholnika, lebo tento $tvoruholnik je konvexny, a kedze X lezi vnutri tohto stvoruholnika, tak lezi aj vnutri kruhu
ohrani¢eného kruznicou I. Tym padom nevie lezat na vonkajsom obluku PQ, lebo ten bol definovany ako ten
obluk k, ktory nelezi vnutri kruhu ohranic¢eného kruznicou L.

3. konfiguracia - bod M lezi na vonkajsom obliuku PQy, bod B lezi na vonkajSom obliuku PQ; a bod Clezi na
vnuatornom obluku PQ;

Uhol PMQ ma velkost a, lebo je to obvodovy uhol nad tetivou PQ v kruznici k a bod M lezi na vonkajsom obluku
PQy. Dalej vieme, Ze |« PCQ| = 180° — B a |« PBQ| = B, lebo st to obvodové uhly nad tetivou PQ v kruznici I,
bod B lezi na vonkajsom obliku PQ; a bod Clezi na vntitornom obliku PQ;. Zo suctu velkosti vautornych uhlov
trojuholnika MQB vieme, ze

| « MQB = 180° — | « QMB| - | « QBM]| = 180° — | « QMP| — | « QBP| = 180° — a — .
Podobne zo stctu velkosti vattornych uhlov trojuholnika MPC vieme, ze
| « MPC| = 180° — | « PMC| - | « PCM| = 180° — | « PMQ| - (180° - | « PCQ)) = 180° — &t — B,
Zo suctu vnuatornych uhlov v trojuholniku XCQ dostavame, Ze
| «QXC| = 180° — | £ XQC| - | « XCQ| = 180° — (180° — | « BQM|) — | « PCM| =
= 180° — (180° — (180° — o — B)) — ) = 180° — o — 2.

Ziskavame, Ze |« QXP| = 180° — a — 23, ¢o je hodnota, ktora nie je zavisla na polohe bodu M, ale len na polohe
kruznic k, I. Tym sme dokazali prvu ¢ast zadania pre tuto konfiguraciu.
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Predpokladajme teda, Ze bod X lezi na kruznici k. Potom je $tvoruholnik MPQX tetivovy, a teda |« PMQ| =
| « PXQ), lebo st to obvodové uhly nad jednou tetivou. Z toho vyplyva, Ze:

a=180°—a—2p,
2-(a+p)=180°,
a+f3=90°.

KedZe uhol « MQX je susedny uhol s uhlom « MQB, tak dostdvame, Ze plati |« BQM| = |« BQC| = 180° —a - 3 =
90°. A teda je uhol « BQC pravy, z ¢oho vyplyva, ze tetiva BC, nad ktorou je tento uhol obvodovym uhlom, je
priemer kruznice I. Tym sme dokézali pre tuto konfiguraciu aj druhu cast zadania.

4. konfiguriacia - bod M lezi na vnutornom obliuku PQy, body B, C lezia obidva na vonkajsom obluku PQ,

Uhol PMQ ma velkost 180° — «, lebo je to obvodovy uhol nad tetivou PQ v kruznici k a bod M lezi na vnutornom
obltikku PQy. Dalej vieme, ze | « PCQ| = | « PBQ| = 3, lebo je to obvodovy uhol nad tetivou PQ v kruznici [ a body
B, Clezia na vonkajSom obluku PQ;. Zo suctu velkosti vnutornych uhlov trojuholnika MQB vieme, Ze

| « MQB| = 180° — | « QMB| - | « QBM]| = 180° — | « QMP| — | « QBP| = 180° — a - B.
Podobne zo stctu velkosti vattornych uhlov trojuholnika MPC vieme, ze
| « MPC| = 180° — | « PMC| — | « PCM] = 180° — | « PMQ| - | « PCQ| = 180° — & — .
Zo suctu vnuatornych uhlov v §tvoruholniku MPXQ dostavame, zZe
| « QXP| = 360° — | « XQM| — | « QMP| — | « MPX] = 360° — (180° — | « BQM|) — | « QMP| - (180° — | « MPC]) =
=360° — (o + ) — (180° — &) — (ar + B) = 180° — & — 2.

Ziskavame, Ze |« QXP| = 180° — o — 23, ¢o je hodnota, ktora nie je zavisla na polohe bodu M, ale len na polohe
kruznic k, I. Tym sme aj pre tuto konfiguraciu dokazali prvu ¢ast zadania.
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Predpokladajme teda, Ze bod X lezi na kruznici k. Potom je $tvoruholnik MPXQ tetivovy, a teda |« MQX| +
| « MPX]| = 180°. Z toho vyplyva, ze:

a+f+a+p=180°
2-(a+p)=180°
a+f3=90°.
KedZe uhol « MQX je susedny uhol s uhlom « MQB, tak dostdvame, Ze plati | « MQB| = | « BQC| = 180° - (a+f3) =

180° —a— . A tedaje uhol « BQC pravy, z ¢oho vyplyva, Ze tetiva BC, nad ktorou je tento uhol obvodovym uhlom,
je priemer kruznice I. Tym sme dokazali pre tato konfigurdciu aj druhu ¢ast zadania.

Vyssie sme pre véetky konfiguracie dokazali vlastnosti zo zadania, a teda sme vyriesili celt ulohu.

Alternativne sa dala tloha riesit za pomoci orientovanych uhlov, ¢o by ndm umoznilo vyhnut sa rozpisovaniu
véetkych konfigurdcii.

Poznamka

Viaceri z vas ste si spravne v$imli, ze priamky QB a PC mozu byt v poslednych dvoch konfiguraciach (pre a + 28 =
180°) rovnobezné, a teda nam nevznikd bod X. V zadani sme v$ak zabudli napisat, ze tymto okrajovym pripadom
sa nemate venovat, kedZe v nich skimané tvrdenie vlastne vobec nedavalo zmysel. Za chybu sa ospravedliiujeme.

1.9 Krutia Makovice Sa

Zadanie. Po tolkom pocitani sa nasej delegdcii zatoCili hlavy. A ako im rotovali hlavy, tak im rotovali aj cisla,
s ktorymi pocitali. Najvicsi hlavybol viak prisiel, ked to zaslo do Bodu, Ze vsetky tieto zrotované Cisla boli nasobkami
toho povodného.

Nech n € N. Zoberme si n-ciferné cislo A = a,_...a1ay, ktorého cifry ay, ai, ...,a,-1 su nenulové a zdrover nie
su vSetky rovnaké. Oznacme dalej pre 1 < k < n ako Ay Cislo, ktoré vznikne po zrotovani cifier A o k pozicii, teda
Ak =8y _1..-a1808,_1-..a,_r. Ndjdite vietky A také, ze kazdé Ay je delitelné cislom A.

Riesenie. opravuje Michal S. (michal stanik@trojsten.sk)

Nasou ulohou je ndjst vSetky ¢isla A, ktoré delia vsetky svoje cyklické rotacie cifier (jednotlivé A;). Predpokla-
dajme, Ze mame nejaké také ¢islo A. Toto ¢islo musi delit aj ¢islo, ktoré dostaneme tak, Ze jeho prvu cifru presu-
nieme na koniec (A;). Podme si toto ¢islo vyjadrit. Od A musime odpocitat (10"~!)-ndsobok prvej cifry, vynésobit
ho desiatimi (¢o posunie vsetky cifry) a cifru, ktora bola poévodne prva, pripocitat:

A|(A-10""a, ) 10 +a,_;.
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Delitelnost znamena, ze prava strana je k-nasobkom lavej strany pre nejaké celé ¢islo k (nesuvisi s k, ktorymi
zadanie indexuje Ay):

kA=(A-10""a, ) -10+a,_,
kA = 10A — 10"a,_; + a,_,

(10 - k)A = a,_ (10" - 1).

Prava strana je zrejme kladna, takze aj lava musi byt. Aj ¢islo k musi byt kladné a musi preto platit 1 < k <9, ¢ize
aj 1 <10 — k < 9. Pozrime sa teraz na vSetky mozné hodnoty ¢initela (10 — k) na lavej strane rovnosti:

(107 -1
10-k=1 A:g—LlT———l=any9%h9
(10 =1)  a,
10-k=2 PR ) _ %1 g9 g
2 2
(107 -1
10-k=3 Azg—L%;——lzamy3%“3
(100 =1)  a,
10-k=4 4= G R
4 4
(10 =1)  a,
10-k=5 4= G T
5 5
(10n=1)  a,
10-k=6 PR ) 1 555 5
6 2
10-k=7 nechame si na neskor
(10n—1)  a,
10-k=8 PR ) _ %1 999 g
8 8
(107 -1
10-k=9 A:E—L%;——l:amy1u“1

Z tychto pripadov okrem 10 — k = 7 nevieme ziskat ziadne rie$enie nasej ulohy, pretoze A musi byt nasobkom ¢isla
so samymi rovnakymi ciframi, ale taky nasobok bude tiez mat vsetky cifry rovnaké, ¢co ndm nevyhovuje, alebo
bude mat cifier viac, ale ¢islo A musi mat presne tolko cifier, kolko je devin, trojok ¢i jednotiek (ich pocet je n).

v ap— i . . 7 w7 v ’ v 7 . 7 v7 . ’ . a .
Vsetky zlomky v tabulke typu = su p1:1tom naozaj celé ¢isla, pretoze prislusné i st s ¢islami so samymi rovnakymi
ciframi v tom istom riadku nesudelitelné.

Preskiimajme napokon jediny ostavajuci pripad 10 — k = 7. Ma platit
7A = a, (10" - 1).

Lava strana je nasobkom 7, teda aj prava musi byt. Ak by a,.; = 7 (je to len jedna cifra), tak by sme mali A =
(10"-1) =999...9, ¢o ndm nevyhovuje. Preto musi byt siedmimi delitelné 10" — 1. Ked si vypiseme zvysky 10" po
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deleni 7, dostaneme 1, 3,2,6,4,5,1,3, ... a dalej sa budu cyklicky opakovat, pretoze kazdy zvysok je jednoznacne
uréeny predoslym. Musi teda platit #n = 6m. V tom pripade mame

7A = a, (10" - 1),

A =a,_-142857142857...142857.

Mame cislo, v ktorom sa opakuje peridda cifier 142857. Nasobky takého cisla vyzeraju tak, ze sa opakuje jedna
z period 142857,285714,428571,571428,714285, 857142 (dalsim je uz 999999). Ak by sme za a,,_, vzali cokolvek
vacsie ako 1, ¢islo A by obsahovalo cifru 1, ale by nnou nezacinalo. Teda cyklicka rotacia s jednotkou na zaciatku
by bola mensia ako A, takze by ju A nedelilo. Musi totiz stale platit, Ze A ma n cifier, takze a,_; > 7 nepripada do
uvahy.

Madame teda
100" — 1
A= T = 142857142857...142857,

kde postupnost 142857 sa opakuje m krat, m € N.

Vsetky takéto ¢isla st rieSenim nasej tlohy, pretoze cyklické posuny 142857 st prave uvedené nasobky (142857,
285714, 428571, 571428, 714285, 857142) a pre ¢isla s m opakovaniami tejto periddy to plati tiez, pretoze cyklické
posuvanie cifier v celom dlh§om ¢isle je to isté, ako cyklické posuvanie jeho cifier v ramci jednotlivych Sestic.
Ak napriklad ¢islo X vzniklo cyklickym posunom 142857, potom ¢islo XXXXX vzniklo cyklickym posunom ce-
lého zvizku pét po sebe iducich ¢isel 142857. Z toho aj vyplyva, ze cyklické posuny tychto dlhsich sekvencii st
nasobkami povodnej sekvencie, nakolko jednotlivé $estice cifier st na sebe nezavislé — nedochadza k Ziadnym pre-
nosom/zvyskom medzi nimi. Inak povedané, ked mame a - 142857 = X, tak a - 142857142857...142857 = XX.. X,
kde X je prislu$na postupnost 6 cifier.

1.10 Kopeme Mesto Stratené

Zadanie. V jednom momente si matfyzni poctari vsimli, Ze sa im to uz nejak krati. Opustili preto Od a zasli si pozriet
Sofiu. Je to tam samd vykopdvka, takze im netrvalo dlho, kym narazili na kamenni fontdnu. UZ v nej sice nebola
voda, no kedysi urcite redlne sliizila na nieco prospesné. PomoZzte im zistit, na o konkrétne.

Ndjdite vsetky kladné redlne funkcie f: R* — R* splniajiice pre vietky x, y € R* vztah
fUfx) +y) - flx) = flay +1).

Riesenie. opravuje Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

Na zaciatok si predstavime velmi uzitocnu vlastnost funkcii, ktora sa ¢asto vyuziva pri riedeni funkcionalnych
rovnic — prostost — a povieme si, preco sa zvacsa pote$ime, ked tuto vlastnost o nasej hladanej funkcii zistime.
Ak presne viete, o tu idem teraz napisat, pokojne tento odstavec preskocte. Funkcia f (napriklad taka, ktora
rie$i nasu rovnicu zo zadania) sa nazyva prosta, ak pre vietky x,y z defini¢ného oboru funkcie’ plati: f(x) =
fly) = x =y. Slovne: funkcia fje prostd ak Ziadne jej dva rézne vstupy nemaji rovnaka funkénd hodnotu.
Preco je tato vlastnost tak super pri funkcionalnych rovniciach? Predpokladajme, Ze sa ndm pri rieSeni podari
dopracovat k vztahu: f(vyraz 1) = f(vyraz 2). Potom vyuzitim defini¢nej vlastnosti prostosti vieme povedat, Ze

*Defini¢ny obor funkcie je mnozina vstupov, pre ktoré je funkcia zadefinovana
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vyraz 1 = vyraz 2. Tymto sme sa zbavili neprijemnej “Supky” a dostali sme sa k plodom. Rovnost takychto dvoch
vstupov do funkcie f nam casto odhali velmi zjednodusené, ¢asto kliucové tvrdenie. Ak si to neviete predstavit
v praxi, sta¢i pokracovat v ¢itani tohto rieSenia.

Teraz, ked uz vieme, Ze prostost je sexi, pokusime sa ju v tejto tilohe ziskat. Nanestastie, nebude to také jednoduché,
lebo po chvili hrania sa so zadanim si lahko v§imneme, Ze funkcia f(x) = 1 vyhovuje zadaniu (ako jedina uplne
konstantna funkcia). Nasa funkcia teda nemdze byt prosta bez dodato¢nych trikov. Ukazeme teda, ze ak funkcia f
nie je prostd, potom musi spliiat f(x) = 1. Potom budeme méct vylicit tento pripad tym, Ze budeme predpokladat,
ze funkcia je prosta, a zistime, ¢i sa dopracujeme k nejakému dal$iemu rieseniu.

Nech teda existuju a < b také, ze f(a) = f(b). Pozrieme sa, ¢o z tohto bude vyplyvat. V§imnime si, Ze v lavej strane
nasej rovnice vystupuje ¢len x vzdy iba sam vo funkcii f. Teda by sme mohli vstupy a, b oba postupne dosadit za x,
kym y nechame ,,volné“, aby sme na lavej strane dospeli k rovnakému vyrazu. Dostavame

fifa) +y)f(a) = flay + 1),

ako aj

f(1(b) + y)f(b) = flby +1).

Vidime, 7e [avé strany sa rovnaju, a teda pre kazdé y € R* mdme f(ay+1) = f(by+1). Toto je v podstate velmi silné
tvrdenie - ddava nam to do rovnosti funkéné hodnoty nekone¢ného mnozstva roznych dvojic vstupov. Napriklad
si mdézeme v$imnut, ze z fubovolného z > 1 vieme pomocou tejto rovnosti ,skakat” dole alebo hore a vytvorit
tak postupnost roznych ¢isel, ktora ma celd rovnaku funként hodnotu. Ako? Staci polozit do rovnostiay +1 = z
a vyriesit pre y. Vieme, Ze rieSenie existuje v naSom defini¢cnom obore, lebo z > 1. Potom dosadime tito hodnotu
y do vyrazu by + 1 a dostaneme 2z’ > z také, ze f(z) = f(2'). Potom presadenim z za z’ a zopakovanim tohto
procesu dostaneme dand rovnost opit, tentoraz pre povodné Z/, teraz z, a nové, este vacsie z’. A takto to opakovat
donekonecna. Podobne, ak by sme postupovali rovnako az na to, Ze by sme riesili by + 1 = za potom dosadzali do
ay + 1, dostali by sme nekone¢nt postupnost vecne sa priblizujucu k 1 zhora, ktora by cela dosahovala rovnaka
funkénd hodnotu po dosadeni do f.

Co s tym ale vieme spravit? Zial, po chvilke zamyslenia si uvedomime, ze takymto spdsobom by sme vytvorili
nekonec¢ne vela postupnosti, o ktorych by sme vedeli, ze majt rovnaka funk¢na hodnotu, ale nevedeli by sme
hned tieto postupnosti prepojit. Klucové pozorovanie je, Ze ak pre a,b plati f(a) = f(b), potom vyuzZitim prave
vztahu f(ay + 1) = f(by + 1) vieme (takmer) Iubovolnou volbou y dostat novy par a’, b’ taky, ze: f(a’) = f(b').
Naco je nam dobré ziskat novy takyto par? Podstatné je, ze i’—: € (1, g) , a zaroven, Ze fubovolnt hodnotu zlomku
Z—: v tomto intervale vieme dosiahnut vhodnou volbou y. To sa dé vidiet vyriesenim rovnice, v ktorej polozime Z—:
rovné lubovolnému ¢islu z daného intervalu.

Majme teraz fubovolny pér 1 < z < w. Ak zvolime y tak, aby by + 1 = w, vidime, Ze y = (w — 1)/b. Dosadiac to do
ay + 1 ziskame hodnotu (w — 1)a/b + 1. Pozrime sa teraz na pomer w a (w — 1)a/b + 1 po od¢itani 1 od oboch:

w-1 _b
(w-1Dalb+1-1 a
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Preto z pohladu 1, pomer tychto dvoch ¢isel je g Keby sme si teda ¢islo 1 predstavili ako 0 a ¢isla vacsie ako 1
ako kladné ¢&isla, potom pomer medzi dvomi po sebe idicimi ¢lenmi takto vzniknutej postupnosti je presne 2

a°

Ak Z = \/*=L pre nejaké prirodzené k, potom postupnym skdkanim smerom dolu spésobom, ako sme to robili

-1
doteraz, ziskame f(w) = f(z). Toto av$ak nemusi platit. Nastastie, prave preto je pozorovanie o ziskani nového
paru f(a’) = f(V') také uzitocné. Ak & # /2=L, staei zobrat dostatocne vysoké k, zvolit g = {/2=> < £ a potom

najst také y, ze Z *+ = q. Z toho ziskavame f(w) = f(z).

Nakolko sme na zaciatku tejto konstrukcie nekladli Ziadne podmienky na z, w okrem toho, ze su vacsie ako 1,
dostavame tuto rovnost pre véetky vstupy vicsie ako 1. Teda nasa funkcia f je konstantna na celom intervale
(1, 00). Oznaéme si jej funként hodnotu c¢. Dosadme teraz do nasej rovnice 1 < z, w za x, y. Dostaneme

fif(2) + w)f(z) = flzw + 1).

Po zvéazeni, ze vSetky vstupy vonkajsich funkcii budu vicsie ako 1, ziskavame ¢? = ¢, z ¢oho vyplyva ¢ = 1. Teraz
dosadme z < 1 < w, zza x a w za y. Dostaneme:

f(f(2) + w)f(z) = flzw + 1).

Po zvazeni, Ze vstup prvej funkcie na lavej strane a funkcie na pravej strane su vicsie ako 1 ziskavame f(z) = 1.
Takto sme teda dostali vztah f(x) = 1 pre vSetky mozné vstupy, ¢im sa ndm uspe$ne podarilo ukazat, co sme
povodne chceli.

Teraz uz méZeme konecne predpokladat, Ze funkcia f je prostd. Nanestastie, nasa rovnica obsahuje tri rézne f()
vyrazy, a teda na$ trik so $krtanim f popisany v prvom odstavci nemdzeme hned pouzit. Musime sa vhodnymi
dosadeniami zbavit niektorej z tychto funkcii — napriklad tak, Ze ukazeme, Ze pre dané dosadenie je rovna 1. Zatial
véak nemame dostatok informdcii o nasej f, aby sme také nie¢o mohli spravit. V§imnime si ale, Ze f(x) a f(xy + 1)
by sme vedeli $krtnut, ak by platilo x = xy + 1. Toto vskutku vieme dosiahnut volbou y = ¥, pokial x > 1. Potom
dostaneme, po skrtnuti tychto dvoch funkcii

f(f(x) - %) -1

Ozna¢me si a := f(x) + **. Potom vidime, Ze f(a) = 1. Nasli sme teda vstup, ktory budeme vediet dosadit do f tak,
aby sme sa f zbavili. Dosadme teda (celkom prirodzene) a za x a y nechajme volné. Po $krtnuti f(a) dostaneme

f(L+y) =flay+1),

z ¢oho okamzite vidime a = 1 po pouziti nasho skrtacieho triku. Z prostosti f tiez vieme, Ze a je jediny vstup,
ktorého funkénd hodnota je 1. My viak tieZ vieme, ¢o sme si ako a oznacili. Dostavame, Ze f(x) + =+ = a = 1.
Teda mame, Ze f(x) + ** = 1, ¢o sa po Gprave zmeni na f(x) = 1. Spomenime si, Ze x bolo volné aZ na to, Ze sme
cheeli x > 1. Mdme teda f(x) = + pre vietky x > 1. Zvolme teraz uz len x < 1 = y a vyuZzime nés zisteny vztah. Po
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dosadeni dostaneme:

f) 1
fx)+1 x+1
¢o po tprave znamend: f(x) = L. Mdme teda f(x) = 1 pre vSetky x. Dopracovali sme sa tak k jedinému dalSiemu
kandidatovi na rieSenie nasej ulohy. Po dosadeni vSeobecnych argumentov x, y do nasej zadanej rovnice a overeni
tejto funkcie zistujeme, Ze skuto¢ne taka funkcia riesi nagu rovnicu.

Teda jedinymi rie$eniami nasej rovnice st funkcie f(x) = 1 a f(x) = 1.
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