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KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kupim Merac Spravodlivosti (x < 1)

Zadanie. Prechddzal som sa po lese, az som nasiel pernikovii chaliipku. Vosiel som dnu, Ze sa poobzerdm, ked tu
zrazu do chaliipky voslo 5 trpaslikov. Kazdy z nich mal ¢iapocku — bud modru, alebo Cervenu. Trpaslik s modrou
ciapockou vzdy hovori pravdu, trpaslik s cervenou ciapockou vZdy klame. Kazdy z nich vidi na Ciapocky ostatnych,
no nie na svoju. Postupne mi povedali:

o Lavorik: ,,Vidim 4 modré ¢iapocky.”

o Kuckuc: ,,Vidim 3 modré ciapocky a 1 cerveni.”
* Bojkos: ,,Vidim 1 modri ¢iapocku a 3 Cervené.”
o Chrapos: ,,Vidim 4 Cervené Ciapocky.”

 Havos nepovedal nic.

Som vsak farboslepy, a teda potrebujem detektor IZi. Alternativne kiipim aj riesenie tejto uilohy, v ktorom zistite, ktory
trpaslik ma ciapocku ktorej farby. V pripade spokojnosti pontikam az 9 bodov.

RieSenie. opravuje Kaja (karolina.pisonova@trojsten.sk)

Zac¢nime Lavérikovym tvrdenim. Ak by hovoril pravdu, teda by mal modru ¢iapku, tak by vsetci museli hovorit
pravdu a mat modré ¢iapky, ¢o nie je mozné, kedze niektori tvrdia, ze vidia ¢ervené ¢iapky. Lavorik ma teda
cervenu cCiapku.

Dalej, keby Kuckuc hovoril pravdu a mal modru ¢iapku, tak by ostatni traja okrem Lavorika, a teda aj Bojkos,
museli hovorit pravdu, ale to, Ze Bojko$ vidi 3 ¢ervené ¢iapky, je v spore s tym, zZe Kuckuc vidi 3 modré, kedze
spolu je ¢iapok iba 5, takze aj Kuckuc musi mat ¢ervenu ciapku.

Pozrime sa na Chraposa. Ak by ten mal modru ¢iapku, tak vSetci ostatni by museli mat ¢ervené a klamat. Lenze
potom, ked sa pozrieme na Bojko$ovu situdciu, tak ten by skuto¢ne videl Chraposovu modru ¢iapku a ostatné
3 Cervené, takze by vlastne hovoril pravdu, ¢o je zas v spore s tym, Ze by mal ¢ervenu ¢iapku. Preto aj Chrapo$
klame a ma Cervenu Ciapku.

Ostavaju uz len Bojkos a Havos. Ak by mal Bojkos ¢ervenu ¢iapku a klamal by, tak by musel mat ¢ervent ¢iapku
aj Havos, aby Bojko$ovo tvrdenie nebolo pravdivé (lebo uz teraz vieme, Ze 3 cervené ¢iapky skutocne vidi). Lenze
v tom pripade by sme sa dostali do situdcie, Ze Chrapos by skuto¢ne videl 4 ¢ervené ¢iapky, ¢o je v spore s tym, Ze
on ma Cervenu ¢iapku, ¢o ale (ako sme si ukazali) musi mat.

Takze zostava nam jedine moznost, Ze Bojko$ ma modru ¢iapku a v tom pripade ma Havos tiez modru ¢iapku,
aby bolo Bojkosovo tvrdenie pravdivé.

Uz len overime, ¢i v tomto pripade sedi aj vSetko ostatné. V tejto situdcii su ale skuto¢ne Lavorikove, Kuckucove aj
ChrapoS$ove tvrdenia nepravdivé a Bojko$ovo je pravdivé, takze toto je jedind mozna situdcia, ktora mohla nastat.
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Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

2.2 Kapim Matematické Sustredenie (x < 2)

Zadanie. Rdd by som sa stretaval s roznymi matematickymi tikazmi. Preto sa chcem ziucastnit matematického
sustredenia. Zucastnit sa vSak moZem len celej Casti.

Nech a, b, ¢ sii nezdaporné redlne cisla. Ukdzte, Ze

a+b+c-|a+b|-|la+tb+c—|a+b||=a+b+c—|b+c|-|a+b+c-|b+c]].
Pozndmka. Oznacenie | x|, slovne aj (dolnd) celd cast ¢isla x, oznacuje najvicsie celé ¢islo neprevysujiice x.

Riesenie. opravuje Ivka (ivona.hrivova@trojsten.sk)

Nasou ulohou je dokazat rovnost. Preto budeme postupovat tak, Ze sa pokusime prepisat [avt stranu rovnosti tak,
aby sme sa dostali ku tvaru pravej. Nalavo mame vyraz

a+b+c-|a+b|-la+b+c—|a+D]].
Ako uz bolo vysvetlené v zadani, dolna cela cast ¢isla x je najvicsie celé ¢islo neprevysujice x. Plati teda
|x] <x<|x]+1.

4

Pozrime sa bliz$ie na vyraz |x + k|, kde k je celé &islo. KedZze dolna cela ¢ast celého ¢isla sa rovna hodnote ¢isla
samotného, mdzeme vyraz prepisat nasledovne

|x+ k| =|x] +k. (2.1)

Kazda hodnota dolnej celej Casti je celé &islo, teda aj |a + b| € Z. Na zéklade rovnosti (2.1) mdZeme upravit nas
vyraz nasledovne

atb+c—|a+b]-|a+b+c—|a+b||=a+b+c-|a+b|]-(la+b+c|-|a+b]),
a tak dostavame tvar
at+b+c—|a+b|-|la+b+c|+|a+bl=a+b+c-|a+b+c|.

Pri¢itanim nuly hodnotu vyrazu nezmenime, preto ked ku danému vyrazu pripocitame 0 = [b+c| - |b+c|,
dostaneme ekvivalentny vyraz tvaru

a+b+c+|b+c|-|b+c|-|a+b+c],
ktory vdaka rovnosti (2.1) moZeme prepisat ako
at+b+c—|b+c]-|la+tb+c—|b+c]].

To je v8ak prava strana rovnosti zo zadania. KedZe vSetky upravy boli ekvivalentné a matematicky korektné, vyraz
na lavej strane rovnosti je totozny s tym napravo.
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2.3 Kupim Mak Siaty (x < 3)

Zadanie. Ako finalista majstrovstiev sveta v mleti maku potrebujem tréning. Preto kiipim 4247 ton maku. Pri mleti
maku treba mak rozdelit na o najvicsie casti, zhdnam teda aj najvicsieho delitela.

V zavislosti na a, b € Z urlte najvicsieho spolocného delitela ¢isel 3ab a a® + b2.

Riesenie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Martin (martin.kliment@trojsten.sk)

Najprv si mdézeme v§imnut, ze NSD(a, b)? deli oba vyrazy, kde NSD(a, b), zna¢i najvicsieho spolo¢ného delitela

liselaa b. Nech a = NSD(a,b) -xa b = NSD(a,b) - y. Dosadenim do oboch vyrazov dostaneme
3ab=3-(NSD(a,b) - x) - (NSD(a,b) - y) =3-x-y-NSD(a, b)?,

a* + b* = (NSD(a, b) - x)* + (NSD(a,b) - y)* = (x* + y*) - NSD(a, b)*.

Ostdva ndm uz iba overit, ¢i a za akych okolnosti bude 3 - x - y a (x? + y?) sudelitelné, pricom uz vieme, ze x a y
nie su sudelitelné. Nech p je lubovolny prvociselny delitel x. Potom p deli 3 - x - y, zaroven p deli x?, no nedeli y,
lebo NSD(x, y) = 1. Potom p nedeli ani y* a tym padom ani x> + y?. Analogicky, ziadne prvocislo deliace y nedeli
K+ y2.

Nakoniec nas ¢aka 3. Ta dorieSime napriklad cez zvyskové triedy a delitelnost. Ak by 3 delila x, tak urcite nedeli
y. Potom v8ak nemoze delit ani x> + y2. Ostdva nam preverit pripad ked x dava zvys$ok 1, popripade 2 po deleni 3.
Podme sa pozriet na zvysky x2.

(3-z+1)2=(9-22+6-2)+1
a podobne
(3-2+2)*=(9-22+6-z+3) + 1.

Vidime, Ze nech si zvolime x, y Iubovolne, tak nam ich $tvorec da zvysok 1. x* + y?> potom bude davat zvys$ok
(1+ 1) =2 po deleni 3. Trojkou teda delitelny tiez nebude.

Prave sme overili, ze pokial x a y st nesudelitelné, tak aj 3 - a - b a a® + b? budu tiez nestdelitelné. Vysledok teda
naozaj je NSD (3-a- b,a?> + b*) = NSD(a,b)?.

2.4 Kupim Mysi Syr (x < 5)

Zadanie. Na narodeniny som dostal pascu na mysi. Aby fungovala, potrebujem do nej trojuholnik syra pre moju
trojuholnikovii mys.

Majme trojuholnik MYS s bodom F na strane MS. Oznacme R a S postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom
FYS a MFY. Dokdzte, Ze trojuholniky MYS a SYR st podobné.

Riesenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Aby sme ukazali, ze trojuholniky MYS a SYR st podobné, potrebujeme najprv ukazat, ze maju rovnaké vnttorné
uhly. Oc¢akdvame, Ze |< YRS| = | < YSM|, | <RSY| = | < SMY]| a |<SYR| = | < MYS|.
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Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

Na zaciatok si spojme Y a F, ktoré tvoria jedint spolo¢nu tetivu oboch kruznic, ktord je zaroven kolma na spojnicu
stredov kruznic RS. To vieme pretoze stred opisanej kruznice lezi na osiach stran, zaroven oba stredy musia lezat
na osi YF, teda ich spojnica lezi na osi YF. Ich priesecnik si ozna¢ime ako bod X. Skusme sa teraz pozriet na
trojuholnik FYS a ukazat z neho |< YRS| = | < YSM].

Spojime si vietky vrcholy trojuholnika SFY so stredom kruznice R.

Trojuholniky YSR, SFR, FYR st véetky rovnoramenné, teda aj ich uhly pri zakladni budt rovnaké. Z trojuholnika
YRX vyplyva

90° + « + <« =180°,
+ < =90°%,

=90° -
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Z trojuholnika SFY vieme, Ze

2< +2< +2< =180°,

¢o modzeme vykratit dvomi a dostaneme
<+ <+ < =90°%
<+ < =90° -
Spojenim s predchadzajicou rovnicou dostaneme
=90° - <« = < + «,
=<+ «.

Ukézali sme teda, Ze plati rovnost | < YRS| = | < YSM]|.

To, ze uhol, pod ktorym sa na tetivu pozerame zo stredu je dvojndsobkom toho, pod ktorym sa na fiu pozerame
z nejakého bodu na kruznici, je vSak celkom silnd a ¢asto pouzivand vlastnost. Ide o takzvany stredovy a obvodovy
uhol. Sktisme sa teda na to pozriet z tohto uhla. Mdzeme si v§imniit, Ze < YSF je obvodovy ku < YRF, a teda plati
rovnost | < YRF| = 2| < YSF.

Zaroven vieme, 7e RX je os < YRF, kedzZe trojuholnik RFY je rovnoramenny (|[RY| = |RF|, kedZe sd to polomery).
Potom ale vieme, Ze RS ndm deli < YRF na polovicu, a teda plati rovnost | < YRF| = 2| < YRX].

Ak spojim tieto dve rovnosti dohromady, dostivam 2| < YRX| = 2| < YSF|, ¢o viem upravit na | < YSF| = | < YRX],
¢o je ekvivalentné s rovnostou | < YRS| = |« YSM).

Analogicky, i ked trochu inak sa pokusime ukézat rovnost |< RSY] = | <SMY].

Znovu si spojime v8etky vrcholy trojuholnika FMY so stredom kruznice S.
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Trojuholniky YMS, YFS, FMS sa vSetky rovnoramenné, teda aj ich uhly pri zékladni budt rovnaké. Z trojuholnika
YXS vyplyva

90° + < + « =180°,
< + < =90°,
=90° - <.
Z trojuholnika YFM vieme, Ze
(«—<)+(<+ <)+ («—-<)=180°
29 +2< =22 =90°
¢o mozeme vykratit dvomi a dostaneme
<4+ - < =90°
- < =90°- <.
Spojenim s predchadzajicou rovnicou dostaneme
—<=90°- <« = «,
<=

Ukézali sme teda, Ze plati rovnost | < RSY| = | < SMY].

Alebo sme siv§imli, Ze < FMY je obvodovy ku stredovému < FSY a analogicky vyvodili rovnost | < YSX| = | <« YMF|,
ktora je ekvivalentna s rovnostou | < RSY| = | < SMY].

Ukézali sme rovnost dvoch vnutornych uhlov trojuholnikov MYS a SYR. Z vety uu o podobnosti trojuholnikov
vyplyva, Ze trojuholniky MYS a SYR st podobné.

Avsak podobnost trojuholnikov MYS a SYR sme nemuseli dokazovat prave cez rovnosti |< YRS| = |<YSM],
|<RSY| = |<SMY]| - jednu z nich sme mohli nahradit rovnostou |<SYR| = |<MYS|. Skisme sa teraz na fu
pozriet.
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Mbzeme si viimnut, Ze < SFY je obvodovy ku stredovému < SRY;, a teda plati rovnost | < SRY| = 2| < SFY]|. Rovnako
aj < YFM je obvodovy ku 360° — < YSM, a teda plati rovnost 360° — | < YSM| = 2| < YEM].

Vieme, Ze
< 4+ < =180°,
2< +2< =360°
2« =360°-2<,

| < YSM]| = 360° - 2 <,
| < YSM| = 2.

KedZe s oba trojuholniky YSM a YRS rovnoramenné s rovnakym uhlom oproti zékladni, tak budd mat rovnaké
uhly aj pri zékladni, takZe | < SYR| = | < MYS]|, z ¢oho vyplyva | < SYR| = | < RYM| + | < MYS| = | < SYR| + | <RYM| =
| < MYS|.

Teraz sa ostava este zamysliet ako by vyzeralo rieSenie, ak by sme si bod F umiestnili niekde inde. Ak by sa F
posunulo blizsie k S, tak by sa mohlo staf, Ze by R lezalo mimo trojuholnika SMY a S vo vnutri alebo pod MS.
Eite vieme F posuntt blizsie ku M, v takom pripade by S lezalo mimo trojuholnika SMY a R pod MS. V takomto
pripade by postup rieSenia vyzeral analogicky ku nasej konfigurdcii (resp. by sme vymenili metédy postupu pre
jednotlivé uhly, kedZe uhly sa nam preklopia na doplnok do 180° resp. 360°). Ak by sme F umiestnili do paty
vys$ky na stranu SM, tak by body R, S postupe lezali na strandch SY, MY a RS by bolo rovnobezné s SM. Jednalo
by sa teda o trivialny pripad. Eéte na konfiguraciu méze mat vplyv povodny trojuholnik MYS, aviak aj tu budeme
postupovat analogicky, kedZe sa nam len preklopia niektoré uhly.
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2.5 Kapim Majstrovsku Stratégiu (x < 8)

Zadanie. Devil Vorsiper ma vyzval na siiboj so sachovymi veZami. Stiboj md nasledujiice pravidla: Kazdy veztec
md v jednom z protilahlych rohov $achovnice 8 x 8 svoju vezu. VeZa chrdni cely svoj riadok a stlpec. Veztec moze
svoju vezu presuniit vodorovne alebo zvislo tak, aby neprekrocil stipec ani riadok, ktory chrdni siiperova veza. Veztec,
ktory uz nevie svoju vezu pohniit, prehrdva. Je vyhodnejsie, aby som zacinal ¢i mdam prenechat prvy tah Vorsiperovi?
Kupim vitaznii stratégiu pre niektorého z vezZtcov alebo dokaz, ze ani jeden takii nemad.

Riesenie. opravuje M&M (marek murin@trojsten.sk)

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Navod, ako prist na dolezité fakty

Najprv si vyskusame, ¢o sa stane, ked hrame hru na $achovnici 2 x 2. O¢ividne prehra ten hra¢, ktory zacina,
pretoZe nemd miesto, kam posunut svoju vezu. Ti, ¢o teraz ocakavajui Sachovnicu 3 x 3, si budu musiet trochu
pockat.

Hrajme na Sachovnici nxn a predpokladajme, ze sa hra dostala v nejakom momente do bodu, Ze biela veza a ¢ierna
veza st obe na podsachovnici' 2 x 2, samozrejme diagondlne oproti sebe. Tato pozicia je tiez prehravajica pre
zacinajuceho hraca (pokracujuceho - pretoze sa pozerame na situaciu uprostred hry). Prec¢o? Nech je za¢inajuici
(pokracujuci) hra¢ na policku (a, b) a svoju povodnd $tartovaciu poziciu mal na (1,1). Potom zacinajuci (pokra-
¢ujuci) hra¢ ma mozné tahy: ist o x € {1,...,a — 1} jednym smerom alebo o y € {1,...,b — 1} druhym smerom.
Dokopy teda ma na vyber z a + b — 2 tahov. Teraz vsak protihra¢ spravi rovnaky tah o x resp. y v tom istom smere
a dosiahne situdciu, kde st opét na podsachovnici 2 x 2, a pévodne zacinajuci, teraz uz pokracujtci, hrac je opét na
tahu. Miesta, kam sa moze veza pohnut, bude v kazdom dal§om tahu menej, kedZe kazdym tahom sa k okrajom
$achovnice posunie blizsie. Takto to vSak nemoze pokrac¢ovat do nekonecna, pretoze poc¢et moznosti a + b — 2
sa bude stale zmensovat, az za¢inajuci (pokracujuci) hra¢ skonéi na (1, 1) a prehrd. Podobne sa d4 argumentovat
aj pripad, kedy hra¢ova $tartovacia pozicia je (n,n).

Dobre teda, takze ak niekto vie dosiahnut vo svojom tahu pods$achovnicu 2 x 2 a nechat na tahu stipera, tak vyhral.
Ako to moze niektory hrac docielit? Podsachovnicu 2x2 vieme jednym tahom vytvorit z lubovolnej podsachovnice
2 x k alebo k x 2 pre lubovolné k € {3,4, ...n}. Takze vietky tieto pozicie su vyhravajuce pre hréca, ktory bude na
tahu na podsachovnici 2 x k alebo k x 2.

Dobre, takze ¢o s tou $achovnicou 3 x 3?2 Hrac, ktory za¢ne, musi z tejto Sachovnice nutne vytvorit bud poziciu
2 x 3 alebo 3 x 2. Preto $achovnica 3 x 3 je prehravajuca pre zac¢inajuceho hraca. Tak, ako sme v druhom odstavci
dokazali, Ze ,,ustupovanie® pre podsachovnicu 2 x 2 nezmeni prehravajtcost pozicie, tak aj pre podsachovnicu
3 x 3 to bude rovnaké. VSeobecny dokaz pride neskor. Ako sa dostaneme do podsachovnice 3 x 32 Z Iubovolne;j
podsachovnice 3 x k, kde 4 < k < n. Ako sa dostaneme do 3 x k? Z k x k. A tak dale;.

Dokaz

Nech za¢ina D. V. Oznacme si poli¢ka $achovnice od jeho rohu (1,1) po moj roh (n,n). Dokdzem, ze pre mna
budu vyhravajuice pozicie tie, ked moja vzdialenost na prvej a druhej siradnici od D. V. je rovnaka a D. V. je na
tahu, v preklade nase veze su v rohu $tvorca.

!Podsachovnicou m x n budeme rozumiet obdlznikovu ¢ast hracej plochy, v ktorej jednom rohu je jedna veza a v protilahlom druha.
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@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Nech je v nejakom momente hry dosiahnuta taka pozicia, nech D. V. je tahu na policku (a,b) a ja som na (a +
k,b + k). D. V. sa mdze pohnut na fubovolné policko z mnoziny

{(d,b),a €{1,2,..,a-l,a+1,..,a+k—-1}}n

n{(a,b"),b' €{1,2,....b-1,b+1,...b+k—-1}}.

Ak D. V. tahal tak, Ze a’ > a, resp. b’ > b, tak moja odpoved’bude tah na (a+k, b+k+a—a’), resp. (a+k+b-b',b+k).
Tym vznikne $tvorec mensej velkosti. Sice bliz$i roh, teda roh veze D.V., bude dalej od suradnic (1,1), aviak moja
veza bude blizsie k rohu (1, 1) ako bola v predoslom tahu.

Ak D. V. tahal tak, Ze a’ < a, resp. b’ < b pre prislu§né tahy, tak moja odpoved bude tah na (a’ + k, b + k) resp.
(a+k,b" + k). Tym vznikne opat §tvorec rovnakej velkosti a obe veze budu bliZsie k stradniciam (1,1).

Lenze tahy oboch typov vie robit D. V. iba obmedzeny pocet krat, a preto vyhram. Inymi slovami, ja sa svojim
tahom vzdy priblizim k rohu (1, 1) a vzdy viem spravit dalsi tah, teda raz musi nastat situdcia, ze D. V. uz nemd
ako tahat.

2.6 Kupim Mlyncek, Surne!

Zadanie. Od finalistu majstrovstiev sveta v mleti maku som sa dozvedel, Ze mletie maku vyrazne zvysuje integilencny
kvocijent. Tiez by som sa to chcel naucit. Preto kiipim mlyncek. Stirne.

Mdme funkciu f, ktord kazdému prirodzenému &islu m priradi redlne Cislo f(m). Vieme o nej, Ze pre véetky kladné
celé a, b, n, ktoré spliajii a + b = 2", plati

fla) + f(b) = n’.
Urcte f(2022).

Rie$enie. opravuju Kubo P. (jakub.poljovka@trojsten.sk) a Mi§o M. (michal.molnar@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Uloha sama o sebe vyzerd pomerne zdkerne. Mdme nejaku funkciu £, do ktorej vieme dosadzat prirodzené ¢isla,
a chceme urcit, co dostaneme po dosadeni 2022. K dispozicii mame len jeden vztah, ktory navyse plati len pre
$pecidlne hodnoty. Na zistenie f(2022) ndm tak nezostdva ni¢ iné, ako ndjst vhodné prirodzené &islo x, aby sme
mohli vyuzit, ze f(2022) + f(x) = n?.

Tu prichédza otazka, ¢o dalej? Previedli sme fakt, Ze nepozndme hodnotu f(2022) na fakt, ze nepozname f(x).
Vieme ndjst nejaké dalsie prirodzené ¢islo, zopakovat postup pre x a dostaneme nova neznamu hodnotu. Aby sme
sa dostali k nejakym vysledkom, chceme idealne najst ¢islo (alebo ¢isla), pre ktoré vieme urcit hodnotu funkcie.
Po chvili uvazovania si v§imneme, ze ak a = b = 2"71, vztah pre funk¢né hodnoty bude

2-f(2" 1) =n’.
Odtial uz vieme ur¢it, Ze f(2"~!) = 1n2. Skusme sa teda dopracovat od 2022 k nejakej mocnine dvoch.

Budeme postupovat nasledovne: pre nejaké x, ktoré nie je mocninou 2 ndjdeme nejaké y < x tak, aby x + y bola
mocnina 2. A zopakujeme s ¢islom y. Toto vieme spravit vzdy. KedZe nam to vSak staci pre par ¢isel, dokazovat to
nebudeme, proste to vyskusame. Tento postup nas dostane k postupne mensim a mensim kladnym celym ¢islam,
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takze ak sa nepritrafi po ceste nejaka mocnina 2, dostaneme sa az k ¢islu 1. To moZeme tieZ povazovat za mocninu
2 (1 =29, navySe 1 + 1 = 21, takZe sa k hodnote f(1) dopocitame.

Prejdime vsak k ¢inom. Postup vys$sie nam dava:

o 2022 +26 =211,

e 26+6=2°,
o 6+2=23
o« 2 =21

Vieme teda dopocitat, Ze f(2) = 122 = 2. Potom pekne od konca dostaneme
C f(6) =3 -f2)=9-2-7,
. f(26) =52 - f(6) =257 = 18,

o f(2022) =112 -f(26) =121 — 18 = 103.
Odpoved: f(2022) = 103.

2.7 Kupim Mokrua Studnu

Zadanie. Doma v kuchyni mdam nové stvorcekové dlaZdice. Nemdm doma iny zdroj vody, tak potrebujem studnu.
Nie vsak ledajakii. Aby sa mi nepokazilo feng-suej, musi splfiat nasledujiice podmienky:

1. Musi mat tvar n-uholnika.
2. Vrcholy tohto n-uholnika musia lezat v mrezovych bodoch stvoréekovej siete so stvoréekmi so stranou dizky 1.

3. Ked'si napiseme druhé mocniny diZok jeho strdn od najmensej po najvicsiu, dostaneme n po sebe idiicich
prirodzenych cisel.

Existuje takd studna pre

o n=2022?
e n=3?
Rie$enie. opravuju Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk) a Jozef Rajnik (jozef.rajnik@trojsten.sk)

Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Aby sa nam lahsie pracovalo, zavedieme si v nasej stvorc¢ekovej sieti suradnicovy systém tak, ze mrezové body st
prave body s celo¢iselnymi suradnicami.

Stradnice vrcholov n-uholnika mézeme oznadit ako (x1,1)s (%2, ¥2)s ++.» (% ). Potom druhé mocniny dizok
jeho stran, ktoré v ilohe skimame, st (x, —x1)% + (32 —y1)% (%3 —x2)2 + (¥3 — 32 )? a tak dalej. MdZeme si v§imnut,
7e kazda dl7ka strany na druht je sa¢tom dvoch $tvorcov (druhych mocnin celych ¢isel).

Ti z vas, ktori uz maju nejaké skusenosti s pocitanim so zvyskami, asi vedia, Ze druhé mocniny ¢isel davaju po
deleni $tyrmi iba zvysky 0 a 1. Je to tak kvoli tomu, Ze zvySok druhej mocniny zavisi len od zvysku samotného
¢isla. Ked'si umocnime vsetky mozné zvysky od 0 do 3, tak dostaneme ako vysledky iba zvysky 0 a 1. Ak neverite,
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mozete si zobrat fubovolné ¢islo, vydelit ho $tyrmi so zvyskom a pocitat. Vyjde vam jedna z tychto moznosti:

(4k)* = 16k* = 4(4Kk*) + 0,
(4k +1)* = 16k* + 8k + 1 = 4(4Kk* + 2k) + 1,
(4k +2)* = 16Kk* + 16k + 4 = 4(4Kk* + 4k + 1) + 0,

(4k +3)* = 16K* + 24k + 9 = 4(4K* + 6k +2) + 1.

Ked jeden $tvorec mdze mat zvysok po deleni Styrmi 0 alebo 1, sucet dvoch $tvorcov moze mat zrejme zvysok iba
0, 1 alebo 2. Ak stéty dvoch druhych mocnin (druhé mocniny dlZok strdn) tvoria postupnost po sebe idtcich &isel
a st aspon $tyri, tato postupnost nutne bude obsahovat aj ¢islo so zvyskom 3 po deleni 4. Takéto ¢islo ale nevieme
vyjadrit ako sucet dvoch druhych mocnin, ¢o je spor. To znamena, Ze pre n > 4 (a teda aj $pecidlne pre n = 2022)
vhodna studna neexistuje.

Ostava nam pripad n = 3. Stale plati, Ze naSou postupnostou nechceme trafit ¢islo so zvyskom 3 po deleni 4, takze
$tvorce dlZok strdn musia mat postupne zvysky 0, 1 a 2, &ize byt tvaru 4k, 4k + 1 a 4k + 2 pre nejaké nezdporné &islo
k. Ak vSetky tri druhé mocniny dlzok stran s¢itame, musi platit:

(G =32+ (= 31)2) + (G5 = 3207+ (35 = 32)) + (s = )%+ (s =) = 4k + (4 + 1) + (4 +2),

207 + 203 + 263 — 2X1X, — 2X1X3 — 2X2X3 + 2% + 2)5 + 293 = 2195 — 291y3 — 20y5 = 12k + 3.

Ked sme vyrazy rozndsobili, na lavej strane vznikli cleny tvaru —2x;x; a —2y;;. Okrem toho ndm vznikli druhé
mocniny siradnic (2x7 a 2y7) - kazda suradnica na druhu prave dvakrat. Lavd strana je tak parna, ale na pravej
mame 12k + 3, ¢o je neparne. Parne ¢islo sa nemdze rovnat neparnemu, a teda aj v tomto pripade ma inzerent
smolu a vyhovujuca studna neexistuje.

2.8 Kupim Metrové Suvetie

Zadanie. Moj problém spociva v tom, Ze neviem, kedy ukoncit vetu, pretoze sa v nej vZdy tocim do kruhu, ako v pri-
pade trojuholnika ABC, ktorého vpisand kruznica sa dotyka stran AB a AC postupne v bodoch D a E a ktorého
pripisand kruznica k strane BC sa priamok AB a AC dotyka postupne v bodoch F a G, pricom osi vniitornych uhlov
< CBA a < ACB pretinaju priamku DE v bodoch X a Y, a osi tych istych vonkajsich uhlov pretinajii priamku FG
vbodoch Z a W, ¢o ma niiti dat vam za tilohu dokdzat, ze X, Y, Z a W lezia na kruznici.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

V zadani mame kruznicu vpisanu a pripisanu trojuholniku ABC, ako aj osi uhlov tohto trojuholnika, na ktorych
stredy spominanych kruznic lezia. Vyzera to tak, ze budu pomerne dolezité v rieSeni, podme si ich teda oznacit
- stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC ozna¢me ako I a stred kruznice pripisanej k strane BC trojuholnika
ABC ozna¢me ako E,.

Vsimnime si, Zze nase body ndm tvoria dve skupinky, a to

1. body tykajtice sa kruznice vpisanej - A,B,C,I,D,E, X, Y,

2. body tykajuce sa kruznice pripisanej - A, B, C,E,, F, G, Z, W,
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pri¢om tieto dve skupinky nemaji medzi sebou az tak vela prepojeni. Skiisme teda skiimat tieto skupinky oddelene
— obrazky budu prehladnejsie a lahsie budeme vidiet, ¢o sa nam v nich deje.

Body suvisiace s vpisanou kruZnicou

KedZe kruznica vpisand ABC sa dotyka strany AB v bode D, musi byt DI kolmé na AB. To ale znamen4, Ze si bod
D vieme predefinovat tak, Ze ide o patu kolmice z bodu I na stranu AB. Analogicky vieme E predefinovat ako pétu
kolmice z I na AC. To ale pre nas znamend, Ze vpisanu kruznicu mozeme tplne zahodit, ¢im si opét sprehladnime
obrazok.

Kedz7e | < ADI| = |< AEI| = 90°, je $tvoruholnik ADIE tetivovy. Potom ale z obvodovych uhlov nad tetivami DI a EI
a faktu, Ze I lezi na osi uhla < BAC mame, ze | < IED| = | <IAD| = | < IAE| = | < IDE|. Dalej si v§imnime, Ze zo siétu
uhlov trojuholnika ABC vieme dostat2 < +2 < +2< =180° <= < + < + < =90°,

Pozrime sa dalej na trojuholnik BDX. Aby sa jeho uhly nas¢itali na 180°, musi platit

| < BXD| = 180° — | < BDX| — | < DBX| = 180° = (90° + <) — « =90° - « — « = <,

To ale znamend, Ze | < EXI| = < = |<ECI|, a teda z obvodovych uhlov nad tetivou EI mame, ze EICX je tetivovy.
Potom ale | <« BXC| = | < IXC| = | < IEC| = 90°, a teda X lezi na Talesovej kruznici nad priemerom BC.

To, Ze aj Y lezi na Talesovej kruznici nad BC, ukazeme obdobne. Pozrime sa na trojuholnik CEY. Aby sa jeho uhly
nasc¢itali na 180°, musi platit

| < CYE| = 180° — | < CEY| - | < ECY] = 180° — (90° + <) — « =90° — « — < =

To ale znamend, Ze | < DYI| = 180° — < = 180° — | < DBI|, a teda z obvodovych uhlov nad tetivou DI méme, ze BDYI
je tetivovy. Potom ale | < BYC| = | < BYI| = | < BDI| = 90°, a teda aj Y leZi na Télesovej kruznici nad priemerom BC.

No, a tym padli uz skoro vietky podstatné myslienky riesenia. Sice sme sa eSte nepozreli na body pripisanej kruz-
nice, no vpisana a pripisana kruznica maju velmi podobné vlastnosti. Mdzeme sa teda domnievat, Ze ak sa po-
kasime zduplikovat vyssie uvedeny postup aj pre body pripisanej kruznice, podari sa ndm tlohu doriesit. Podme
sa o to pokusit.
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Body suvisiace s pripisanou kruznicou

KedZe kruznica pripisand k strane BC sa dotyka priamky AB v bode F, musi byt FE, kolmé na AB. To ale znamena,
ze sibod Fvieme predefinovat tak, Ze ide o patu kolmice z bodu E, na stranu AB. Analogicky vieme G predefinovat
ako pitu kolmice z E, na AC. To ale pre nas znamena, Ze pripisant kruznicu mozeme uplne zahodit, ¢im si opét
sprehladnime obrazok.

KedZze | < AFE,| = | < AGE,| = 90°, je $tvoruholnik AFE,G tetivovy. Potom ale z obvodovych uhlov nad tetivami FE,
a GE, a faktu, 7e E, lezi na osi uhla < BAC méme, ze | < E,GF| = | < E,AF| = | < E,AG]| = | < E,FG]|. Dalej si vsimnime,
ze zo sictu uhlov trojuholnika ABC vieme dostat 2 < + (180°—2 < ) +(180° -2« ) = 180° <= <« + < — < =90°.

Pozrime sa dalej na trojuholnik BFZ. Aby sa jeho uhly nascitali na 180°, musi platit

| <BZF| = 180° — |« BFZ| - |<FBZ| =180° - (90° — <) — « =90° + < — < = «.

To ale znamend, Ze | < GZE,| = < = |<GCE,|, a teda z obvodovych uhlov nad tetivou E,G méme, ze CGE,Z je
tetivovy. Potom ale |< BZC| = 180° — | < E,ZC| = 180° — | < E,GC| = 90°, a teda Z lezi na Télesovej kruznici nad
priemerom BC.

To, ze aj W lezi na Talesovej kruznici nad BC, ukdzeme obdobne. Pozrime sa na trojuholnik CGW. Aby sa jeho
uhly nas¢itali na 180°, musi platit

| <« CWG| =180° - | < CGW| - | < GCW| =180° = (90° — < ) — <« =90° + < — < =

To ale znamena, ze | < FWE,| = 180° — < = 180° — | < FBE,|, a teda z obvodovych uhlov nad tetivou FE, méme, Ze
BFE,W je tetivovy. Potom ale | <« BWC| = 180° — |< BWE,| = 180° — | < BFE,| = 90°, a teda aj W leZi na Télesovej
kruznici nad priemerom BC.

Mame teda, ze W, X, Y, Z lezia vSetky na Talesovej kruznici nad priemerom BC, ¢o sme chceli dokazat.
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Co ak by obrazok vyzeral inak?

Ak ste si porovnavali pasdze s bodmi vpisanej a pripisanej kruznice, asi ste si v§imli, Ze s skoro rovnaké, az na
par detailov — niekde sa namiesto a dostalo 180° — «. To bolo spdsobené tym, Ze bod I bol medzi B a X, kdezto
vzhladom na E, su B a Z na rovnakej ,strane” priamky. Mozete si preto premysliet, Ze ak by bod X lezal vnutri
usecky DE (resp. bod Y mimo nej), tiez by sa nam takto mierne pozmenil dokaz, no fungoval by stéle - totiz, bod
X by sice presiel na druht stranu bodu E, a teda by | < EXI| = 180° — <, avSak prejde aj na druhd stranu tetivy EI,
kvoli ¢omu sa prevrati cez 180° aj obvodovy uhol.

2.9 Kuapim Milidon Stuziek

Zadanie. Moj hrad mad 43 veZiciek rozloZenych pravidelne na kruznici. Na jeho vyzdobu potrebujem kiipit vela
stuziek. Kazdé dve veze totiz prepojim prave jednou, modrou alebo cervenou. Z kazdej veZe bude viest prdave 20
Cervenych a 22 modrych stuziek. Trojicu vezi nazveme modrym (resp. Cervenym) triom, ak medzi nimi vedii len
stuzky modrej (resp. Cervenej) farby. Predpokladajme, Ze na mojom hrade je 2022 modrych trii. Kolko je cervenych
trii? Uvedte vsetky mozZnosti.

Riesenie. opravuju David (david.belobrad@trojsten.sk) a Skalo§ (jakub.skalos@trojsten.sk)

Preformulujme si na zaciatok zadanie do jazyka matematiky: nas hrad je graf so 43 vrcholmi, kde v$etky vrcholy
lezia na kruznici a z kazdého vrcholu vychadza prave 20 ¢ervenych a 22 modrych hran.

Tym, ze z kazdého vrcholu vychadza prave 22 hran modrej farby, tak vieme vybrat (222 ) dvojic, pricom spojnica
ich rozdielnych vrcholov bude tvorit tretiu stranu trojuholnika. Toto vieme spravit pre vsetkych 43 vrcholov a do-
staneme 43 - (222 ) = 9933 trojuholnikov. No a tieto trojuholniky st bud celé modré (dalej len 3,,0.) alebo s dvomi
modrymi stranami a jednou cervenou (dalejlen 2,,1.). V tomto momente si treba uvedomit, ze celé modré troju-
holniky sme zapocitali vzdy 3-krat, pretoze 2 modré hrany vychadzaja z kazdého ich vrcholu. Potom musi platit,
e

9933=3-3,0,+2,1,=3-2022+2,1..

Odetial ako riesenie linedrnej rovnice dostaneme 2,,1. = 3867. Teraz budeme opakovat postup zo zaciatku, ale
nebudeme volit 2 modré hrany. Namiesto toho budeme v kazdom vrchole volit jednu modru a jednu cervenu
hranu. V kazdom vrchole je takychto moznosti 22 - 20 = 440, teda vo vsetkych vrcholoch 43 - 22 - 20 = 18 920.
Dostali sme tak trojuholniky s 2 modrymi a 1 ¢ervenou stranou a 1 modrou a 2 ¢ervenymi stranami (dalej len
1,,2.). Do vysledného suctu sme ale kazdy taky trojuholnik zapocitali 2-krat, pretoze v trojuholniku 1,,2. existuja
prave 2 vrcholy také, ze z nich vychadza 1 modra a 1 ¢ervena hrana. Obdobné tvrdenie plati aj pre trojuholniky
s ofarbenim 2,,1,. Z toho dostdvame rovnicu v tvare

18920=2-2,,1,+2-1,2,=2-3867 +2- 1,2,

ktorej rieSenie bude 1,,2, = 5593. Posledny raz implementujeme metodiku zo zaciatku, ale tento raz budeme vybe-
rat 2 ¢ervené hrany, ktorych je (220). Dobudovanim trojuholnikov dostaneme tplne ¢ervené trojuholniky (Cervené
tria, dalejlen 0,,3,) a 1,,2.. Takychto trojuholnikov bude 43 - (220), ale opit ako pri uplne modrych trojuholnikoch,
tak aj tu sme zapocitali 0,,3, az 3-krat. Zostava nam posledna rovnica

8170=1,2,+3-0,3,=5593+3-0,3,,

ktorej rieSenim je 0,,3. = 859, ¢o je hladanym riesenim.
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2.10 Kupim Mikké Spoluhlasky

Zadanie. Bol som v Lidli kupovat pismenkd do Sosovicovej polievky, ale nemali tam ani mdikké F. Potrebujem teda
doplnit zdsoby mdkkych pismeniek.

Je dany rovnobeznik ABCD. Oznacme I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABD a & kruznicu vpisanti trojuholniku
BCD, ktord sa dotyka strany BD v bode E. Priamky AE a IE pretinajii @ postupne v bodoch F a G.

Nech E' je bod leziaci oproti E na @. Os uhla GEE' pretina GE' v bode X. Dokdzte, Ze stred kruznice opisanej
trojuholniku EXF lezi na priamke BD.

Rie$enie. opravuji Michal (michal.pecho@trojsten.sk) a Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

D C

H

\
M

E
A\

A B

Z ucty k naSmu ako aj ¢itatelovmu mentalnemu zdraviu bude toto vzorové riesenie napisané bez diakritiky v ma-
tematickych oznaceniach.

Najskor dokreslime dolezité body. Ozna¢me postupne H bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABD so stra-
nou BD, kym H’ bude bod presne ,,oproti“ Hv tejto vpisanej kruznici (konstrukcia analogicka bodom E, E’ v kruz-
nici w).

Zac¢nime s dokazom, ze A, H', E lezia na priamke. V$imnime si, Ze bod E je totozny s bodom dotyku kruznice
pripisanej trojuholniku ABD vzhladom na bod A. Je to z d6vodu, Ze body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice
na jednu stranu trojuholnika st symetrické vzhladom na stred danej strany. To body H a E splnaju, pretoZe troj-
uholniky ABD a CDB su stredovo simerné podla stredu BD a H, E st body dotyku vpisanych kruznic so stranou
BD v jednotlivych trojuholnikoch. Ak teraz uvazujeme rovnobezku na stranu BD prechadzajicu bodom H’ (ktora
je doty¢nicou ku kruznici vpisanej ABD) a ozna¢ime postupne B', D’ jej priese¢niky s priamkami AB, AD, potom
kruznica vpisana ABD je kruznicou pripisanou trojuholniku AB’D’ vzhladom na A. Lenze trojuholniky AB'D’
a ABD su podobné a zobrazuju sa na seba v rovnolahlosti so stredom v bode A. Preto v tej istej rovnolahlosti
sa tiez zobrazuju body dotyku pripisanych kruznic vzhladom k bodu A. To su prave body H’ a E, a teda musia
lezat s A na priamke.
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V rieSeni budeme pokracovat dvoma spdsobmi. Prvy vyuziva harmonicky §tvorpomer, druhy vyuziva symediany.

Rie$enie vyuzivajuce harmonicky stvorpomer

Vsimnime si, Ze EE’ L BD. Aby sme ukazali, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku EXF lezi na priamke BD,
nam staci ukazat, Ze sa tato kruznica dotyka priamky EE’ v bode E.

Ozna¢me Q nevlastny bod priamky HH’. V§imnime si, ze HH' || EE', preto Q € EE'. KedZe I je stredom HH’,
plati® (H', H;1, Q) = —1. Premietanim cez bod E na kruZnicu w dostdvame

(H',H;1,Q) = (EH',EH; EL EQ) = (F,E G, E'),

z ¢oho vyplyva, Ze FGEE' je harmonicky $tvoruholnik a plati [l 7 tejto rovnosti vyplyva, ze os uhla GEE’

deli stranu GE’ v rovnakom pomere ako os uhla GFE’, z éoh‘oFleypl)‘gal, ze X lezi na osi uhla GFE'. Ozna¢me an-
tiSvrékov bod trojuholnika EGE’ k bodu E ako N. Ked?e FX je os uhla GFE’, N bude ako Svrékov bod trojuholnika
E'FG na FX lezat. Zaroven bude N lezat aj na osi vonkajsieho uhla GEE', teda plati EN L EX, pricom EE’ je priemer
kruzZnice, preto EN 1 NFE/, z ¢oho vyplyva NE' || EX. Teraz uZ jednoduchym uhlenim dokdzeme, Ze sa kruznica

opisana trojuholniku EXF dotyka priamky EE’ v bode E. Totiz,
| 2EFX| = | 2EFN| = | EE'N| = | 2 F'EX],

z ¢oho vyplyva, ze uhol E’EX je usekovy k uhlu EFX, ¢im je dokaz hotovy.

Rie$enie vyuZzivajuce symediany

Po chvili hrania sa s konfigurdciou a pripadnom narysovani si obrazka si rychlo v§imneme, Ze stred kruznice
opisanej trojuholniku EXF vskutku lezi na priamke BD, ale mozno trochu viac prekvapivo, ze lezi tiez na priamke

ZAk nepoZnéﬁ dVijomer, pozri si https://mathcsr.org/articles/problemsolving/Vol2_No3/harmonic-geometry
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@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

E'XG. Pokusime sa teda dokazat, ze priese¢nik priamok BD a E’G s oznac¢enim P je stredom kruznice opisanej
trojuholniku EXF.

Sta¢i ndm ukazat, Ze |PE| = |PX| = |PF|. Za¢tneme dokazom rovnosti |PE| = |PX|, ktord je podstatne jednoduchsia.
Je zndmy fakt, ze |2 EXP| = |2EE'X| + |« E’EX|. Sta¢i teda ukézat, Ze to isté plati o uhle XEP. Nakolko EX je
os uhla GEE/, vieme, ze |2 E'EX| = |« XEG]|. Zaroven, kedZe EE' je priemerom (), vieme, 7e EE' 1| EP, a teda
|E'PE| = 90° — | 2EE'X|. Ale kedZze zéroven z Télesovej vety vieme, ze EG 1 E'P, tak potom nutne |2 GEP| =
90° — |2« E'PE| = | £EE'X|, a teda | « GEP| + | £ XEG]| = | £ EE'X| + | £ E'EX|, ¢o je ekvivalentné s | « EXP| = | « XEP)|,
¢o sme chceli dokazat.

Teraz sa pozrime na rovnost |PE| = |PF|. Vieme, Ze PE je doty¢nicou ku kruznici Q. Preto | PE| = |PF| je ekvivalentné
s tvrdenim, Ze PF je tiez doty¢nicou k Q. Toto by platilo, ak by sa nam podarilo dokazat, ze E'G je symedianou’ z E/
v trojuholniku EFE'. Preco? Pretoze o symedidnach je zname, ze prechadzaju priese¢nikom doty¢nic k opisanej
kruznici daného trojuholnika v bodoch r6znych od toho, z ktorého symedidna vychddza. V tomto pripade teda
doty¢nic k Q vbodoch Ea F.

Ako ukazat, Ze je nejakd priamka symedianou z nejakého bodu v trojuholniku? Podla definicie, symediana je
priamka, ktora vznikne ako obraz taznice v osovej simernosti podla osi uhla v trojuholniku (vSetko vzhladom
na ten isty fixny bod trojuholnika, napriklad E’). Presne to teda ukaZeme o priamke E’G. To v3ak nebude také
jednoduché a budeme musiet siahnut na dno nasej sofistikovanosti. Potrebovali by sme ukazat, ze E'G a taznica
zbodu E’ v trojuholniku EE’F st osovo simerné vzhladom na os uhla EE'F. O tejto taznici ale ni¢ nevieme a do-
kreslovat ju do obrazka taktiez nikam nepovedie. Namiesto toho tato taznicu ndjdeme bez dokreslovania vinom
trojuholniku, ktory ale bude trojuholniku EE'F podobny. Ozna¢me postupne H bod dotyku kruznice vpisanej
trojuholniku ABD so stranou BD, kym H’ bude bod presne ,oproti“ H v tejto vpisanej kruznici (konstrukcia
analogicka bodom E, E’ v kruznici Q).

Ocividne, priamka EI je taznicou trojuholnika EHH’ (nezabudni, I je stredom priemeru vpisanej kruznice). Ako uz
vieme, body A, H', E lezia na priamke ¢o je dost fajn, pretoze bystré oko zoci, ze trojuholniky EHH’ a EE'F po-
tom musia byt podobné. Potom by uz len stacilo ukazat, ze taznica EI zviera s ramenami EH’ a EH rovnaké
uhly, ako zviera priamka E'G s ramenami E'E a E'F, ale obratene vzhladom na rolu danych stran v podobnosti
trojuholnikov EHH' a EE'F.

Teraz ukazeme, Ze trojuholniky EHH’ a EE'F st vskutku podobné. Na to treba iba kisok uhlenia. Konkrétne, uhly
HEH’ a FEP st vrcholové a majt rovnaka velkost. Uhly FEP a EE'F su usekové a maju tiez rovnaku velkost. Podla
vety uu su teda trojuholniky EHH’ a EE'F naozaj podobné.

Zostava nam ukazat, Ze priamky E’G a EI maju symetrickd rolu vzhladom na prislichajice body E, E’ v podobnych
trojuholnikoch. Uhol IEH’ je vrcholovy s uhlom FEG a ten je obvodovy s uhlom FE'G, teda tieto dva uhly maju
rovnaku velkost. Lenze strana E'F zodpoveda v podobnosi trojuholnikov EHH' a EE'F strane EH. Teda rovnost
uhlov IEH’ a FE'G znamena nie zhodnu, ale symetrickd rolu priamok E’'G a EI v prislusnych trojuholnikoch. Teda
tieto dve priamky st osovo sumerné cez os uhla (nie doslova, ale vzhladom na podobnost trojuholnikov EHH’
a EE'F), a teda E’'G musi byt naozaj symedianou. Tym je nas dokaz ukonceny.

3https ://en.wikipedia.org/wiki/Symmedian
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