\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIV. roénik, 2022/2023 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Kopce Masivnych Staznosti (x < 1)

Zadanie. Vediici KMSka sa vydali na vylet do carokrdsnych lesov. Vopred sa viak nedohodli na trase, a tak skupinka
viac ¢i menej nahnevanych vediicich zacala stiipat do prilis strmého kopca. Nadmorskd vyska bola sice prilis vysoka,
no KMS vediici si aj za takychto okolnosti na nej vsimli nieco zaujimavé.

Kolko existuje roznych stvorcifernych Cisel, ktorych prvé dvojcislie je zdaroven aj cifernym suictom?
RieSenie. opravuje Tomas (tomas.sasik@trojsten.sk)

Najskor si uvedomme, ze prvé dvojcislie stvorciferného ¢isla, moze byt Tubovolné ¢islo od 10 do 99. Ciferny sucet
$tvorciferného ¢isla vSak moze byt najviac 9 + 9 + 9 + 9 = 36, takze aj prvé dvojcislie moze byt najviac 36. Preto
prva cifra moze byt najviac 3. Z toho vsak dostavame, ze ciferny sucet moze byt najviac 3 + 9 + 9 + 9 = 30. Sucet
30 sa v8ak da dosiahnut jedinym spdsobom ako 3 + 9 + 9 + 9, kedy prvé dvojcislie nie je 30, ale 39. Takze najvacsi
mozny ciferny sucet, ktory moze spliat podmienky zadania, je 29. CiZze prvé cifra moze byt najviac 2. Teda mame
len dve mozZnosti na prvu cifru - 1 alebo 2.

Dalej vyuzijeme trochu aj symbolicky z4pis. Ozna¢me si cifry ndsho tvorciferného &isla postupne a, b, ¢, d, teda

zapis nasho cisla v desiatkovej sustave je abcd. Hodnotu prvého dvojéislia vieme vyjadrit ako 10a + b a ciferny
sucet zas ako a + b + ¢ + d. Dame tieto dve ¢isla do rovnosti

10a+b=a+b+c+d,

9a=c+d. (1.1

Rozoberieme dve moznosti, ked a = 1 a a = 2. (VSimnite si, Ze z rovnice (1.1) sme mohli taktiez dostat odhad
a < 2, lebo prava strana je najviac 9 + 9 = 18, teda a < 18/9 = 2, ¢im sme mohli nahradit tvodnu uvahu.)

V pripade a = 1 mame c + d = 9. Za cifru ¢ mézeme zvolit fubovolnt hodnotu od 0 do 9 a cifru d vzdy vieme
jednoznacne dopocitat ako d = 9 — ¢, ¢o nam dava 10 moznosti. Cifry g, ¢, d uZ mame urcené, ale cifra b, ktora
vypadla z rovnice, mdze byt stale lubovolna, takze pre kazdu z 10 moznosti mame 10 moznosti na cifru b. To je
spolu 100 moznosti.

Ked a = 2, mame ¢+ d = 18. To sa da dosiahnut jedinym spdsobom, ked obe cifry ¢, d st maximalne, c =9, d = 9.
Ostava [ubovolne zvolit cifru b, teda mame 10 moZnosti.

Dokopy existuje 110 $tvorcifernych &isel, ktoré spliiaji podmienky zadania.

3.2 Klobuk Muchotravky Skopnutej (x < 2)

Zadanie. Pocas toho, ako sa vediici staZovali, sa Jozko prechddzal po okoli. Ako sa tak obzeral, zakopol o jednu

zvldstnu hubu. Huba, o ktorti Jozko zakopol, mala klobiik v tvare trojuholnika. Nebol to ale obycajny trojuholnikovy
klobiik.
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V rovine je dany trojuholnik ABC. Pre jeho uhly plati |< ABC| = 2 - | < BAC|. Taktiez na jeho strane AB lezi bod D
taky, ze | < ACD| = | < BCD| a navyse |CD| = |BC|. Urcte velkost uhla < BAC.

Riesenie. opravuje Zaneta (tomas.janeta@trojsten.sk)

C

A

s 2a 2a

Oznac¢me si uhol BAC ako « a uhol BCD ako ¢.

Zo zadania vieme, 7e |<ABC| = 2a. KedZe |BC| = |CD|, trojuholnik BCD je rovnoramenny so zékladiiou BD,
a teda plati | < CBD| = | < BDC| = 2a. KedZe sucet uhlov v trojuholniku BCD je 180°, musi platit

20+ 20+ ¢ = 180°,

4o+ ¢ = 180°. (2.1)

Tiez vieme |< ACD| = |< BCD| = ¢, odkial

| <ACB| = | <ACD| + |<BCD| = 2¢.
Opit, pretoze sucet uhlov v trojuholniku ABC je 180°, musi platit
a+2a+2¢=180°
3a+2¢ = 180°. (2.2)

Rovnice (2.1) a (2.2) tvoria sistavu s neznamymi «, ¢. RieSenim tejto sustavy dostaneme « = ¢ = 36°.

Odpoved: velkost uhla BAC je 36 stupriov.

3.3 Kocky Marekovych Snov (x < 3)

Zadanie. Po tom, ¢o vediici premrhali polhodinu debatovanim o tom, ako by sa mala vybrat trasa vyletu, sa rozhodli,
Ze by sa mali vsetci spolocne zhodniit na najblizom postupe. A tak sa spolocne rozhodli, Ze rozhodnutie nechajii na
ndhodu pri hode Marekovymi vysnivanymi kockami.
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Kazda Marekova vysnivand kocka md vrcholy v nejakom poradi ocislované cislami od 1 po 8 (kaZdé z nich je v prave
jednom vrchole kazdej kocky). Na kaZdej stene je napisany sticet cisel vo vrcholoch tej steny. Marekove vysnivané
kocky sii vsak iba tie, ktoré majii na vietkych stendch prvocisla a navyse pocet réznych prvocisel na stendch je najvicsi
mozny (spomedzi tych kociek, ktoré maji na stendch len prvocisla). Ndjdite vsetky neusporiadané' Sestice prvocisel,
ktoré mozu byt na stendch Marekovej vysnivanej kocky.

Riesenie. opravuje Stevka (stefania.glevitzka@trojsten.sk)

Vrcholy kocky méame ocislované len ¢islami do 8, z ¢oho lahko vycitime, Ze prvocisla na stenach nemoézu byt velmi
velké. Ako presne? Najvicsie ¢islo na stene kocky moze byt zjavne 8 + 7 + 6 + 5, ¢o je 26, teda vicsie prvocisla
uvazovat nepotrebujeme. Podobne sa mdzeme pozriet na dolné ohranicenie: najmensie ¢islo na stene moze byt
1+2+3+4,ateda 10. CiZe prvocisla, ktoré by sme teoreticky mohli dostat na Marekovej vysnivanej kocke, st iba
11,13,17,19a23.

Co dalej? Ked by ste sa chvilu hrali a skasali konstruovat Marekove kocky, mozno by ste si v§imli, Ze stcet &isel na
protilahlych stenach je vzdy 36. Totiz, ked si vyberieme nejaké 2 protilahlé steny kocky, tak kazdy vrchol kocky
prislucha prave jednej z nich. Takze ked pri jednej stene s¢itavame nejaké 4 ¢isla spomedzi 1,2, 3, ...8, tak pri tej
protilahlej s¢itavame zvy$né $tyri. Cize sicet ¢isel na tychto protilahlych stendch je rovny sacétu vietkych cisel pri
vrcholoch kocky, ¢o je prave 22 = 36. Mame 23 + 13 = 36 a 19 + 17 = 36, teda tieto dvojice prvocisel musia byt
na kocke oproti sebe. Avsak 36 — 11 = 25, ¢o nie je prvocislo, a preto sa ¢islo 11 nemdze objavit na Marekove;j
vysnivanej kocke.

O Marekovej vysnivanej kocke tiez vieme, Ze je na nej najviac roznych prvocisel ako sa da. Zatial sme zistili, ze
najviac by ich mohlo byt 4 a mozné neusporiadané Sestice by boli 13,23,13,23,17,19 alebo 13,23,17,19,17,19
(kedze kazdu z dvojic 13,23 a 17,19 chceme aspon raz a potrebujeme spolu tri takéto dvojice). Nakoniec sa ukaze,
Ze obe tieto $estice sa na Marekovej kocke daju dosiahnut, a to napriklad tak ako na obrazkoch nizsie.

3 71 7
13 13
2 1 2 3
17| 13 19 17| 17 19
4 6 8 4
23 23
8 5 6 )
23 19

Ako si zjednodusit hladanie

Hladanie vhodného rozlozenia ¢isel do vrcholov si mdzeme zjednodusit nasledujiucou tivahou: Na kazdej strane
kocky chceme mat neparne ¢islo, ¢o mdzeme dosiahnut bud tak, ze s¢itame tri parne a jedno neparne, alebo tri
neparne a jedno parne. Povedzme, Ze mame stenu, ktorej tri vrcholy maju parne ¢islo a jeden ma neparne. Tym
ale dostaneme dalsie dve steny s aspon dvoma parnymi ¢islami vo vrcholoch, a teda musia mat vo vrcholoch prave
tri parne Cisla. Tri sme ale uz pouzili a zostalo nam iba jedno, takze musi byt vo vrchole, ktory maju tieto dve steny
spolo¢ny (obrazok vlavo). Zvysné vrcholy tak maju neparne ¢isla. Preto ked si kocku vhodne oto¢ime, dostaneme
situaciu ako na obrazku vpravo. (Rovnaky vysledok by sme dostali aj keby sme zacali stenou s troma vrcholmi

!Z4lezi iba na tom, ktoré ¢islo sa kolkokrét vyskytuje, a nie na konkrétnom rozlozeni &isel na kocke.
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s neparnym c¢islom.) Potom ked si rozlozime napriklad parne ¢isla, nemalo by byt tazké doplnit tie neparne, aby
vyslo ¢o potrebujeme.

3.4 Kratky Matiho Spor (x < 5)

Zadanie. Matimu sa ale nepdcilo, Ze osud vyletu bol ponechany na nahodu. Myslel si, Ze sa tak nemozZu pokryt vsetky
moznosti vyberu cesty. Marek sa urazil, lebo jeho vysnivand kocka md vsetky odpovede na vsetky mozné otdazky a zacal
Matimu dokazovat svoje tvrdenie.

Dokdazte aj vy Matimu, Ze pre kazdé kladné celé Cislo existuje nejaky jeho celociselny ndsobok, ktory obsahuje (v de-
siatkovej sustave) kazdu cifru aspor raz.

RieSenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Baska (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Pre lubovolné celé ¢islo # by sme chceli vediet ndjst nejaky jeho nasobok, ktory obsahuje vsetky cifry od 0 do 9. Ked
sa zamyslime nad tym, ako vyzeraji ndsobky konkrétneho ¢isla, tak si mozeme uvedomit, Ze cifry blizko ku koncu
nasobkov silne zavisia od ¢isla n a nemame velmi velkt volnost v dosiahnuti nejakej konkrétnej kombinacie, ktora
by sme chceli. Napriklad pre [ubovoIné ¢islo delitelné 20 (napr. 37820) plati, ze jeho posledna cifra bude vzdy nula
a predposledna parna.

Mohli by sme preto skusit ovplyvnit prvé cifry nasobku. Skupina prvych cifier, ktora by nam vyhovovala, je na-
priklad 1234567890, pretoze uz ona sama obsahuje kazdu cifru aspon (prave) raz. Existuje vSak pre kazdé ¢islo
nasobok zac¢inajuci 12345678907

Odpoved je kladnd. Cim via&si si stanovime pocet cifier, tym viac ndsobkov s takym poctom cifier ¢islo ma. Kazdé
n-té ¢islo je nasobkom 7 — ak si vezmeme lubovolnych n po sebe iducich ¢isel, niektoré z nich musi byt nasobkom
n. Sta¢i nam teda najst n po sebe iducich ¢isel zac¢inajucich 1234567890 (rovnako by sme si mohli zvolit iné poradie
cifier).

To je uz jednoduché. Ak ma nase ¢islo n pocet cifier d, tak medzi ¢islami

123456789000 ...0 a 123456789099 ...9
—— ——
d-kréat d-kréat

je urtite nejaky ndsobok n. Tychto &isel je totiz 104 = 100... 0, a kedze n m4 d cifier, je najviac 99 ... 9, ¢o je menSie
~—— ~——

d-krét d-krét
ako pocet cisel.

Jedno z tychto (10 + d)-cifernych ¢isel zadinajucich 1234567890 tak uréite bude ndsobkom ¢isla .
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3.5 Komparovanim Muzov Sudim (x < 8)

Zadanie. Mati pochopil, Ze sa s Marekom nemoze porovndvat, a tak tito ulohu prenechal na Teri.

Teri porovndva Matiho a Mareka, ktori si za svojich reprezentantov zvolili dve nezdporné redlne Cisla x, y také, Ze
x+y = 2. Dokdzte, ze

Xy (e +y7) <2
Riesenie. opravuje David (david.belobrad@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

Na zaciatok si vS§imnime, Ze nejakym spésobom by sme z rovnice x + y = 2 chceli dostat jednu premennt a tu
dosadit do nerovnice. Chceme to ale urobit tak Sikovne, aby sa nam tam aj ¢osi vykratilo alebo s¢italo na nulu.
Chceme teda skusit pouzit nejaky vzorec na tpravu kvadratického vyrazu, pricom ¢leny velmi rychlo ubudaja
vyrazu (a+b) - (a— b) = a> - b*. Vhodnou substittciou sa teda javi

x=1+t

=1-t,
kde t € (~1;1). Dosadenim potom dostaneme ’
(1+8)?-(1-t)- ((1+)*+(1-0))=(1-2) - (1+2t+£2+1-2t+)=(1-£)-(1-£)-(2+28) =
=2-(1-2)-(1-2)-(1+)=2-(1-£)-(1-¢t*).
Teraz si v§imnime, Ze t € (—1;1). To znamena, 0 < 2 < 1,0 < # < 1 (v8imnime si, Ze vdaka parnej mocnine je

znamienko irelevantné), tedaze0 <1 - <1,0<1 -t <latedaze2-(1-#)-(1-t*)<2-1-1=2,¢0 smeaj
chceli dokazat.

3.6 Kaja Moze Skartovat

Zadanie. Kaju uz ale nudi stdt na mieste. Zacala teda tlacit vietkych vediicich smerom vybratym Marekovou vysni-
vanou kockou.

Kaja tlacila veduicich po kruznici k s priemerom AB. Dalej je na k dand tetiva PQ so stredom R. Nech S, T s piity
kolmic na AB postupne z P, Q. Predpokladajme, Ze body R, S, T sti rézne a neleZia na jednej priamke. DokdZte, Ze
trojuholnik RST je rovnostranny prdve vtedy, ked2 - |PQ| = |AB.

Rie$enie. opravuju Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Viki (viktoria.pravdova@trojsten.sk)

Najprv si nakreslime obrazok podla zadania. Mimo bodov, ktoré mame dané, si vyznacime aj priesecnik priamok
ABa PQ, ktory nazveme F. Pripad ked AB || PQ, atedabod F nevznikne, to porie§ime nakoniec. Teraz sa pozrieme
na obrazok a pride nam taky asymetricky.
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Q

Priestor ma dve polroviny a my vyuzivame iba jednu. Tak si povieme, Ze aj v tej druhej by sa hodilo nie¢o mat
a celt ulohu zosymetrime podla priamky AB. Mozno to este neviete, no prave sme vyhrali.

Ak by sa ndm podarilo ukézat, ze APCQ ~ ASRT, tak méme hotovo. Pre¢o? Usecky CP a CQ st polomermi
kruznice k. APCQ tak bude rovnostranny prave vtedy, ked |[PQ| = IAZ_H = r, takze prave vtedy, ked chceme, aby
bol rovnostranny aj ASRT. Podme teda ukazat ich podobnost. Najprv APCQ a AS'CT’, st podobné, lebo su iba
obrazmi v osovej symetrii. Sta¢i ndm teda, aby AS'CT" ~ ASRT.

Tu sa nam zacina Crtat Spirdlna podobnost so stredom v F (tak sa tomu vznesene hovori). Vsimnime si, ze uhol
| 2 AFS'| = | 2 PFS|, znovu ide len o osovt symetriu. Potom, ked oto¢ime uhol < AFS’, na « PFA, tak body &' a T
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nam pristand na priamke AB a bod C na priamke PQ. Nakoniec este najdime koeficient podobnosti pri ktorom

sa T’ zobrazi na T. To je iba k = ™ Vieme, ze ASFS' ~ ATFT' podla vety uu. Totiz, zdielaju uhol pri bode F

[T'H*
- . A . . v 1 ISF _ |TF .
a dalej uhly pri vrcholoch S, T su o¢ividne pravé. Potom mame z pomerov dlzok ﬁ = |‘T, F|‘ = k. To ale znamena,

ze $piralnou podobnostou s otocenim o uhol < AFS’ a koeficientom podobnosti k sa ndm aj S’ zobrazi na S.

Dalej si uvedomme, Ze ASRT je rovnoramenny. Totiz, KedZe R je stredom PQ, os strany ST je zéroven aj strednou
prieckou lichobeznika PQTS obsahujiicou bod R, a teda R lezi na osi usecky ST.

Nakoniec by nds mohlo zaujimat, ¢i sa C zobrazi na R, no to tak urcite bude, kedZe oba trojuholniky st rovnora-
menné so zakladnou §'T’, resp. ST a poslednym vrcholom na priamke ST, resp. PQ, ¢o st ramend uhla otocenia.

Prave sa nam podarilo ukazat, ze APCQ ~ ASRT, avSak APCQ je rovnostranny prave vtedy ked tetiva PQ, ma
dizku @ =T

Ostdva nam este poriesit pripad, ked AB || PQ. Vtedy su v§ak APCQ a ASRT dokonca zhodné, lebo |RT| = |CQ)
vyplyva z toho, Ze ide o uhlopriecky obdlznika RQTC. Podobne dostavame aj |[SR| = |[PC| a |ST| = |PQ|, kedze
v tomto pripade je PQTS obdlznikom, a teda zaver ostéva v platnosti.

3.7 Konare Metodicky Spraceme

Zadanie. Kym Kaja tlacila vicsinu vediicich po kruznici, Mati a Viktor zatial hddzali kamene a kondre do jazierka
a pritom sa hrali takiito hru.

Na zemi su nakreslené dve tabulky s rozmermi n x n - jedna je Viktorova, druhd Matiho. Na kazdom policku je
bud kamen alebo kondr, a tie sti na zaciatku v oboch tabulkdch rozmiestnené rovnako. Mati a Viktor chcu vsetky
policka vyprazdnit, ale majii na to roznu metodiku. Mati vo svojej tabulke robi iba tahy, kde v kazdom vezme riadok
s presne jednym polickom, na ktorom je kondr, oznacme ho P, a vyprdzdni vietky policka v stlpci obsahujiicom policko
P. Naopak Viktor si vo svojej tabulke v jednom tahu vyberie stlpec s presne jednym polickom, na ktorom je kondr,
oznacme ho Q, a vyprdzdni vsetky policka v riadku obsahujiicom policko Q.

Dokazte, Ze ak bola Viktorova a Matiho tabulka na zaciatku vyplnend rovnako, tak Mati vie svojou procediirou
vyprazdnit vietky policka prave vtedy, ked to dokaze Viktor.

Riesenie. opravuje Joztek (jozef.rajnik@trojsten.sk)

Najprv si vysvetlime, ¢o znamena spojenie ,,prave vtedy, ked”, pre pripad, Ze ste este ni¢ s tymto spojenim nedo-
kazovali. Znamena to, Ze ak dostaneme nejaku tabulku, tak bud ju vedia vyprazdnit Mati aj Viktor, alebo ani jeden
z nich. Tvrdenie takéhoto typu (tiez nazyvané ekvivalencia) sa sklada z dvoch nasledovnych tvrdeni (implikdcif):
»Ak tabulku vie vyprazdnit Mati, tak to vie aj Viktor“ a ,,Ak tabulku vie vyprazdnit Viktor, tak to vie aj Mati®.
Poriadny dokaz takéhoto tvrdenia by mal obsahovat dokazy tychto jednotlivych implikacii. Preto najprv budeme
predpokladat, Ze Mati vie vybrazdnit tabulku a dokazeme, Ze ju potom vie vyprazdnit aj Viktor. Bystry Citatel uz
isto tusi, ze druha implikaciu dokazeme vdaka symetrii rovnako.

Matiho tahy budeme skratene opisovat ako ,,Mati si vyberie policko P“. Tym myslime, Ze Mati vyprazdni stlpec
s polickom P. Aby mohol takyto tah spravit, tak policko P musi byt jediné s kondarom vo svojom riadku.

Uvazujme teda nejaku tabulku #n x n a predpokladajme, ze Mati ju vie vyprazdnit. Kedze kazdym tahom Mati
vyprazdni jeden stlpec, musi celkovo spravit 7 tahov. Policka, ktoré si Mati postupne vyberd, si oznaé¢ime M;, M5,
..., M. Ako mozu byt tieto policka rozmiestnené v tabulke? KedZze kazdy stlpec Mati vyprazdni prave raz, tak
poli¢ka M, M, ..., M,, musia byt v navzdjom réznych stlpcoch. Taktiez musia byt aj v navzdjom réznych riadkoch:
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ak by nejaké dve policka M; a M; (i # j) boli v rovnakom riadku, tak by Mati nevedel vybrat Ziadne z nich - ich
spolo¢ny riadok totiz obsahuje aspon dva konare.

Ukazali sme tak, Ze Mati si vybera policka M, M5, ..., M,, v navzajom roznych riadkoch aj stlpcoch. Aby takéto
tahy vedel robit, tak v tabulke musi byt celkom dost kamenov. Skisme teda o nich zistit viac. Pri tom, ale aj pri
naslednom spisani riesenia, nam vie dost pomoct, ked si tabulku upraceme do pekného tvaru. Vymenenie dvoch
riadkov nam neovplyvni to, ¢ Mati alebo Viktor vedia tabulku vyprazdnif. Rovnako ani vymena stipcov nam
to neovplyvni. Preto si mozeme riadky aj stipce uvazovanej tabulky preusporiadat tak, ze policka My, M,, ..., M,
sa budu v tomto poradi nachadzat na uhlopriecke, teda aby poli¢ko M; bolo v i-tom riadku a i-tom stlpci.

Co teda vieme povedat o zvysku tabulky? Prvy riadok okrem poli¢ka M; musi byt zaplneny kamefimi, aby mohol
Mati vybrat policko M; v prvom tahu. Napravo od policka M, (v druhom riadku) musia byt tiez samé kamene.
Nalavo od M,, teda prvé policko druhého riadku, méze byt hocijaky predmet, kedze ho Mati v prvom kole od-
strani. VSeobecne povedané, napravo od policka My = (k, k) musia byt samé kamene, kedZe tieto policka este
neboli vyprazdnené a v Matiho k-tom tahu musi byt policko M jediné s konarom v k-tom riadku.

Takto sme ukazali, Ze napravo od uhlopriecky s polickami M;, M, ..., M, st iba kamene. To ale znamena, ze
Viktor méze poli¢ka vyprazdinovat v opa¢nom poradi M,,, M,,_1, ..., M, M;. Teda Viktor vo svojom k-tom tahu
zvoli policko M,,_y.;. Viktor naozaj mdze policko M,,_i., vybrat, kedZe nad nim sa nachadzaju iba kamene a vsetky
poli¢ka pod nim st prazdne, kedze ich riadky vyprazdnené v predoslych kolach.

Takto sme ukazali, Ze ak vie tabulku vyprazdnit Mati, tak ju vie vyprazdnit aj Viktor. V podstate sme dali Viktorovi
navod, Ze vie od Matiho ,,opisovat” jeho tahy, akurat ich musi robit od konca. Z analogickych dovodov plati, ze
ak vie tabulku vyprazdnit Viktor, tak ju vie aj Mati. Presnejsie, tabulku oto¢ime o 90 stupnov. Tym je nase rieSenie
dokoncené.

3.8 Kedy Mam Strasit

Zadanie. Jozko sa odpojil od vediicich, ktorych tlacila Kaja po kruznici a rozhodol sa ich vystrasit na zaciatku ich
najblizsieho okruhu. Ma vsak velmi prisne pravidld pre strasenie vediicich.

JozZko je ochotny vystrasit vediicich v okruhu s ¢islom k € N len vtedy, ak pre kazdé nepdrne prirodzené cislo n > 100

7 v7s

plati k | 20" + 22". Ndjdite vietky také prirodzené ¢isla k.
Riesenie. opravuje Mi§o M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Prvé pozorovanie, ktoré mdzeme spravit, je, Ze s¢itame dve parne ¢isla, takze vysledok musi byt parny. Vieme zajst
dokonca dalej. KedZe n > 101, oba s¢itance st nasobkami 2191, takze aj ich stcet bude. Mozeme si tiez v§imnut, Ze
vys$ie mocniny dvoch uz nevyhovuji. Pre n = 101 totiz dostaneme 2% - (10! + 11!%1), pri¢om ¢islo v zétvorke
bude neparne. O dvojkach v rozklade 20" + 22" uz vieme, ¢o potrebujeme, je teda na Case pozriet sa aj na iné
prvocisla.

Lenze ako na to? Zadanie poskytuje vcelku zaujimavi ndpovedu v tom, Ze 2 + n. Pre nepdrne n vieme totiz sucet
a" + b" vzdy rozlozit ako

a"+b"=(a+b)- (@' -a"*b+-—ab"r+b" ).
V nasom pripade a = 20, b = 22. Teda, bez ohladu na velkost n, vieme dany vyraz vydelit 42, ¢im v prvociselnom
rozklade najdeme aj 3 a 7. Otazkou zostava, ¢im moze byt delitelna ta druhd zatvorka.
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Oznac¢me s, hodnotu v zatvorke pre neparne n, t. j.

s, =201 —20"72.22 42073222 — ... —20-22"7% 4 2277,

Skumat delitelov takéhoto vyrazu nie je uplne praktické. Nam vsak stacia delitelia, ktori st spolo¢ni pre kazdé
neparne n > 100. Vyuzijeme teda, ako lahko vieme pomocou nejakého s, dostat iny vyraz tohoto typu. Prvé, ¢o
sa nam nuka, je fakt, Ze
Sne2 = 2075, —20- 22" + 22",

Ak tedanieco delis, aj 5,4, nutne to deli aj —20-22"+22"*! = 2.22". Ked'si 5,4, vyjadrime ako 20"*1-20"-22+222-s,,
rovnakou uvahou zistime, Ze hladame delitela —2-20". Mo6Zeme si vS§imnut, Ze tieto dve ¢isla maju v prvociselnom
rozklade spolo¢nt len dvojku (11 nedeli 20", 5 nedeli 22"). Iné prvocislo teda nemoze delit vsetky s, a nového
delitela nendjdeme.

Ostava nam uz len urcit vSetky k. Vieme, ze vSetky pripustné hodnoty 20" + 22" st delitelné 2'%1, 3, 7 (a Ziadnym
inym prvocislom, ani vd¢sou mocninou 2, 3,7). Vhodné k teda budu delitelmi 21! - 3- 7, teda isla tvaru 2¢- 3% - 7¢,
kdea € {0, 1, ..., 101}, be {0, 1}, c€ {0, 1}.

3.9 Ked Mizne Slnko

Zadanie. Po takom kvalitnom vystraseni sa vediici rozhodli vrdtit naspit na chatu, lebo uz sa zacalo stmievat. Cakala
na nich ale jedna velkd nerovnost na ceste. Nerovnost na ceste bola velmi Specifickd.

Kladné redlne cisla x, az x,, splfiajii x,x,...x, = 1. DokdZte, Ze

2n-1
2

b

{x}+{x}++{x}<

kde {x} znaci desatinnii Cast ¢isla x.
Riesenie. opravuje Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

V tomto rie$eni budeme postupovat sporom. Predpokladajme teda, Ze existuje postupnost kladnych realnych
Cisel x; az x, s vlastnostou x;x;,...x, = 1 takd, ze {x;} + {x;} + - + {x,} > n — 0.5. Nasim cielom bude najst
alternativnu postupnost yy, ..., ¥, taka, ze y1y5...¥, = L{x; } + {xo} + -+ {x,} < {1} + {3} + -+ {yu}, a predsa
budeme vediet dokézat, Zze {y, } + {y»} + -+ {y.} < n—0.5. To bude, samozrejme, spor. V ramci rieSenia budeme
robit dynamické zmeny v postupnosti xi, ..., x,, ale vzdy budeme pod x-ami oznacovat nasu najnovsie zmenenu
postupnost. Kazdd zmena, ktort1 v nasej postupnosti spravime, bude zvy$ovat aktualny sucet {x; } +{x, } +---+{x,},
zachovavajuc pritom rovnost x;x;,...x, = 1 a zaroven bude nasu postupnost x-ov zjednodusovat. Takto si zaru¢ime,
ze findlna postupnost bude mat aspon taky sucet desatinnych casti ako p6vodnd a zaroven o nej budeme vediet
ukazat dokazované tvrdenie.

Prva vyhoda (nie, Ze by sme ju nejak nutne potrebovali, ale bude sa argumentovat jednoduchsie), ktort mame
z nasho sporného predpokladu je, ze vsetky ¢isla musia mat desatinnu c¢ast ostro vacsiu ako 0.5, ina¢ by tato
postupnost rovno jasne porusovala dokazovanu vlastnost. Prvd zmena, ktort spachame na nasej postupnosti
je, ze sa zbavime vsetkych ¢isel vac¢sich rovnych 2. Vezmime si [ubovolné takéto Cislo a prepisme jeho celd ¢ast
z toho, ¢o je, na 1. Tymto zjavne nezmenime sucet desatinnych casti, ale znizime sucin. Teraz vezmime ¢isla
< 1 a postupne ich zvda¢sujme tak, aby boli stale ostro mensie ako 1, ale aby vyrovnali suc¢in x;x,...x, spat na 1.
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V prvom rade, toto rozhodne mdzeme spravit, lebo urcite mame aspon jedno cislo ostro véacsie ako jeden a kym
také mame, tak musime mat aj ¢isla mensie ako 1 (stcin je aktualne nanajvys 1). Akonahle dorovname sucin,
pokracujeme tymto krokom az kym sa nezbavime vsetkych ¢isel > 2.

Teraz si zafixujme lubovoIné ¢islo > 1 a nazvime si ho b. Toto ¢islo zaroven vieme napisat ako 1 + ¢, kde vieme,
ze 0.5 < ¢ < 1. Okrem toho si zafixujme najmensie existujuce ¢islo (< 1) a nazvime si ho a. V najblizsich krokoch
vezmeme vSetky ostatné ¢isla < 1 okrem a a urobime nasledujicu zmenu: vezmeme si dané ¢islo, nech je to d,
a vymenime ho za ¢islo 1 — ¢, kde ¢ je nejaké velmi velmi malé ¢islo’. Ako velmi malé toto ¢islo musi byt zistime
neskor, ale zatial nech je tak malé, Ze plati ¢ < 1 — {x;} pre vSetky indexy i. Toto ndm zarudi, ze akékolvek d
budeme menit za 1 — ¢, zvacsime ho. Hned po tejto operacii vezmeme a a zmensime ho tak, aby sme celkovy sucin
vsetkych cisel dostali spat na 1. KIucové je, Ze touto operaciou sa zvysi sucet desatinnych casti. Preco? V prvom
rade - kladné ¢isla mensie ako jeden st rovné svojej desatinnej casti. V druhom rade, nech plati pre kladné u, v,
zead = (a—u)(d+v). Potom ocividne

_av
S d+v
Teda a musime na zachovanie sicinu znizit o menej, ako d zvysit.

u <.

Nech sme takto zmenili vSetky ¢isla < 1 okrem a na 1 — ¢. Teraz si uvedomme, Ze ocividne b vlastne moze byt
jediné ¢islo > 1. Ak by sme mali totizZ eSte jedno dalsie (a my vieme Ze to ¢islo musi dokonca byt > 1.5), potom
o¢ividne po volbe dostatocne malého ¢ je vidno, ze a < 0.5, aby platilo x;x;,...x, = 1. To by vSak bol spor.

Mame teda n — 2 (ano, toto pokojne moze byt aj 0 ak n = 2) ¢isel rovnych presne 1 — e a potom mameaab=1+c.
Teraz uz nam staci iba ukazat, ze po volbe dostatocne malého ¢ vieme dokazat pozadované tvrdenie. Vieme, ze

Vidime, ze § > 0. Zaroven, ak § > 0, potom vieme zvolit ¢ tak, aby 6 bolo tak malé, ako len potrebujeme. Ako malé
ho potrebujeme? Chceme v podstate dokdazata + b = a + 1 + ¢ < 1 + 1.5 (takto uz samotné g, b porusia nasu
nerovnost a ostatné ¢leny 1 — ¢ to nemoézu vykompenzovat). Spravme substiticiu a = 1%3 = %f a prenasobme 1 +c.

Po ekvivalentnych upravach dostaneme

8<05+05c-c*=-(c-1)(c+0.5).

Tato funkcia dosahuje kladné hodnoty pre —0.5 < ¢ < 1, ¢o vieme, Ze ¢ spliia. Preto pre lubovolné takéto c,
vieme si my zvolit § ako jednoducho kladné ¢islo este mensie ako —(¢ — 1) (¢ + 0.5) a na zdklade toho potom aj e.
Ukazali sme tymto, Ze {x; } + {x,} +---+ {x,,} < n—0.5, ¢o je spor s povodnym predpokladom o pdvodnej spornej
postupnosti.

3.10 Karty Miesto Stravy

Zadanie. Ked sa vediici KMSka konecne vrdtili na chatu, uz sa im nechcelo varit. Namiesto toho si zahrali hru
OhNoStroje. Lukas a Teri si obcas Citajii myslienky, ¢im v hre OhNoStroje oblasne vynikajii. V tento veler sa rozhodli
stavit na svoje stastie a vyzvali Jozka na siiboj. Balicek kariet hry OhNoStroje pozostdva z 50 kariet. Kazda karta je

2Uvazovat nejaké velmi malé ¢ je velmi bezné v dokazoch mnohych vysokoskolskych matematickych tvrdeni a mnohi prvaci na
matfyze maju preto o € no¢né mory.
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jednej z piatich farieb (Cervend, Zltd, zelend, modrd alebo biela) a mad celociselnii hodnotu od 1 do 5. Z kazdej farby
je v balicku 10 kariet: 3 jednotky, 2 dvojky, 2 trojky, 2 stvorky a 1 pdtka. Farba a Cislo sa nachddzajii na licovej strane
karty. Vsetky karty majii rovnakii rubovii stranu.

Na zaciatku Jozko vyberie z baliku 4 karty (podla svojej volby) a da ich Lukdsovi do ruky tak, aby Lukds videl z nich
len rubovii stranu a aby Teri videla licovu stranu (zoradenie Lukdsovych kariet si tieZ zvoli Jozko). Potom JoZko
napise na papier jednu z kariet, ktoré dal Lukdsovi, a papier ukdze Teri tak, aby ho Lukds nevidel. Ndsledne Teri
da Lukdsovi ndpovedu o jeho kartdch nasledovne: vyberie si bud hodnotu alebo farbu, povie ju Lukdsovi a ukdze
na vsetky jeho karty vybranej hodnoty alebo farby. Teri pri tom musi ukdzat na aspori jednu kartu. Na zdver Lukds
vyberie jednu kartu z ruky a vylozi ju pred seba.

Pokial Lukas vylozi kartu, ktord bola napisand na papieri, tak Teri s Lukdsom vyhrdvajii. V opacnom pripade vyhrava
JozZko. V pripade, Zze md Lukds na ruke dve alebo tri totozné karty (teda s rovnakou farbou aj hodnotou), moéze vylozit
lubovolnii z nich. Rozhodnite, ¢i si Teri s Lukdsom vie dohodniit stratégiu, ktord im zaruci vyhru nad JoZkom.

Rie$enie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Oznacme si pozicie kariet na Lukasovej ruke z Lukasovho pohladu zlava doprava indexami 1 az 4. Teda, ked
povieme, Ze Luka$ zahral kartu na pozicii 2, myslime tym, Ze zahral druh zlava.

Ukézeme, ze Lukas s Teri nemaju proti Jozkovi ziadnu $ancu. Péjdeme na to sporom. Budeme teda predpokladat,
ze Lukas s Teri maju vitaznu stratégiu, ktora im umozni vyhrat bez ohladu na to, aké karty da Jozko Lukasovi na
ruku a taktiez bez ohladu na to, akud kartu napise na papier pre Teri.

Nech ma Luka$ na ruke zlava doprava postupne ¢ervent jednotku, cervenu dvojku, zltu jednotku a zIta dvojku
(dalej to budeme znacit symbolicky ako C1 | C2 | Z1 | Z2). V takom pripade mu Teri méze dat $tyri rozne
napovede’:

» naindexoch 1, 2 mas ¢ervenu kartu
« naindexoch 3, 4 mas zelenu kartu
« naindexoch 1, 3 mas jednotky

« naindexoch 2, 4 mas dvojky

Népovede budeme odteraz znacit symbolicky ako (C, 12), (Z, 34), (1,13), (2,24). Kedze pre spor predpokladdme,
ze Lukas s Teri maju vitaznu stratégiu, musi Lukas vediet vylozit ktorukolvek z kariet (kedZe vSetky $tyri st rdzne).
KedZze mu v$ak Teri vie dat iba $tyri napovede, kazdou z nich musi cielit na iny index karty, ktora vylozit.

Nech teda i; oznaduje index karty, ktord mé Lukas vyloZit po napovede (C, 12). Toto budeme odteraz symbolicky
znacit (C, 12) = i;. Analogicky si ozna¢me (Z,34) = i,, (1,13) = i3 a (2,24) = i,. Aby islo o vifaznu stratégiu,
o¢ividne musi platit {i}, 1), 13,14} = {1,2,3,4}, a teda indexy i, az i, musia byt po dvoch rozne.

Predpokladajme teraz, 7e Luk4$ ma na ruke C1 | C2 | Z1 | Z2. Teri mu vie dat napovede (C, 12), (Z,34), (1,13),
(2,24). My uz viak vieme, Ze pri troch z nich uz Lukd3 vie, ¢o vykladat - konkrétne (C,12) = i}, (1,13) = i3
a (2,24) = i,. Lukd$ v8ak musi vediet vyloZit aj kartu na indexe i,, a preto nutne (Z,34) = i,. Nie je ndro¢né
si domysliet, Ze podobne ukdzeme aj (M, 34) = iy, (B,34) = i, a (Z,12) = i, (M, 12) = i}, (B,12) = i;.

3 Ak vam to znie divne, vedzte, 7e ndpoveda je ¢echizmus a spravne slovenské slovo je niapoved (ktoré ma mimo iného rovnaky kore
slova ako slova odpoved, spoved, predpoved, vypoved, ... .
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? . . x y . . . .
Zadina sa to javit, Ze (farba, 34) = i, plati bez ohladu na to, na akd farbu ukdzeme. Uz to aj skoro mame ukazané,

este by sme potrebovali (C,34) = i,. To sa viak dé lahko nahliadnut z kariet Z1 | Z2 | C1 | C2. Mame teda, Ze
(farba, 34) = i, bez ohladu na farbu a analogicky vieme ukézat aj (farba, 12) = i, (¢islo, 13) = i3 a (¢islo, 24) =

4.

Toto vSak este vieme rozsirit. Totiz, priruke f;1 | ,2 | f,1 | f12 pre farby f; # f, vidime, Ze (1,13) = i3, (2,24) = iy,
ateda (f}, 14), (f2,23) musia v nejakom poradi napovedat pozicie iy, i,. Potom ale zruky fi1 | f,1 | /52 | fi2 vidime,
ze kedze (fi, 14), (f2,23) napovedaju v nejakom poradi iy, iy, tak ndpovede (1,12), (2, 34) musia v nejakom poradi
napovedat i3, ;. Nakoniec sa e$te pozrime na ruku fi1 | ,1 | f12 | /2. Ndpovede (1,12), (2, 34) v nejakom poradi
napovedaju i, iy, ¢o ale znamena, Ze (f;,13), (f2,24) musia v nejakom poradi napovedat i;,i,. V§imnime si, Ze
nech ddvame farebnu napoved na dve karty na akychkolvek poziciach, vzdy napoveda na kartu bud na pozicii i
alebo na pozicii i,. Symbolicky, (farba, dve karty) = i,/i,. Analogicky vieme ukézat, Ze (¢islo, dve karty) = i3/iy.

V tomto momente by ndm uz intuicia mohla zacat hovorit, ze vitazna stratégia existovat nebude. Totiz, ukazali
sme, ze ked Teri ukaze na dve karty, tak nezalezi, aka farbu (ak povie farbu), resp. ¢islo (ak povie ¢islo) k nim
povie — tym padom by akakolvek vitazna stratégia bola dost okliestena.

Pozrime si teraz ruku, kde na poziciach iy, i, su karty F1 a na poziciach i, i st karty F2 pre farbu F. Uz vieme,
ze (1,1i1iy), (2,13i4) napovedajui v nejakom poradi karty na poziciach is,i,. Znamena to, ze obe ¢iselné népovede
napovedaju kartu F2. Lukds v§ak musi vediet zahrat aj kartu F1, ¢ize ndpoved (F, 1234) musi napovedat niektort
z pozicii iy, i,. Analogicky vieme ukazat, Ze (¢islo # 5,1234) = is/iy".

Oznaéme j poziciu, ktorti napovedd ndpoved (C, 1234). Vieme, Ze j = i; alebo j = i,. Oznaéme dalej druhd z tychto
pozicii j'.

Nech teraz mame ruku, kde na pozicidch j, is, i, je karta C1 a na pozicii ' zas karta C2. Vieme, ze (C, 1234) = j.
Potom ale aspori jedna z nédpovedi (1, jiziy), (2,j) napoveda poziciu j'.

Zoberme dalej ruku, kde na j, iy je karta C1, na j je karta Z2 a na is je karta Z1. Vieme, ze (C, jiy) = jlj’, (Z,j'is) =
j/j' a aspon jedna z ndpovedi (1,jisis), (2,j') napovedd poziciu j'. KedZe ale Luka$ musi byt schopny zahrat aj Z1
na i3, musi ju napovedat druha z tych nédpovedi - a teda (1, jiis), (2,j') napovedaji v nejakom poradi pozicie j', is.

Nakoniec uz vyskugajme iba takd ruku, kde vymenime C1 so Z1 - a teda C1 je na j, i3, Z1 na i, a Z2 naj'. Vieme,
ze (C,jis) = jlj', (Z,j'iy) = jlj' anapovede (1, jisis), (2,j") napovedaju v nejakom poradi pozicie j/, is. Viimnime
si, ze Teri nevie Lukasovi napovedat poziciu iy, a teda Luka$ nie je schopny z tejto ruky zahrat kartu Z1. To je v8ak
ocividne spor s tym, Ze Lukas a Teri maju vitaznu stratégiu.

Zaujimavost na zaver

Hra OhNoStroje nie je tak Gplne vymyslena. Totiz, rovnaky bali¢ek kariet ma aj kooperativna hra Hanabi, v ktorej
je cielom timu korektne vylozit ¢o najviac farebnych ohnostrojov. Ak teda hladate tip na viano¢ny darcek, tu jeden
mate.

“Totiz, pre ¢islo = 5 nemédme v bali¢ku dve pitky rovnakej farby, a teda by sme taku ruku zostavit nevedeli.
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