\\ Korespondenény matematicky seminar

. XLIV. roénik, 2022/2023 @@
Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kika MeneZuje Stoky (x < 1)

Zadanie. Kika bola farmdrka, ktord Zila blizko malej vodnej nddrze na svojom pozemku. Mala tri riiry, ktoré
mohla pouZit na naplnenie vodnej nadrze: Hornti riru, Dolu riru a Strednii riru. Kika si vSimla, ze kazda rira
mad konstantny prietok, ktory nie je ovplyvneny prietokom v ostatnych riirach. Jedného dna sa Kika rozhodla naplnit
prazdnu vodnii nadrz. Vedela, Ze naplnenie vodnej nddrze Dolnou a Hornou rirou by trvalo 3 dni, pouZitim Hornej
a Strednej riiry 4 dni a pomocou Dolnej a Strednej riiry by to trvalo aZ 6 dni.

Ako dlho bude Kike trvat naplnit celii vodnii nddrz, ak pouZije Dolnii, Strednii a Hornu ruru naraz?
Riesenie. opravuju Adri (adri@ksp.sk) a David (david.belobrad@trojsten.sk)

Oznac¢me si objem nadrze ako V. Potom cas, za ktory sa nadrz naplni, mdzeme vypocitat ako podiel objemu
a prietoku. V pripade dolnej (D) a hornej (H) rury teda bude celkovy prietok sictom prietokov jednotlivych rar.
Vo vysledku tak dostaneme

v
= 3 dni.
D+H
Obdobné rovnice dostaneme aj pre hornu a strednu (S) a aj dolnu a strednu raru:
|4
= 4dni, —— =6dni.
S+H D+S$

Upravme si teraz rovnice vyssie, nech zistime trochu viac. Konkrétne z prvej vieme dostat, Ze dolna a horna rura
naplnia za 1 defi ¥ (prendsobili sme rovnicu D + H a predelili 3). Obdobne zo zvysnych rovnic zistime, Ze S
a H za deni naplnia ¥ a S a D za deii naplnia +. S¢itanim upravenych rovnic dostaneme, Ze dvojndsobok stctu
vietkych prietokov za deii naplni 2. Teda ak pouzijeme vietky rury naraz, za defi naplnime 3. Potom ale pocet
dni, ktoré bude treba na naplnenie celej nddrze, bude podiel objemu a denného prietoku, teda £. Este by bolo dobré
spravit skusku spravnosti (kedZe s¢itanie rovnic nie je ekvivalentna uprava), ale vzhladom k tomu, ze tloha musi
mat zo svojej povahy jednoznacne urceny vysledok a my sme sa dostali k jedinému vysledku, je tento vysledok
spravny.

1.2 Kuzelnik Milo§ Stastny (x < 2)

Zadanie. Milos bol velkym faniisikom kiiziel a vZdy hladal sposoby, ako sa ich naucit viac. Kedysi davno pocul
o velmi silnom kiizle, v ktorom sa vyskytovali ¢isla, ktoré ale dlho nevedel ndjst.

Kuzelnik Milos bol stastny, pretoze po dlhych rokoch hladania konecne nasiel vsetky prirodzené cisla N, ktoré sa v de-
siatkovej stistave skladajii presne z 1112 cifier a splfiajui vietky tieto podmienky:

o sucet vsetkych cifier ¢isla N je delitelny 2000;

o sucet vsetkych cifier ¢isla N + 1 je tiez delitelny 2000;
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Riesenia 1. kola letnej casti @@@

o cislo N obsahuje cifru 1.

Urcte vsetky cisla, ktoré kiizelnik Milos nasiel.
Rie$enie. opravuje Baska]J (barbora.javorova@trojsten.sk)

Zac¢nime tym, Ze sa pozrieme na to, ako sa zmeni ciferny sucet, ked k ¢islu pripoc¢itame 1. Najjednoduchsi pripad
nastane, ked ¢islo kon¢ilo niektorou z cifier od 0 po 8. Tato cifra sa zvysi o jedna a ostatné cifry zostani nezmenené.
Novy ciferny sucet teda bude o 1 va¢si.

Predstavme si, ze na konci ¢isla je cifra 9. Pripoc¢itanim jednotky sa posledna cifra zmeni na 0 a k predoslej cifre
budeme musiet pripocitat 1 — , prechod cez desiatku®. Ak v$ak pred nasou deviatkou bola dalsia deviatka, proces
sa zopakuje. Aj predposledna cifra sa zmeni na 0 a k cifre pred nou sa opit pripocita 1. Takto to pdjde dalej az
nenarazime na cifru roznu od 9, alebo sa nam neminu cifry. V druhom pripade jednoducho pred ¢islo dopiseme
jednotku.

Ozna¢me m pocet deviatok na konci hladaného ¢isla N. Ur¢ite plati 0 < m < 1112. Ako sme si v§imli vyssie, ¢islo
N + 1 dostaneme tak, ze kazdu z m deviatok na konci nahradime 0 a cifru pred deviatkami zvys$ime o 1. (Alebo
priddme 1 na zaciatok ak m = 1112.) Ciferny stcet sa znizi 0 9- m za zmenené deviatky a zvy$i o 1 za zmenu (resp.
pridanie) cifry pred deviatkami.

Vratme sa k podmienkam zo zadania. Ozna¢me c ciferny sucet ¢isla N. Ciferny sucet ¢isla N + 1 bude, podla
postupu vyssie, rovny ¢ + 1 — 9m. Podla zadania maju byt obe tieto hodnoty nasobkami 2000. Potom ale aj rozdiel
tychto dvoch hodnét, t. j. 9m — 1, musi byt nasobkom 2000. To nam samo o sebe ni¢ nezaruci, ale obmedzi
nam to mozné hodnoty m. Kedze m < 1112, nutne 9m — 1 < 10 007. Spravny nasobok 2000 je teda jeden

z 0, 2000, 4000, 8000, 10 000. Vieme tiez, Ze 9m je nasobok 9, ¢o plati len pre hodnotu 8001, takze vyhovujici
nasobok je 8000 a jediné vyhovujuce m bude 889.

Prisli sme na to, ze N ma na konci 889 deviatok (a Ze pred nimi je ind cifra ako 9). Vieme tiez, Ze N + 1 ma ciferny
sucet 0 8000 mensi. Kedze N+ 1 ma mat ciferny stucet, ktory je nasobkom 2000, musi to byt najmenej 2000. Ciferny
sucet N bude teda aspon 10 000. Aky najvacsi ciferny sucet moze ¢islo N mat? Najviac to bude 10 008 = 1112-9, ¢o
je pripad, kedy kazda cifra N je deviatka. Jediny vyhovujuci ciferny sticet pre N je teda prave spominanych 10 000.

Ako teda moze ¢islo N vyzerat? Na konci ma 889 deviatok, pred ktorymi je cifra mensia ako 9. Ak by to bola cifra
8 a vsetky ostatné cifry by boli 9 ciferny sucet by bol 10 007, nie 10 000. Cifry takéhoto ¢isla nemozeme zvysovat,
len znizovat. Tiez musime pamatat na poslednu podmienku zo zadania - ¢islo N obsahuje cifru 1. Ak by sme
niektoru z deviatok v nasom c¢isle nahradili 1 dostali by sme ¢islo s cifernym su¢tom mensim ako 10 000. Jedina
cifra, ktoru vieme nahradit jednotkou, je teda jedind rézna od 9, a to je 8 na 890. mieste sprava.

Takze jediné mozné N zacina 1112 — 889 — 1 = 222 deviatkami, potom nasleduje 1 jednotka a nakoniec 889
deviatok. Mali by sme ete overit, Ze toto ¢islo skutoc¢ne splna vsetky tri podmienky zo zadania. Jeho ciferny stcet
je1111-9+1 = 10 000. N+ 1 ma ciferny sucet 222-9 + 2 = 2000. Jednotku nase N ma, takze je skuto¢ne riesenim.

1.3 Kde Mame Sneh (x < 3)

Zadanie. Lukds je mlady a nadseny lyZiar, preto sa rozhodol ziicastnit sa pretekov v zjazdovom lyZovani, ktorych
sa zuicastnilo n > 17 pretekdrov. Preteky sa skladali z 5 kél, kazdy den od pondelka do piatka prebehlo jedno kolo.
V pondelok skoncil Lukd$ na 17. a v utorok na 15. mieste. V stredu sa dostal na 14. miesto. Vo stvrtok trochu
znervoznel a skoncil na 16. mieste. V piatkovom, poslednom, zjazde sa Lukdsovi darilo o trochu viac a skoncil na
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@@ Riesenia 1. kola letnej casti

13. mieste. Na konci bolo vsetkych n pretekdrov zoradenych do celkového poradia podla siictu casov za vsetkych pdt
kol. V zavislosti od n zistite, ako najlepsie mohol Lukds skoncit v celkovom poradi.

Riesenie. opravuje BaskaN (barbora.novosadova@trojsten.sk)

Mame zistit, ako najlepsie sa mohol Lukas umiestnit, takze kolko najviac [udi mohlo mat vacsi sucet casov za pat
dni. Je zrejmé, Ze ak sa niekto kazdy den umiestnil pred LukdSom, mal kazdy den kratsi cas, teda aj celkovo bol
rychlejsi a Lukas ho nepredbehol ani v celkovom poradi.

Relevantni st pre nas ti fudia, ktorych Lukas v niektorom kole predbehol. Na to, aby Lukas v celkovom poradi
mohol porazit nejakého pretekdra, mu staci predbehnut ho v jediny den, pokial si Lukas spravi dostato¢ny naskok.
Ak je napriklad Lukasov celkovy sucet ¢asov L, staci ak pretekar, ktorého predbehne, ma v dany den ¢as vacsi ako L,
a uz bude mat urcite vacsi ¢as aj v celkovom poradi. (pre lepsiu predstavu, nech Luka$ ma celkovy ¢as za 5 dni
10 sekdnd a pretekar, ktorého predbehne v jeden den, ma v ten den ¢as 1 minutu.) Chceme, aby ¢o najviac ludi
bolo v celkovom poradi za Lukasom. To dosiahneme, to dosiahneme, ak kazdy den skoncia za Lukasom ini ludia,
resp. nikto nebude LukdSom porazeny 2-krat, kym Lukas kazdého neporazi aspon raz. Este vSeobecnejsie, Lukas
nikoho nepredbehne (# + 1)-krét, pokial kazdého nepredbehne n-krit.

Vezmime si n = 17. V prvom kole Lukas predbehol 0 pretekarov, v druhom 2, v tretom 3, vo §tvrtom 1 a v piatom
4. V takomto pripade je v celkovom poradi za Lukasom 2 + 3 + 1 + 4 = 10 ludi, ¢o znamena, ze Luka$ mohol byt
najlepsie na 7. mieste.

Pre n = 18 je situacia podobnd. V prvom kole Lukas predbehol 1 pretekara, v druhom 3, v tretom 4, vo $tvrtom 2
a v piatom 5. Najviac teda mohol predbehnut 15 pretekdrov a umiestnit sa na 3. mieste.

Pre n = 19 Lukas celkovo predbehol 2 + 4 +5+ 3 + 6 = 20 pretekarov, ¢o znamena, ze kazdého mal moznost porazit
aspon raz, niektorych dokonca 2-krat, takze sa mohol umiestnit na prvom mieste. Rovnako to plati aj pre n > 19,
pretoze Lukd$ mal v priebehu piatich dni moznost obehnut (n—17) + (n—-15) + (n—-14) + (n—-16) + (n—13) =
5n—=75=n+4n-75>n+4-19-75=n+76 - 75> n— 1 pretekarov, ¢ize urc¢ite mohol kazdého obehnut aspon
raz.

1.4 Kralovstvo Mudreho Svetovladcu (x < 5)

Zadanie. Krdl bol velmi miidry a rdd sa zaoberal matematikou. Jedného dna si vzal mapu svojho krdlovstva a zacal
na nej skumat rozne tvary. Zaujali ho najmd stvorce a kruZnice. Ked sa pozrel na mapu blizsie, zistil, ze niektoré
Stvorce su obklopené kruznicami. A tak sa rozhodol, Ze skiisi zistit, ¢i je mozné, aby stredy kruznic lezali vo vrcholoch
nejakého stvorca.

Majme stvorec ABCD a bod E, ktory lezi vniitri uhlopriecky BD. Nech O, je stred kruZnice, ktord prechddza cez body
A, B, E, a nech O, je stred kruznice, ktord prechddza cez body A, D, E. Dokdzte, Ze AO,EO, je stvorec.

RieSenie. opravuju Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk) a Marek (marek.tkac@trojsten.sk)

Oznaéme | < BAE| ako aa|< BAO, | ako . KedZe O je stred kruZznice opisanej trojuholniku ABE, tak |AO,| = |BO, |,
preto trojuholnik ABO, je rovnoramenny a |< ABO,| = |<BAO,| = 8. Podobne aj |AO,| = |EO,|, ¢ize AO,E je
rovnoramenny, a teda | < AEO,| = |<EAO,| = |<EAB| + |<BAO,| = a + . KedZe BD je uhlopriecka $tvorca, tak
| <ABD| = 45°. Potom ale z toho, ze |BO,| = |EO,| (opit z kruznice opisanej ABE) méame, Ze trojuholnik BEO, je
rovnoramenny, z ¢oho | < BEO,| = | < EBO,| = | <EBA| + | <ABO,| = 45° + 3.
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Pozrime sa dalej na sucet uhlov v trojuholniku ABE. Plati 180° = | < ABE| + | < BEA| + | < EAB| = 45° + (45° + a +
2B) + a =90° + 2(a + f3). Potom ale 2(a + ) = 90°, a preto « + § = 45°. Viimnime si, zZe trojuholnik AEO; je
rovnoramenny s uhlami 45° pri zékladni, a teda oproti nej md uhol | < AO,E| = 180° — 2 - 45° = 90°.

Teraz postupujme podobne pre druhu stranu: Oznaéme si |< DAO,| ako y a |[<EAQ,| ako §. Potom z rov-
noramenného DAO, vieme, ze |<O,DA| = |<DAO,| = y. Vieme, e |<EDA| = 45° z vlastnosti uhloprie-
¢ok Stvorca. Teda |<EDO,| = |<EDA| - |<O,DA| = 45° - y. Z rovnoramennosti trojuholnika EDO, vieme,
ze |<EDO,| = |<O,ED| = 45° — y. Nakoniec sa pozrieme na rovnoramenny trojuholnik AEO,. Vieme, Ze
|< O,AE| = 6, a z toho aj | < AEO,| = | < O,AE| = 6.

Uz pozname vsetky uhly na to, aby sme zistili ¢o potrebujeme. Zo suctu uhlov v trojuholniku AED vidime, ze
180° = 2y +2 - (45° — p) + 28 = 90° + 24, z ¢oho vidime, Ze § = 45°, a | < AEO,| = | < O,AE| = § = 45°. Opit
si v§imnime, Ze trojuholnik AEO, je rovnoramenny s uhlami 45° pri zakladni, a teda oproti nej ma uhol velkosti
| <EO,A| = 180° — 2 - 45° = 90°.

Prave sme celkom pracne pre konkrétny uhol 45° dokazali, ze velkost uhla, ktory zviera tetiva so stredom, je
dvojnasobkom uhla, ktory zviera s lubovolnym bodom na ,spravnej strane kruznice. Toto je v geometrickych
ulohach pomerne c¢asto pouzivand vlastnost nazyvana aj veta o obvodovom a stredovom uhle. Ak ste o nej este
nepoculi, odportic¢ame si nie¢o o tom precitat (napriklad v Zbierke uloh KMS!, Kapitola 2, sekcia 1) a potom
sa zamysliet, ako velmi by to zjednodusilo toto riesenie.

Teda sme zistili, ze trojuholniky O,EA a O,AE st pravouhlé a rovnoramenné. Dalej, pre velkosti uhlov < EAOy,
< 0,EA, < AEO, a < O,AE plati | < EAO,| = | < O,EA| = | < AEO,| = | < O,AE| = 45°, z ¢oho dostavame | < AO, E| =
|<0,EOQ,| = |<EO,A| = |<0,A0,| = 90°. Teda utvar AO,EO, je obdlznik. No kedZe z rovnoramennosti napr.
trojuholnika AO E su dve susedné strany utvaru AO, EO, rovnakej velkosti, jedna sa o $tvorec.

Zamyslime sa este, ¢o by sa stalo, keby situacia vyzerala inak ako na naSom nakrese. V§imnime si, ze uhly v troj-
uholniku ADE a uhly v trojuholniku ABE sme spocitali ,nezavisle“. To znamena, ze 45° a 90° uhly ndm vyjdu na
spravnych miestach aj vtedy, ked je stred kruznice opisanej mimo $tvorca, aj vtedy, ked je stred kruznice opisane;j
v §tvorci. A ¢o keby bol ten stred na hrane §tvorca? Jednoducho by sme mali § = 0° (resp. y = 0°) a cely dokaz by
prebehol tiez.

1https ://kms.sk/248/plugin/attachments/download/393/
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1.5 Kuzelné Matasove Sustavy (x < 8)

Zadanie. Jedného dna sa objavil v kralovstve mlady kiizelnik menom Matus. Bol velmi talentovany a rad sa zaoberal
matematikou. Ked sa dozvedel o siistave rovnic, ktorii kral potreboval vyriesit, rozhodol sa, Ze mu pomoéze. Matus
sa zamyslel a po chvili sa mu podarilo tiito sustavu vyriesit. Ked sa kral dozvedel o jeho tispechu, bol velmi poteseny
a odmenil ho kiizelnym prstom, ktory dokdzal vyriesit akékolvek matematické vilohy. Matus bol velmi Stastny a vdacny
za tento darcek a vdaka nemu sa stal najmocnejsim kiizelnikom v krdlovstve.

Ndjdite vsetky trojice redlnych Cisel (x,y,z), ktoré sii rieSenim siistavy rovnic

=/ 73
P et
z=V2x+3.

Riesenie. opravuje David (david.belobrad@trojsten.sk)

Ako prvé si vSimnime, ze kazda neznama je rovna nejakej odmocnine. To znamend, Ze x, y, z > 0. Najprv intuitivne
vyskusajme x = y = z. Potom napriklad x = \/2x + 3, po umocneni dostaneme x* = 2x+3. Rie$enim tejto rovnice je
x = 3ax = —1. Druhy z korefiov pre nezdpornost rieSenia modzeme vylucit a dostaneme riesenie (x, y,z) = (3,3,3),
ktoré po spraveni skusky spravnosti aj skuto¢ne sedi. Teraz, ked vieme, Ze x moze byt 3, sa pozrime na situacie,
kedy tomu tak nie je.

x < 3: Skiisme si nejako porovnat vztah x a z. Ak x < 3, tak 2x + 3 < 9. Tym padom je ale z = /2x + 3 < \/9 = 3.
Skusime dokazat, Ze x < z: Na to treba, aby platilo, x < \/2x + 3. Roznasobenim a Gpravou dostaneme x> < 2x + 3,
teda dostaneme vyraz (x—3)(x+1) < 0. Prva zétvorka bude vZdy zdporna a druhé vzdy kladna, teda ich sti¢in bude
vzdy zaporny, ¢im sme prave ukazali platnost x < z. Obdobnym spdsobom (kedZe uz vieme, Ze z < 3) zistime, Ze
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y<3az<+\/2z+3 =y. Ztoho potom mdzeme rovnakou uvahou dostat y < \/2y + 3 = x. Potomalex <z <y <x,
o je spor.

x> 3: Akx > 3, tak 2x + 3 > 9. Tym padom je ale z = /2x + 3 > \/9 = 3. Pozrime sa teraz na vyraz (x - 3)(x+1).
Prva zatvorka bude vzdy kladna a druha vzdy kladnd, teda ich stc¢in bude vzdy kladny. Asi uz za¢iname tusit, Ze
sa nam bude opakovat postup z prvého pripadu, len sa budi menit smer nerovnosti. Skuste si teda tento postup
zopakovat sami.

Tym sme dosdli k tomu, Ze x nemdze byt mensie a ani vicsie ako 3. Teda ak mad tito ststava rieSenie, tak musi
x = 3. Dorie$enim v tomto pripade dostaneme riesenie (x, y,z) = (3,3, 3), skusku spravnosti pre toto rieSenie sme
spravili vyssie.

1.6 Kralov Milovany Stvorcéek

Zadanie. V krdlovstve bol maly kiizelny Stvoréek, ktory bol schopny vyriesit akékolvek matematické tilohy. Krdl
sa o fiom dozvedel a rozhodol sa, Ze ho pouZije na vyriesenie zloZitej tilohy so Sachovnicou. Ked Stvorcek dostal
ulohu, zamyslel sa a po chvili mu bolo jasné, ako to urobit. Krdl bol nadseny, ked sa dozvedel vysledok, a rozhodol
sa, Ze Stvorcek bude jeho oficidlnym poradcom pre vietky matematické tilohy. A tak sa aj stalo!

Stvorcéekovou ulohou bolo pre dané n > 2 vyplnit sachovnicu n x n &islami 1 a 1 tak, aby v kaZdom stvorci 2 x 2
bol siiéet ¢isel na jeho polickach rovny 0. V zavislosti od n urcte, kolkymi sposobmi mohol Stvoréek takto sachovnicu
vyplnit.

Riesenie. opravuji Mi$o M. (michal.molnar@trojsten.sk) a Skalo§ (jakub.skalos@trojsten.sk)

Nase rieSenie zapo¢nime pohladom na ¢iasto¢ne vyplneny $tvorec 2 x 2. Ak mame vyplnené tri cisla $tvorca,
zvys$né ¢islo je jednoznacne urcené. Jednoducho s¢itame uz existujuce cisla a vysledok musime odc¢itat. Tu je tiez
dobré uvedomit si, ze ak ma byt sicet 0, musime mat rovnako vela 1 ako —1. V kazdom §tvorci st teda po dva
kusy kazdého ¢isla a na zaciatku sme nemohli mat v jednom $tvorci 2 x 2 tri rovnaké.

Predstavme si dalej, ze mame v $tvorci 2 x 2 vyplnené len dve ¢isla. Pre jednoduchost (a pre dalsi postup) predpo-
kladajme, Ze mame vyplneny prvy riadok. Ak su vyplnené ¢isla rovnaké, mame len jednu moznost, ako doplnit
druhy riadok - musime dopisat dvakrat to ¢islo, ktoré v tabulke zatial chyba. Naopak, ak st doplnené jedna 1
a jedna —1, mame moznosti dve. Dopisujeme tiez jednu 1 a jednu -1, takZe mozeme dopisat bud rovnaké ¢isla
pod seba, alebo rozne pod seba. T. j. bud pod 1 dopiSeme 1 a pod —1 dopiseme —1, alebo naopak.

7y

Pri dvoch vyplnenych ¢&islach teda vzdy vieme doplnit dany $tvorec 2 x 2 tak, aby splhal zadanie. Vidime teda, e
ak budeme mat v $tvorci 2 x 2 jedno alebo ziadne ¢islo, mézeme najprv doplnit $tvorec na dve lubovolne a stale
budeme vediet pokracovat v doplhani.

Skusme prejst na pocitanie moznych vyplneni tabulky n x n. Prvé pozorovanie, ktoré mozeme spravit na zaklade
predoslého odseku je, ze prvy riadok mozeme doplnit fubovolne. Po takomto doplneni budu v kazdom $tvorci
2 x 2 najviac dve ¢isla, a teda sme zatial ni¢ nepokazili. Pre kazdé z n poli¢ok sme zvolili jedno z 2 ¢isel. Mame
teda 2" moznych doplneni prvého riadku.

Rozlis$ime dva typy doplnenia prvého riadku. Bud sa v tomto riadku nachadza dvakrat to isté ¢islo vedla seba,
alebo nie. Za¢neme druhym pripadom. Tu mame len dve mozné doplnenia. KedZe sa striedaji 1 a —1, cely riadok
je urceny zaciatocnym ¢islom. Moznostisuteda 1, -1, 1, -1, ...a-1, 1, -1, 1, .... V takomto pripade ma kazdy
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$tvorec 2 x 2 vo vrchnom rade urceny prvy riadok a v nom su dve ¢isla. Moznosti na doplnenie zvysku Stvorca
2 x 2 st teda dve — bud doplnime pod seba rovnaké ¢isla, alebo rozne.

Tu je dodlezité si uvedomit, Ze takato volba v jednom $tvorci 2 x 2 ndm da jednozna¢né doplnenie celého riadku.
Akonahle doplnime jeden $tvorec, susedny stvorec (posunuty o 1 policko vpravo/vlavo) bude mat doplnené po-
licka 3, a teda len jednu moznost. Este by sme mali overit, Ze tato moznost bude existovat. Teoreticky by sme

sa mohli takymto doplnenim dostat do stavu, ked tieto tri vyplnené ¢isla st rovnaké, ¢o by nevyhovovalo zadaniu.
Predpokladali sme v$ak, Ze vo vrchnom riadku st dve ¢isla rozne, takze tato moznost nenastane.

Po vyplneni druhého riadku mame opat riadok striedajucich sa ¢isel. Vieme teda opit rovnako postupovat pri
vypliani tretieho, §tvrtého, a tak dalej. V kazdom z n — 1 riadkov (od druhého po n-ty) sme teda zvolili jednu
z dvoch moznosti. Rovnako sme na tom boli aj v riadku prvom, dostavame tak 2" vyhovujtcich vyplneni tabulky.

Prejdime teraz na zvysné vyplnenia prvého riadku. To je zvy$nych 2" — 2 moznosti. V nich st vzdy niekde dve
policka vedla seba vyplnené rovnakym cislom. Tieto dve policka maju pod sebou dalsie dve, s ktorymi tvoria
$tvorec 2 x 2. Ako sme riesili na zaciatku, mame jedini moznost ako doplnit tieto dve policka — doplnit dvakrat
opacné ¢islo, ako je v prvom riadku. Po tomto doplneni dostaneme opét susedny Stvorec (alebo $tvorce) 2 x 2,
ktoré maju vyplnené tri ¢isla, a teda mame dany aj zvy$ok druhého riadku.

Aj tu nastava otazka, ¢i sa nieco nemohlo pokazit. Nemohlo. Do nového riadku sme totiz pod jedno ¢islo dopisali
opacné Cislo. A nie len na zaciatku. Majme v $tvorci 2 x 2 doplnené tri ¢isla a to §tvrté ozna¢me a. Vieme, Ze vedla
a st nad sebou napisané dve rozne Cisla, takze susedny stlpec ma sucet 0. Aby bol aj celkovy stcet §tvorca 2 x 2
rovny nule, a musi davat s ¢islom nad sebou tiez sucet 0. Ak je nad a ¢islo -1, tak a = 1, ak je nad a ¢islo 1, tak
a = —1. Takze sme pod dalsie ¢islo dopisali ¢islo opacné. Lahko si vSimneme, Ze takto doplneny druhy riadok
bude vzdy fungovat.

Kolko médme teda moznosti? Druhy riadok sme mohli dopisat len jednym sp6sobom. Tym sme dostali rovnaky
riadok ako prvy, len s opa¢nymi znamienkami, takze opét st vedla seba niekde dve rovnaké ¢isla. Rovnako ako bol
jednoznacne urceny druhy riadok, bude aj ten treti, potom §tvrty, a tak dalej. Pre kazdé z tychto 2" — 2 vyplneni
prvého riadku tak mame len 1 moznost ako vyplnit zvysok.

Odpoved: Sachovnicu mdzeme podla zadania vyplnit dokopy 2"*! — 2 spdsobmi.

1.7 Kruh Magie Sadu

Zadanie. V krdlovstve bol kiizelny kruh, ktory sa nachddzal uprostred zdhrady. Bol velmi zdhadny a nikto nevedel,
odkial sa vzal. Ked sa o fiom dozvedel krdl, rozhodol sa, Ze ho vyuZije na vyriesenie zlozitej tilohy s uhlami.

Na kruznicu nakreslil $tyri body A,B,C a D tak, Ze |AB| = |BC| = |CD|. Potom nariadil svojim matematikom,
aby vypocitali velkost uhla ABC, ak vedia, Ze osi uhlov ABD a ACD sa pretinajii v bode E a priamky AE, CD su
rovnobezné. Ndjdite velkost uhla ABC aj vy.

Riesenie. opravuje Viki (viktoria.pravdova@trojsten.sk)

V prvom rade nés asi bude zaujimat, kde sa bude nachadzat bod E. Skdsenej$i z nas v bode E hned spoznajti Svré-
kov bod trojuholnikov ABD a ACD. Pre beznych smrtelnikov: je zname, Ze v trojuholniku sa os strany a os uhla
oproti nej pretnt na kruznici tomuto trojuholniku opisanej v bode, ktory sa nazyva Svrékov bod (danej strany,
resp. daného vrcholu oproti strane).”

2 Ak ta Svrekov bod zaujal, odporic¢am https://prase.cz/library/SvrckuvBodiV/SvrckuvBodMy. pdf.
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V tomto pripade mame stranu AD a nad nou dva trojuholniky na rovnakej kruznici. Priesecnik osi strany AD
a kruZnice je teda Svr¢kov bod tejto strany a budd nim prechadzat osi uhla oproti AD v akomkolvek trojuholniku
nad AD, a teda aj v ABD aj v ACD.

Ked uz vieme, Ze E bude na kruZnici, podme vytazit nieco z faktu |AB| = |BC| = |CD|. O ABC aj BCD vieme, ze
st rovnoramenné, teda maja rovnaké uhly pri zakladni: <BAC = <BCA a <CBD = <CDB. A kedze <BAC je
obvodovy ku < BDC vieme, ze v$etky 4 tieto uhly st zhodné, nazvime ich a.

Teraz pride ¢as uvedomit si, Ze uloha mo6ze mat dve konfiguracie. Ak by totiZ bola vzdialenost |AB| dost velka,
moze sa stat, ze bod D bude medzi A a B. Konkrétne, ked st od seba vzdialené viac ako tretinu kruznice, D uz
bude za A. Vtedy sa usecky AB a CD budu pretinat, inak sa pretinat nebudu. Podme sa najskor pozriet na ta, kde
sa nepretinaju.

E$te sme nevyuzili rovnobeznost CD a AE. Vs$imnime si napriklad, ze <EAD = <ADC, kedze su striedavé.
Prenesieme si po kruznici e$te < BCA (= a) do <BDA a zistime, Ze <ADC = 2a = <EAD. Uhol <EAD (= 2«)
potom vieme po kruZnici preniest do < EBD (= 2a«). Vdaka tomu, Ze BE je os uhla ABD vieme, ze <ABE =
<EBD (= 2a).

Teraz sa uz len pozrieme na trojuholnik ABC, ktorého stucet vnutornych uhlov je 180°. Pri zakladni mame dva

razy aa <ABC = 5a. <ABCje teda 2 -180° = 2%,

7
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Teraz druha konfigurdcia. Tentokrat si v trojuholnikoch ABC a BCD pomenujeme « uhol oproti zakladni, teda
<BCD a < ABC, ktorého hodnotu mame najst. Z obvodovych uhlov vieme, ze < ABC = < AEC (= a). Nasledne
opat vyuzijeme striedavé uhly: < AEC = < ECD (= «) a nakoniec zase raz obvodové uhly < ECD = < DBE (= «).
Vdaka osi uhla BE vieme, Ze <DBE = <EBA (= «). KedZe trojuholnik DBC je rovnoramenny, uhly pri jeho
zakladni su rovnaké, teda < DBC = < BDC = 3a.

A na zaver, podobne ako v predoslej konfiguracii, sa pozrieme na trojuholnik BCD, v ktorom méame az 7«, ktoré

maji mat sucet 180°. < ABC viak mé velkost len jedna a, a teda < ABC = 382,

1.8 Konstantu Miso Stopuje

Zadanie. JoZo s Misom sa boli prejst po kralovstve a aby sa nenudili, vymysleli si hru. Jozo si vybral celé ¢islo od 1
do 2023 (vrdtane) a Miso sa ho snazil uhddnut. Miso si mohol vybrat lubovolné kladné celé Cislo d a spytat sa Joza
otdzku: ,Je tvoje Cislo delitelné ¢islom d?* JozZo na otdzku pravdivo odpovedal dno alebo nie. Takychto otdzok sa Miso
spytal niekolko, az nakoniec vedel s istotou povedat, aké Cislo si JoZo vybral.

Najmenej kolko otdzok Misovi urcite stacilo, aby vedel jednoznacne urcit JoZovo cislo?
Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

V ulohe sa nas pytaju, kolko otazok Misovi stacilo, aby sa ¢islo d dalo jednoznac¢ne urcit. Typicky budeme doka-
zovat, ze potrebujeme aspon niekolko otazok a potom ukdzeme stratégiu, ktorej tento pocet otazok staci.

Zac¢nime tym, kolko otazok potrebujeme. Najprv predpokladajme, Ze si Jozko vybral 1 a pozrime sa na prvocisla.
Akym spdsobom vieme prvocislo odlisit od 1? St len 2 otazky, na ktoré, pokial by bolo Jozkovo ¢islo prvocislo p,
Jozko Misovi odpovedal ano, a to ,,Je tvoje ¢islo delitelné ¢islom p?* a ,Je tvoje ¢islo delitelné ¢islom 12, pricom
iba prva z tychto dvoch otazok dokaze odlisit prvocislo od jednotky. Ak teda existuje prvocislo < 2023, na ktoré
sa MiSo nespyta, tak si nemdze byt isty, ¢i ma Jozko jednotku alebo dané prvocislo. Prvocisel do 2023 je 306, a tak
potrebujeme aspon 306 otazok.

306 otazok uz bude stacit. Nech p;, predstavuje i-te prvocislo, kde i € {1, ...,306}. Potom prvd Mi$ova otdzka bude
,Je tvoje &islo delitelné &islom p;, = 22, Dalej postupujme nasledovne. Kym Jozko odpovedé éno, Miso zvysuje
mocninu prvodisla, na ktoré sa pytal. To znamend, Ze ak na otazku pre d = 2! Jozko odpovie dano, Mi$o sa opyta
otazku pre d = 22. Akonahle viak Jozko povie nie na p¥ (pricom, kedZe sa ho to Miso pytal, tak predtym dostal
odpoved éno na pF1), vieme, ze k — 1 je najvy$ia mocnina, v ktorej sa p; v pévodnom ¢isle vyskytuje. Posunieme
sa teda na dalsie prvocislo p;,;, ktoré preverime podobnym spdsobom.

A to je MiSova stratégia. Staci iba ukazat, ze MiSo sa za maximalne 306 otazok dostane k cielu.

« Pokial'vSetky Jozkove odpovede st nie, potom vieme, Ze Jozkovo ¢islo nie je delitelné ziadnym prvocislom
do 2023 (MiSo postupne prejde cez vsetkych 306 prvocisel), a teda je to 1.

« Pokial Jozko odpovie nie na prvocisla do v/2023 < 45, potom prva odpoved dno je uz nase hladané ¢islo a,
lebo najmensie zlozené ¢islo pripadajice do tvahy je jeho druha mocnina (ziadne mensie nie je delitefom
d, lebo odpovede boli nie). Druhd mocnina je uz ale velmi velkd — a? > 45% = 2025. Vysledok teda bude
prvocislo a, to odhalime na maximalne 306 otazok.

« Pokial Jozko odpovie ano na ¢islo do 45, toto ¢islo je aspon 2, a teda ¢islo n nie je delitelné ziadnym
prvocislom p > 1012, inak by n > 2 - p > 2024, ¢o nejde. Takychto prvocisel, ktoré su vicsie ako 1012,
a teda sa na ne nebudeme musiet pytat, je 137. AvSak Jozko nam mdze povedat ano maximalne 10-krat.
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Ak by nam povedal dno 11-krat, tak by v prvociselnom rozklade ¢isla n muselo byt minimalne 11 ¢initelov,
z ktorych je kazdy aspon 2. TakZze n by muselo byt aspon 21! = 2048, ¢o je uz prili§ vela. Bude ndam urcite
stacit 306 — 137 + 10 < 306 otazok, aby sme odhalili prvociselny rozklad ¢isla #, a tym ho jednoznac¢ne ur¢ili.

1.9 Kolosalne Medziludské Spoloc¢nosti

Zadanie. V krajine daleko, daleko za horami sii dve spolocnosti, ktoré sa rozhodli spojit sily a vytvorit jednu velku
firmu. ManaZzéri tychto spolocnosti sii umiestneni na dvoch miestach 1000 kilometrov od seba. Na tisecke medzi nimi
sa nachddza n réznych bodov, na ktorych sii umiestneni matematici.

Kazdi sekundu sa v rovnakom momente pohne kazdy matematik do stredu tisecky spdjajiicej jeho s najblizsim ma-
tematikom alebo manazérom. Ak je matematik rovnako vzdialeny od dvoch ludi, tak si vyberie, ktorym smerom
sa posunie. Ak sa ndhodou vyskytnii dvaja matematici na rovnakom mieste, mladsi z nich je zastraseny jeho starsim
kolegom, a tak radsej zavesi svoje povolanie matematika na klinec a navzdy odide.

Ked sa matematik dostane do vzdialenosti najviac 1 meter od niektorého manazéra, moze si s nim podat ruku (a ked
je dalej, tak nie). Pri poddvani riik sa nikto nepostiva.

Ukdazte, Ze bez ohladu na rozhodnutia matematikov bude po konecnom pocte sekiind kazdy zo zostdvajiicich mate-
matikov vzdialeny nanajvys 1 meter od niektorého manazéra, a teda si s nim bude moct podat ruku.

Riesenie. opravuje Ivka (ivona.hrivova@trojsten.sk)

Ulohu budeme riesit matematickou indukciou vzhladom na pocet matematikov. Pouzijeme tu formu, pri kto-
rej predpokladame, Ze tlohu vieme vyriesit pre vSetky nizsie pocty. Pre 0 matematikov tvrdenie trividlne plati.
Najmensi pocet matematikov, ktory ma vyznam uvazovat, je 1. V pripade Ze je dany matematik presne v strede,
v prvej sekunde si vyberie jedného manazéra, ku ktorému vykro¢i a nasledne sa k nemu bude bliZit na polovi¢nu
vzdialenost, az kym k nemu v kone¢nom pocte krokov nepride. To sa ale ur¢ite aspoii za log,(500000) krokov
stane. Ak nie je presne v strede, priebeh bude analogicky az na to, Ze manazér, ku ktorému sa za¢ne hned na
zaciatku priblizovat, je dopredu urceny, kedze je najblizsie. Tymto je prvy krok indukcie dokazany.

Predpokladajme teraz, ze danu ulohu vieme vyriesit pre a < n matematikov a podme sa pozriet na pripad, kedy je
matematikov n. Indukcia je v tomto pripade uzito¢nd preto, ze akonahle eliminujeme aspon jedného matematika,
tvrdenie vieme z indukcie prehlasit za dokazané.

Najprv uvazujme postupnost 1 < m matematikov. Ti maju medzi sebou m -1 medzier. To je iba m -1 pozicii, kam
sa mozu pohnut, kedZe vzdy idu do stredu nejakej medzery. Takze ak sa najlavejsi matematik rozhodne ist doprava
a najpravejsi dolava, tak z Dirichletovho principu sa aspon 2 matematici stretnu, ¢im celkovy pocet matematikov
klesne a tlohu nam doriesi indukény predpoklad.

Takze v Ziadnom kroku neexistuje tsek, na ktorého koncoch by sa matematici rozhodli ist proti sebe. Zoberme
prvého matematika zlava, ktory sa rozhodol vykroc¢it doprava a nazvime ho Jozko. Ak taky neexistuje, tak Jozkom
nazvime manazéra. Dokaz prebehne rovnako - vSetci matematici pred Jozkom §li prvy krok dolava, Jozko a ti
za nim doprava. To nam garantuje, Ze postupnost vzdialenosti medzi matematikmi az po Jozka je neklesajuca.
Ak by aspori raz tato postupnost klesla, tak vzdialenost k-teho od (k + 1)-vého matematika je mensia ako k-teho
od (k — 1)-vého, a teda k-ty matematik by musel spravit krok doprava. Kedze je pred Jozkom, tak ide o spor.
Podobne postupnost vzdialenosti matematikov za Jozkom by musela byt nerastiica. Ak by aspon raz vzrastla, tak
by sme mali matematika za Jozkom, ktory musi spravit krok dolava, lebo od svojho lavého suseda ma mensiu
medzeru ako od pravého. S Jozkom by vsak vytvorili skripec, kvoli ktorému by sa aspon daky matematik medzi
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nimi stretol s inym a tlohu by ndm doriesil indukény predpoklad. VSimnime si, Ze nerasticost a neklesajicost
tychto postupnosti sa po kroku nezmeni.

Jozko tymto stratil moznost ist dolava (aj ked predtym ju nemusel nutne mat), jeho vzdialenost od matematika
pred nim sa zvacsila (trividlne) a vzdialenost od matematika za nim sa zmensila alebo nezmenila. Je to preto, ze
ak bol od matematika za nim vzdialeny o d, matematik za nim bol od svojho pravého suseda vzdialeny maximalne
o d (uz sme si ukazali, Ze ide o nerasticu postupnost). Jozko sa teda pohol o %l doprava a matematik za nim
o maximalne g doprava, a teda ich vzdialenost sa nezviacsila. Uvedomme si, ze sa uz nikdy nezvicsi. Kedze
kazdy matematik, ktory je vpravo od Jozka, ma pravého matematika blizsie alebo rovnako daleko ako lavého, tak
jeho posun doprava je nanajvys rovnako velky (polovica nanajvys rovnakej vzdialenosti) ako posun jeho Iavého
kamarata doprava, takze sa jeho vzdialenost od Iavého kamarata nezvacsi. Teoreticky by sa td vzdialenost mohla
zmensit natolko, Ze by musel spravit krok dolava, ale to by nam vznikol skripec a tlohu by ndm doriesil indukény
predpoklad. Takze matematici v nerastucich rozostupoch pekne kracaja k svojmu manazérovi alebo sa vrhaju do
pazurov indukéného predpokladu.

Takze Jozko a vsetci za nim po6jdu doprava a ti pred nim tGplne rovnako dolava. Ostava si rozmysliet, ¢i niekedy
dodjdu do ciela. Najprv je matematikov iba kone¢ny pocet, takze existuje ten, ktory je najblizsie pravému manazé-
rovi. Ten sebavedomo skracuje vzdialenost medzi sebou a manazérom na polovicu, az kym dojde do vzdialenosti
0.5 metra, Co urcite vie, lebo nech za¢iname s lubovolnym x, tak vieme néjst n dost velké, Ze 57 bude menej ako 0.5.
Druhy matematik zlava sice neskracuje vzdialenost priamo k manazérovi, ale k prvému matematikovi. Ten je vak
v kone¢nom case za métou 0.5 m od manazéra. Teda druhy matematik sa k manazérovi zacne priblizovat aspon
tak rychlo, akoby delil vzdialenost medzi sebou a 0.5 m na polku, preto po nejakom ¢ase bude ; m od 1 m, ¢o je
0.75 m od manazéra. Treti matematik za¢ne polit svoju vzdialenost od 0.75 m od manaZéra, az sa dostane na 3 na
od : mod 1 m. A tak dalej. VSimnime si, Ze vietci sa takymto spésobom do toho 1 m zmestia :).

1.10 Krtko Mylil Sa

Zadanie. V krdlovstve daleko, daleko za horami bol krdl, ktory bol velmi bohaty. Mal nekonecné mnozstvo zlata
a drahych kameriov, ale jedna vec mu chybala - poklad. Chcel ndjst poklad, ktory by bol tak cenny, Ze by ho nikto iny

nemal.

Jedného dna prisiel Krtko s neobvyklym riesenim. Povedal krdlovi, Ze existuje poklad, ktory sa skryva v dvojiciach
celych cisel (x, y), ktoré spliajii rovnicu

x* =y’ =999.
Kral sa velmi tesil, Ze sa mu podarilo ndjst taky vzdacny poklad.

Krtko zacal hladat dvojice &isel, ktoré spliali rovnicu. Bol velmi trpezlivy a dosledny a po dlhom hladani nasiel
nasledovné dvojice cisel: (27,9),(32,8),(36,7). Krdl bol velmi rozhorceny, ked' zistil, Ze Krtkovo rieSenie je zle!
Pomozte kralovi ndjst jeho vysneny poklad a ndjdite vsetky celociselné riesenia danej rovnice.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

x* =y’ =999.

Mame pred sebou rovnicu v celych ¢islach, mdézeme teda zacat tym, Ze sa na nu pozrieme modulo nejaké malé
¢islo a budeme skumat zvysky po deleni, ktoré davaja jednotlivé strany.
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Ak by y bolo parne, bolo by y? delitelné 8 a mali by sme x> = 999 = 7 (mod 8), ¢o ale nastat nemdze, pretoze
druhé mocniny maji zvysky modulo 8 iba 0, 1 a 4. MozZete sa presvedcit tak, ze si umocnite jednotlivé zvysky od
0 do 7 na druht. V skuto¢nosti sta¢i overovat len po 4, pretoze napriklad 62 = (-2)? = 22 (mod 8).

Preto je y neparne, ¢ize y = 2k + 1 pre nejaké celé ¢islo k.

Rovnicu upravime do tvaru
x*+1=y+1000 = (y+10)(y* - 10y + 100) =
= (2k + 11)(4k* + 4k + 1 — 20k — 10 + 100) = (2k + 11)(4k* — 16k + 91).

Druhd zétvorka ma zvy$ok 91 = 3 (mod 4), preto musi byt delitelnd nejakym prvoéislom p tvaru 41+ 3. Dvojkou
byt delitelnd nemdze a keby bola delitelna len prvocislami tvaru 47+ 1, mala by zvysok 1 modulo 4 (vietky jednotky
by sa vynasobili na jednotku modulo 4).

Este by sa to dalo obist tak, ze by bola zaporna (napr. —5 alebo —1 maju zvys$ok 3 po deleni 4 a nie su delitelné
ziadnym prvocislom tvaru 4/ + 3). Avsak to sa ndm stat nemoze, pretoze (4k* — 16k + 91) = (2k — 4)? + 75, ¢o je
vzdy kladné.

Potom p deli pravu stranu rovnice, takze deli aj [avu, ¢ize x>+1 = 0 (mod p). To je ale spor, pretoze —1 nikdy nie je
kvadraticky zvy$ok (zvy$ok x? pre nejaké x) modulo prvocislo tvaru 4/+ 3. Rovnica preto nema ziadne celo¢iselné
rieSenie.

To, Ze —1 nie je kvadraticky zvy$ok modulo Ziadne prvocislo tvaru 4l + 3, je zname tvrdenie, ale tych, ¢o ho
nepoznate, to asi neuspokoji. Podme si to teda poriadne zdévodnit. Kazdé ¢islo x nesudelitelné s modulom ma
svoj tzv. rad, ¢o je najmensia kladnd mocnina, na ktord ho musime umocnit, aby sme dostali 1, teda x” = 1
(mod p), kde r je rdd x modulo p. Zvysky mocnin x sa potom opakuju s periédou rovnou jeho radu.

Predpokladajme, Ze plati x> = —1 (mod p). Aky mdze byt rad r &isla x? Z nasho predpokladu vieme, Ze x* =
(x2)2=(-1)>=1 (mod p). Tedarad musibyt 1, 2 alebo 4 (rozmyslite si, preco nemoze byt 3). Z Malej Fermatove;j
vety vieme, ze x*~! = x**2 = 1 (mod p). Z toho plynie, Ze rdd musi delit 4 + 2 (pretoze je to najmensia peridda
a 4l + 2 je nejaky neznamy pocet celych peridd), a teda r # 4.

Ak r =1, tak mdme x = 1 (mod p). Ak r = 2, tak mdme x*> = 1 (mod p). V oboch pripadoch plati -1 = x? = 1

(mod p), z ¢oho nutne musi byt p = 2, ale to nie je tvaru 4/ + 3. Tym sme ukazali, Ze —1 nemoéZe byt kvadraticky
zvy$ok pre ziadne prvocislo tvaru 4/ + 3 a na$ dokaz je hotovy.
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