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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kasino Mokrych Sprch (x < 1)

Zadanie. Zirafka Kubko bola, ako kazdy stvrtok vecer, v kasine na damskych sprchdch zahrat si kocky. Avsak tento
Stvrtok tam nebola Ziadna konkurencia. Kubka to tiplne zarmiuitilo, ako si ma Zirafka zahrat hazard, ked mad vyhru
skoro istu. A tak sa radsej isla hrat s n kockami. Ked si z nich vsetkych chcela postavit stvorec (t. j. kvader 1 x a x a
pre nejaké prirodzené Cislo a), zistila, Ze jej jedna chyba. Ked si z nich chcela postavit kocku, opdt jej jedna chybala.
Ukdazte, Ze n nie je prvocislo.

Riesenie. opravuje Skalo$ (jakub.skalos@trojsten.sk)

Zapisme si, ¢o nam hovori zadanie. n kocociek sme (skoro) poukladali do §tvorca, ale jedna chybala. Teda ak a
je strana tohto $tvorca, tak plati # = a> — 1. Obdobne sme kococky (skoro) poukladali do vacsej kocky, len jedna
chybala. Ked oznac¢ime stranu kocky b, tak plati n = b*> — 1. (Obe a aj b su prirodzené ¢isla.)

Ked uz mdme aspon trosku skdsenosti s vyrazmi a vzoréekmi, fahko si uvedomime, ze platia> -1 = (a—-1)(a+1).
Teda ¢islo n vieme zapisat ako sucin dvoch prirodzenych ¢isel. Ak by bolo n prvocislo, tak jedno z nich musi byt 1.
Nutne to musi byt a — 1, lebo je z tych dvoch mensie. Pretoa =2an = 3.

Mame vsak aj druhti rovnost, a to Ze n = b> — 1 pre nejaké prirodzené b. V nasom pripade by tak malo platit b* = 4,
avSak také b zjavne nie je prirodzené. Teda ten jediny pripad, kedy je (a—1)(a + 1) prvoéislo, nevyhovuje druhe;
podmienke, a tak 7 je vzdy zlozené.

2.2 Kde Most Stavat? (x < 2)

Zadanie. Zirafka Pedro sa potulovala po svojom obdlznikovom vybehu, ked tu si vsimla, Ze jej vybehom prechddza
rieka, ktord tam nikdy predtym nebola. Podisla blizsie, aby ju mohla preskiimat.

Brehy riek sa tiahli rovno od protilahlych vrcholov kolmo na uhlopriecku vybehu spdjajiicu ostatné dva vrcholy az
ku protilahlym strandm, ako na obrdzku 2.1 (obrdzok je len ilustracny). Akii cast Pedrovho vybehu zaberala rieka,
ak boli rozmery vybehu 30 m x 40 m?
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Obrazok 2.1: Vybeh

Riesenie. opravuje Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)

Zacnime tym, Ze si v obrazku pomenujeme potrebné body.

Uvedomme si, ze kedze bod X, ktory vznikol pomocou kolmice na uhlopriecku DB, sa nachadza na usecke CD,
tak potom use¢ka CD musi byt dlhgia strana obdlznika. Oznaéme si teda v na§om obrazku aj dlzky stran.

D X C

30m
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Nasledne si v fiom oznadime | < ABD| = a a za tym zo sti¢tu uhlov trojuholnika ABD vieme, ze | < ADB| = 180° —
|<BAD| - |<ABD| = 180° - 90° — & = 90° — a. Potom si vieme dopocitat uhol <BDC ako 90° — |<ADB| = a.
Dalej vidime, Ze uhloprie¢ka BD ndm zviera 90° uhol s tse¢kou AX, teda nam vznikajt 2 pravouhlé trojuholniky
s dvomi uhlami, v ktorych si lahko dopocitame treti.

Kedze tsecky AX a YC su obe kolmé na uhlopriecku BD, tak musia byt navzdjom rovnobezné, taktiez vieme,
ze Usecky AY a XC su navzajom rovnobezné, a teda cely Stvoruholnik AXCY musi byt rovnobeznik. Teraz si na
obrazku mozeme rychlo vsimnut, ze na zaklade vety uu su trojuholniky AABD ~ ADAX podobné.

Zistime si teda koeficient podobnosti k a na zéklade znadmych dlzok stran dopocitame |DX].

_|AB| _|AD|
~ |AD|  |DX|
B 40 m B 30 m
" 30m |DX|’
30m-30
IDX| = 2meorm
40 m
|DX]| = 22,5 m.

KedZze |DC| = 40 m a |DX]| = 22,5 m, tak potom |XC| = 40 m — 22,5 m = 17,5 m. Obsah rieky teda vypocitame
ako podstava krat vyska.

Sicka = |XC| - |BC| = 17,5 m - 30 m = 525 m”.
Obsah celej zahrady je
S=|AB|-|BC| =40 m - 30 m = 1200 m*

(o ¢ Sricka _ 525m> _ 7 4
Celd rieka zaberd = = 20 = = zihrady.
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2.3 Kradneme Macku Sfingu (x < 3)

Zadanie. Zirafka Mati sa prechddzala pustou, ked tu kiitikom oka zbadala velké trojuholnikové objekty. Po chvili
upenlivého hladenia si uvedomila, Ze to vyzerd ako jej obliibené scitacie pyramidy. Tu sa vsak ni¢ nescituje! Bola
z toho rozhorcend, a tak si zacala do piesku kreslit klasicki s¢itaciu pyramidu.

S¢itaciu pyramida ma zdakladriu velkosti 6 a naspodu md 6 po sebe idiicich isel, v lubovolnom poradi. Ked pyramidu
zirafka vyplnila, navrchu jej vyslo ¢islo 2022. Avsak ked sa o rok vrdtila pozriet pyramidy, svoju uz v piesku nenasla.
Aké cisla mohli byt na spodnom poschodi pévodnej pyramidy, a v akom poradi? Najdite vsetky moznosti.

Riesenie. opravuje Adri (adrianka.janackova@trojsten.sk)

Nez sa pustime do samotného riesenia, zamyslime sa nad tym, ako ovplyviuje pozicia ¢isla v spodnom riadku
hodnotu na vrchole pyramidy. Pri pocitani nasledujiceho riadku sa krajné ¢isla zarataju vzdy len v jednom po-
licku. Stredné poli¢ka riadku majti naopak nad sebou 2 nové policka, do ktorych sa zarataji. Cislo, ktoré bolo
v spodnom riadku na kraji sa teda zarata iba raz. Policko vedla sa zarata 5-krat, a ¢islo z poli¢ok uprostred sa zarata
az 10-krat. To si koniec koncov mézeme v$imnut aj na obrazku 3.1.

5 10-7
4.7 ? 67 |4-7
3.7 2 3.2|3-7| 7
2.7 2 7 12:2] 7

-L'f] -L';r]

Obrazok 3.1: Vplyv ¢isel na spodku pyramidy na ¢islo na jej vrchole

Prejdime k nasej tlohe. Ozna¢me si x najmensie ¢islo zo Sestice v spodnom riadku. Ostatné ¢isla budu (v nejakom
neznamom poradi) x + 1, x + 2, x + 3, x + 4, x + 5. Aby sme mohli pocitat s umiestnenim v spodnom riadku,
povedzme, Ze ¢islo vlavo bude x + a, vedla neho x + b, potom x + ¢, x + d, x + e aZ x + f. Cislo na vrchu pyramidy
tak mozeme napisat ako

(x+a)+5-(x+b)+10- (x+¢)+10-(x+d)+5-(x+e) + (x+f) =32x+a+5b+10c+ 10d + 5e + f.

!Teda ¢islo je vzdy stictom tych dvoch pod nim a tplne naspodku je 6 &isel.
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Vieme, Ze ¢islo na vrchu pyramidy je 2022. Dostaneme ho teda ako 32-ndsobok najmensieho ¢isla v spodnom
riadku plus a + 5b + 10c + 10d + 5e + f, pri¢om a, b, ¢, d, e, f st navzajom rozne celé ¢isla od 0 po 5. Na obmedzenie
moznych x ndm pomoze zistit, aké hodnoty moze mat a + 5b + 10c + 10d + 5e + f. Ked najmensie ¢isla vezmeme
najmenej raz a najvacsie najviac, dostaneme najvacsi sucet, ktory je

0+5-2+10-4+10-5+5-3+1=116.

Naopak, ak vezmeme najmensie ¢isla najviackrat a najvacsie najmenejkrat, dostaneme najmensi sucet, ktory ma
hodnotu

54+45-3+10-1+10-0+5-2+4 =44.

TakZze 32x bude medzi ¢islami 1906 (= 2022 — 116) a 1978 (= 2022 — 44). Jediné ndsobky 32 v tomto rozmedzi st
1920 a 1952. Vidime, ze 1920 : 32 = 60 a 2022 — 1920 = 102 a 1952 : 32 = 61 a 2022 — 1952 = 70. Jediné mozné
vyhovujice mnoziny ¢isel st teda 60 az 65 s a+5b+10c+10d+5e+f=102a61 az 66 s a+5b+10c+10d+5e+f = 70.
Zadanie sa ale pyta na konkrétne poradia, preto musime ndjst aj tie.

Vsimnime si, ze vymenenim a, f neovplyvnime hodnotu sactu a+5b+10c+10d+5e+f, podobne ani vymenenim b, e
¢i ¢, d. Preto mozeme predpokladat, Ze a < f,b < e, c < d, pricom pre kazdé takéto riesenie sa mdzeme rozhodnut
IubovoIné dvojice prehodit. To vsak znamena, ze pre kazdu dvojicu mame 2 moznosti (prehodit/neprehodit)
a dokopy je vSetkych moznych preusporiadani preto 23 = 8.

Cisla 60 az 65

Vieme, Ze a + 5b + 10c + 10d + 5e + f = 102. To vSak znamena, Ze a + f dava zvySok 2 po deleni piatimi. KedZe ale
a,f€{0,1,2,3,4,5} a taktiez a < f, tak mozné dvojice (a,f) st (0,2), (2,5), (3,4).

Pre dvojicu (0,2) dostdvame 5b + 10c + 10d + 5¢ = 100 <> b + 2¢ + 2d + e = 20, a teda b + e musi byt parne, a teda
b, e musia mat rovnaku paritu. Nakolko ndm v$ak ostdvaju uz len ¢isla {1,3,4,5}, mozné dvojice (b, e) sa (1,3),
(1,5), (3,5). Z nich st uz ¢,d ocividne jednoznac¢ne urcené. Hodnota suctu b + 2¢ + 2d + e je pre tieto dvojice
postupne 22,20, 18, ¢ize vyhovuje len Sestica 60,61, 63, 64,65, 62 a jej spominané preusporiadania.

Pre zvy$né dve dvojice ocividne platia + f = 7, a preto 5b + 10c + 10d + 5¢ = 95 < b + 2c + 2d + e = 19. Vidime
teda, Ze b + e musi byt neparne, ¢ize b, e musia mat rozlicnu paritu.

Pri dvojici (2,5) ndm ostavaju ¢isla {0, 1,3,4}, takze mozné dvojice (b,e) su (0,1), (0,3), (1,4), (3,4). Pre ne

sucet b + 2¢ + 2d + e nadobtda hodnoty 15,13,11 a 9, ¢ize pre tto dvojicu nemame rieSenie.

No a pri dvojici (3,4) mame este k dispozicii {0,1,2,5}, preto mozné dvojice (b,e) sa (0,1), (0,5), (1,2), (2,5)
a im prisluchajuce sucty vychadzaju 15,11, 13,9, ¢ize ani tu dalsie rieSenia nenajdeme.

Cisla 61 az 66

Teraz ma stcet a + 5b + 10c + 10d + 5e + fhodnotu 70. To vSak znamena, ze b + e musi byt delitelné piatimi. Mozné
dvojice (a,f) st teda (0,5), (1,4), (2,3). Vsimnime si, Ze vo vSetkych plati a + f = 5, ¢ize vieme vo vSeobecnosti
povedat, Ze 5b + 10c + 10d + 5e = 65 <> b + 2¢ + 2d + e = 13, a teda b, e musia mat rozli¢na paritu.

Za¢nime dvojicou (0,5). Zostavaju nam cisla {1,2,3,4}, pre ktoré mozné dvojice (b, e) st (1,2), (1,4), (2,3),
(3,4) aim prisluchajuce sttty su 17, 15,15, 13. Vyhovuje teda $estica 61, 64,62, 63,65, 66.
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Nasledne vezmime dvojicu (1,4). Pre zostavajuce ¢isla {0,2,3,5} st moznymi dvojicami (b, e) dvojice (0,3),
(0,5),(2,3), (2,5). Hodnoty b + 2¢c + 2d + e pre tieto dvojice st 17,15, 15 a 13, ¢ize v tejto vetve vyhovuje $estica
62,63,61,64, 66, 65.

Nakoniec ndm ostava uz len dvojica (2, 3). Tentokrdt vyberame b, e z &isel {0, 1,4, 5}, ¢ize mozné dvojice su (0, 1),
(0,5),(1,4), (4,5). Im prisluchaju suéty 19,15, 15 a 11, ¢iZe tu sme dalSie rieSenie nenasli.

RieSeniami st teda Sestice (60,61,63,64,65,62), (61,64,62,63,65,66), (62,63,61,64,66,65) a ich permutécie,
kde prehodime prvé ¢islo so Siestym, druhé s piatym a/alebo tretie so Stvrtym. Z kazdej z tychto moznosti teda
vieme vyrobit 7 dalsich (dokopy ich je 2° = 8) a celkovo mame 24 moznosti.

2.4 Krvz Miech Spliecha (x < 5)

Zadanie. Zirafka Lucka bola na exkurzii v nemocnici, kde bola svedkom chirurgickej operdcie. To ju zaujalo natolko,
Ze sa rozhodla s touto operdciou pohrat doma (samozrejme len na plysovych zvieratkdch).

Nech operdcia a * b je definovand ako a x b = a+b - |a + b|.> Uvazujme ¢isla tvaru x, x * x, (x *x) *x, ((x*
X) * X) * X, ... az po lubovolné konecné opakovanie operdcie . DokdZte, Ze existuje nekonecne vela &isel x € (0;1),
pre ktoré sa Ziadne z tychto Cisel nerovnd nule.

Rie$enie. opravuju Marek (marek.tkac@trojsten.sk) a David (david.belobrad@trojsten.sk)

Najprv si dokdzeme vlastnost dolnej celej casti, ktort budeme potrebovat. Ukdzeme, Ze ak z patri celym ¢islam a a
je lubovolné redlne &islo, tak |z+a| = z+ | a|. Z definicie dolnej celej Casti lahko vyplyva nerovnosta—1 < |a] < a.
Z toho vidime, Ze plati nerovnost z+a—1< z+ |a| < z+a. No vieme, ze z+ | a| je celé ¢islo a kedZe medzi ¢islami
z+a-1laz+ajelenjedno celé &islo, tak je z + | a| aj najvicsie celé ¢islo mensie rovné z + a. Ale z definicie potom
|z+a]=z+]|al.

Teraz sa pozrime na x, x * x, (x* x) * x, ((x* x) * x) * x,... . Najprv, definujme x(¥) := (---((x * x) * x)-+) * x.

k-1 operacii
Teda x(1) = x, x(®) = x * x, x(®) = (x * x) * x, atd. Indukciou teraz ukdZeme, Ze pre x € (0; 1) plati x(¥) = kx — | kx|
(ak sindukciou nie ste este az tak skuseni, na tréning je vhodna napriklad zbierka tiloh KMS, sekcia 1.2). V indukcii
potrebujeme spravit dva podstatné kroky. Konkrétne ukazat, Ze to plati pre najmensiu moznt hodnotu premennej
(v naSom pripade k = 1) a potom ukazat, Ze ak nase tvrdenie plati pre nejaké konkrétne k, bude platit aj pre k + 1.

Prvy krok: Prek =1, x(1) = x = x— 0 =x - |x], pretoze x € (0;1).
Druhy krok: Nech v tomto pripade k = i, potom predpokladdme, Ze x() = ix — | ix|. Potom

XU = 50w = (i — |ix]) * x = ix + x — | ix] = |ix + x - | ix]].
Kedze —|ix| je celé &islo, tak
XD = x4 x — |ix] = i+ x = |ix] | = ix + x - [ix] = (=|ix] + [ix+ x]) =

=ix+x—|ix+x|=(+1)x—|(i+1)x],

*Dolna celd ¢ast [a + b] je definovand ako najvicsie celé ¢islo z také, ze z < a + b, teda [0,9 + 1,8 = [2,7] = 2 alebo | -3,2 + 0,4] =
[-2,8] = -3.
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¢o sme chceli dokazat. Teraz uz lahko ndjdeme x, ktoré hladdme. Nech 7 je nas pocet opakovani operacie. Potom
hladdme ¢&isla x také, ze pre vSetky i € {1,2,...,n+ 1} je x() £ 0. Ale to je

0#x" = ix— |ix]
Lahko vidime, Ze ak zoberieme lubovolné x € (0, -~ ), tak 0 < ix < 1, a teda x(!) = ix - |ix] = ix—0 = ix, o je rozne
od nuly pre vietky i € {1,2,...,n + 1}. Kedze medzi 0 a -~ je nekone¢ne vela &isel, sme hotovi.

Pozndmka: Existuje dokonca nekoneéne vela &isel, pre ktoré je x()) rozne od nuly pre fubovolné i € N. Uvazujme
Tubovolné iraciondlne &islo, oznaéme ho a. Sporom, ak by existovalo i € N také, ze a() = 0, tak:

0=a" =ai-|ai| = ai=|ai| = a=@,
i

Zo je spor, pretoze i € N, |ai| € Ny, a teda by a malo byt raciondlne. Teda fubovolné iraciondlne ¢islo je rieSenie
nasej ulohy, a vieme, Ze iraciondlnych ¢isel medzi nulou a jednotkou je nekonecne vela.

2.5 Krotil Medved Strelcov? (k < 8)

Zadanie. Medved Daniel bol na lukostreleckej siitaZi, na ktorej povedal faaakt zly vtip o Zirafdch. Zirafky to nemohli
nechat len tak, takZe Medveda Daniela zmldtili. Zhabali mu aj vetky luky a $ipy, a tak sa z nich stali Zirafi strelci.

Majme prvii KMS Sachovnicu ako na obrdzku 5.1. Zirafi strelec sa vie hybat diagondlne o lubovolny pocet policok,
ale pocas svojho pohybu nesmie opustit Sachovnicu.

1. Kolko najviac Zirafich strelcov mozno umiestnit na Sachovnicu tak, aby sa Ziaden Zirafi strelec nedokdzal jed-
nym tahom pohnut na policko iného Zirafieho strelca?

2. Kolko najmenej farieb je potrebnych na ofarbenie policok Sachovnice tak, aby medzi lubovolnymi dvoma po-
lickami rovnakej farby bolo mozné spravit jeden tah Zirafim strelcom?

[

Obréazok 5.1: Prvd z troch KMS sachovnic

Riesenie. opravuje Danko (daniel.teplan@trojsten.sk)

Je pomerne nendro¢né umiestnit na $achovnicu 19 strelcov tak, aby sa navzajom neohrozovali. Napriklad ako na
obrazku nizsie. K tymto 19 strelcom vieme tieZ pomerne jednoducho $achovnicu zafarbit 19 farbami tak, aby
kazda bola na jednej diagonale, teda sa jednym tahom da dostat medzi vSetkymi polickami jednej farby (dokonca
aj kazdy strelec stoji na inej farbe).

kms@kms . sk 7 https://www.kms.sk/


mailto:daniel.teplan@trojsten.sk
mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti @ @ @

Potrebujeme vsak este dokaz, ze viac ako 19 strelcov umiestnit nevieme, a nevieme $achovnicu ofarbit menej
ako 19 farbami. Nastastie, tento dokaz uz mame pred sebou. Ak by sme mali na $achovnicu umiestnit 20 (a viac)
strelcov, museli by sme na niektoru z farieb polozit dvoch strelcov. Ti by sa vSak ohrozovali, kedZe z kazdého
poli¢ka sa da pohnut na véetky ostatné rovnakej farby. Teda sa urcite neda umiestnit 20 alebo viac strelcov. A pre
19 sme rozlozenie nasli.

Ak by sme mali ofarbit $achovnicu iba 18 (alebo menej) farbami, museli by na niektorej farbe stat dvaja strelci
z nasich 19 umiestnenych. Ti sa v§ak urcite neohrozuju, ¢ize medzi tymito polickami sa nebude dat dostat na
jeden tah. Teda sa urcite nedd ofarbit menej ako 19 farbami, a pre 19 farieb sme ofarbenie nasli.

2.6 (NE)Konvexne Miznua Skvrny

Zadanie. Zirafka Viktor sa rozhodla, Ze sa pojde kipat do Bermudského trojuholnika. Ked vyliezla z vody, vsimla
si na sebe nieco podivné. Namiesto zvycajnych skvin mala zrazu po celom tele nekonvexné trolluholniky. Nevedela,
o s tym spravit, tak sa isla poradit za miestnou carodejnicou Kajou. Ta jej povedala, Ze jediny sposob ako to vylielit,
je vyriesit nasledujiicu tilohu.

V ostrouhlom trojuholniku ABC oznacme D piitu vysky na stranu BC. Zvolme bod G lubovolne na tisecke AD. Dalej

oznacime X pétu kolmice z bodu A na priamku BG a Y pdtu kolmice z A na CG. Dokdzte, ze body B, C, X, Y leZia
na kruznici.

Riesenie. opravuje Kubo P. (jakub.poljovka@trojsten.sk)

Dokazat, Ze Styri body st na kruznici vieme napriklad tak, Ze ndjdeme dva uhly nad spolo¢nou tiseckou so zhodnou
velkostou. Podme sa teda pozriet na niektory z takychto uhlov v $§tvoruholniku BCXY.

Pri rieSeni ulohy by sme takisto chceli vyuzit aj informacie o pravych uhloch zo zadania. Po preskimani nacrtu
si mozeme vS§imnut, ze trojuholniky GDB a GXA zdielaju jeden vrcholovy a jeden pravy uhol, ¢ize s si podobné.
Z toho vieme urcit aj rovnost uhlov < DBG a < GAX.
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Dalsie dolezité pozorovanie vieme spravit pri §tvoruholniku AYGX. Protilahlé uhly pri vrcholoch Y a X st oba
pravé a davajua dokopy 180°, ¢im robia zo $tvoruholnika A YGX tetivovy §tvoruholnik. Tym padom vieme povedat,
ze uhly <« GAX a < XYG st zhodné, nakolko su to obvodové uhly.

Spojenim predchadzajucich dvoch rovnosti dostavame taktiez rovnost uhlov < CBX a < CYX. Nakolko tieto dva
uhly st nad spolo¢nou useckou CX, st tieto dva uhly obvodové a body B, C, X, Y lezia na kruznici.

Iné rieSenie
Zo zadania vyplyva istd symetria konfiguracie cez vysku AD. Rovnakym postupom by sme sa vedeli dopracovat
k rovnosti uhlov < YCB a < YXB, ¢im by sme taktiez dospeli k rovnakému vysledku.

2.7 Krasna Modrooka Snehulienka

Zadanie. Zirafka Laura sa prechddzala po svojom Zirafom zdmku a obzerala si svoju zbierku zrkadiel. Ked si spo-
menula na svoju obliibenti rozprdvku o Snehulienke, tak neodolala a opytala sa: . Zrkadielko, zrkadielko, povedz mi,
kto je najkrajsi na svete?“ Kupodivu jedno zo zrkadiel Zirafke Laure spokojne odpovedalo: ,No predsa Misko!* To
zZirafku Lauru uplne vyviedlo z miery azZ tak, Ze vyraz jej tvdre stdl za samostatnui tilohu.

Majme vyraz n* + k, kde n, k si celé kladné Cisla. Dokdzte, Ze existuje nekonecne vela Cisel k takych, Ze pre vsetky
¢isla n je dany vyraz zloZené Cislo.

Riesenie. opravuje Michal Stanik (michal stanik@trojsten.sk)

Najjednoduchsi sposob, ako ukazat, Ze hodnota nejakého vyrazu je zlozené ¢islo, je rozlozit ho na sucin. V nie-
ktorych tlohdach sa da najst prvocislo, ktoré deli vietky hodnoty vyrazu, ale d4 sa tusit, Ze toto v nasej ulohe pouzit
nepojde. Je velmi nepravdepodobné, ze n* + k (pre nejaké k) bude pre véetky n delitelné jednym a tym istym
prvocislom.

Ak by sme mali vyraz n* - k, bola by nasa tloha velmi jednoduchd, pretoze by nam stacilo vziat k, ktoré je druhou

mocninou prirodzeného ¢isla, a vyuzit vzorec a> — b?> = (a— b)(a + b) (kazda $tvrtd mocnina je zéroven druhou
mocninou).
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Pokusme sa v$ak nasu myslienku vyuzit a nejako ju vylepsit. Povedzme, Ze by sme nas vyraz chceli dostat ako druhu
mocninu nejakého vyrazu tvaru (n? + k; )2. Toto priamociaro aplikovat nejde, pretoze namiesto n* + k* dostaneme
n* + 2k,n? + k3, Co je presne o 2k;n? viac, nez by sme chceli. Nevadi, podme to opravit:

nt+ k= (n*+ k) - 2k’

Nezabudnite, Ze k si volime, mozZeme si teda davat podmienku typu, Ze je to $tvorec nejakého ¢isla k; a podobne,
len musi stale existovat nekonec¢ne vela k, ktoré podmienky splnaju.

Ziskany vyraz ndm pripomina rozdiel dvoch $tvorcov. Jediné, ¢o na to potrebujeme, je, aby bol 2k, n? $tvorec, ¢o
je ekvivalentné s tym, Ze 2k, je $tvorec. Nech teda k; = 2k3, potom budeme mat 2k, = 4k3 = (2k,)?, o je §tvorec’.
Rozlozenim vyrazu teraz dostaneme

nt+ k2 = (n* + k)% - 2kyn? = (n* + 2K2)% — ak2n?® = (0 + 2K2)? — (2kyn)* = (0 + 2K% = 2kyn) (n? + 22 + 2k,n).

Vyborne, rozklad na sticin je na svete. Ostava overit, Ze Ziadna zo zatvoriek nie je +1 ani -1, pretoze taky rozklad
by nam k ni¢omu nepomohol. Podobne nechceme, aby niektora zatvorka bola 0, pretoze vtedy by cely vyraz bol
nulovy. Druhd zatvorka je stu¢tom troch prirodzenych cisel, takze je aspon 3. Prva zatvorka pripomina druhua
mocninu rozdielu s tym, Ze je tam niec¢o navyse. Upravime ju na

n* +2k3 - 2kyn = (n—ky)* + k3.

Mame sucet druhych mocnin, ktory je vzdy nezaporny. Navyse, pre k, > 2 je vzdy aspon 4 > 1, ako sme chceli.

Nasli sme teda nekonecne vela vhodnych k, ktoré st tvaru k = k3 = (2k3)? = 4k} pre prirodzené k, > 2. Tychto
¢isel je zrejme nekonecne vela, pretoze pre rozne k, dostdvame rozne kladné celé ¢isla k, ¢im je uloha hotova.

2.8 Kropime Matusa Skusenostami

Zadanie. Zirafky li spokojne lesom, ked tu zrazu na nich vybehol nebezpecny Matus, ktorého sa boji celé okolie.
Zirafky zacali utekat. Nastastie nabrali vela skiisenosti z hororov a vedeli, Ze najlepsie, ¢o méoZu spravit, je rozdelit sa.
A tak sa zacali zamyslat nad delenim.

7 Y7

Pre kladné celé ¢islo n znaci d(n) pocet roznych delitelov &isla n (vrdtane 1 an). Nech a > 1 a m > 0 sl celé ¢isla také,
Ze a™ + 1 je prvocislo. Dokdzte, Ze potom d(a™ —1) > m.

Riesenie. opravuje Mimi (matej.hanus@trojsten.sk)
Najprv nejako vyuzijeme informaciu, ze a™ + 1 je prvocislo. Tu sa nam zide rozklad suctu alebo rozdielu mocnin.

ZapiSme si teda m v tvare 27-s, kde r je nezaporné celé a s neparne celé (to sa pre kazdé nenulové celé m da, dokonca
iba jednym spdsobom). Potom

s—1
a"+1=a""+ 1% = (a¥ + 1)@V -a" D 1@ - 0¥ +1) = (a¥ +1) ) (-1)a*".
pary

Vidime, ze a* +1 je delitel a™ + 1. Zjavne je vacsi ako 1, ¢ize z prvociselnosti a™ + 1 sa mu musi rovnat. A akondhle
@ +1=a"+1,takm=2"

*Mohli sme povedat, Ze k; = a*/2 pre nejaké a, ale chceme sa vyhnut zlomku a naslednému hladaniu podmienok pre celo¢iselnost.
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Kedze a > 1, a™ + 1 je prvocislo vicsie nez 2 a a musi byt parne.

Pouzijeme rozklad suctu alebo rozdielu mocnin opét, teraz na a™ — 1:
r—1 )
a"-1=a" -1=(a¥" +1)(@ +1)...(@+1)(a+1)(a-1)=(a-1)](a* +1).
i=0

Rozlozili sme takto a™ —1 na suéin r+1 dvojc¢lenov. Navyse, pre kazdéj € {1, ..., r} suéin prvych j z nich (dvojc¢lenu
a—1aprvych j-1 &initelov velkého sucinu) je rovny a? —1a (j+1). dvojélen je rovny a? " +1. Tieto dve hodnoty st
po sebe idtce neparne ¢isla, ¢ize nesudelitelné. Kazdy dvojclen je tym padom nesudelitelny so si¢inom vsetkych
predchadzajucich, teda je nesudelitelny aj so vSetkymi predchadzajucimi dvoj¢lenmi jednotlivo. To znamena, ze
nase dvojcleny si navzajom nesudelitelné. Pritom poslednych r je vacsich ako 1. Tym padom vzdy, ked vyberieme
niektoré z tychto r ¢initelov (moZeme aj ziadne alebo vsetky) a vynasobime ich, dostaneme iného delitela ich
sucinu, a teda aj ¢isla a™ — 1. To je spolu 2" = m roznych delitelov, ¢im je dokaz dokonceny.

2.9 Kradneme Modernu Skrinku

Zadanie. V malej dedinke menom Eurdpa boli tri zirafky, Cervend, Zelend a Modrd. Jedného diia zbadali obrovské
lietadlo, ktoré sa rutilo k zemi. Ani chvilu nevdhali a okamzite beZali na miesto pddu. BohuZial, nikto z pasaZierov
neprezil (pasaZieri boli samozrejme len plysové zvieratkd). Rozhodli sa preto vypadtrat ciernu skrinku a prist na déovod
pddu lietadla.

Ked sa im ju podarilo ndjst a otvorit, nasli v nej len 31 cervenych, 41 zelenych a 59 modrych kamernov. Tri Zirafky
sa rozhodli zahrat si nasledujiicu hru. Zirafky sa postupne striedajii v tahoch v poradi Cervend, Zelend a Modrd
a kazda zirafka moze urobit jeden z nasledujiicich tahov:

o vybrat tri kamene rovnakej farby zo skrinky, alebo
o vymenit dva kamene réznej farby v skrinke za dva kamene ostavajucej farby (Zirafky maju dostatocnii zdsobu

kameriov z kazdej farby).

Hra konci, ked vsetky kamene v skrinke majii rovnakii farbu. Vitazom sa stdva td Zirafka, ktorej meno sa zhoduje
s farbou kameriov v skrinke. V zdvislosti od zacinajicej Zirafky rozhodnite, ¢i ma niektord Zirafka vitaznii stratégiu
(t. j. vie vyhrat bez ohladu na to, ako budu hrat ostatné Zirafky),. a ak dno, ktord.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Pri mnohych kombinatorickych tlohach je vyhodné hladat nieco, ¢o ostdva nemenné - tzv. invariantné. Podme
sa pokusit nie¢o podobné najst aj tu.

Ozna¢me R, pocet cervenych, G, zelenych a B, modrych kamenov po n tahoch od zaciatku hry. Ak by zirafka
v nejakom tahu napriklad vybrala zo skrinky 3 modré kamene, tak by platilo

Ry, =R, Gpi1 = Gy, B,.1 =B, - 3. (91)
Ak by naopak vymenila napriklad modry a cerveny kamen za dva zelené, mali by sme

Rn+l = Rn -1, Gn+1 = Gn +2, Bn+l = Bn -1 (92)
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Ked sa na rovnice lepsie zapozerame, popripade sa skisame hrat s poctami kamenov a zistovat, ako sa menia,
vieme si v§imnut, Ze rozdiel R, — G, sa v kazdom tahu mdze znizit o 3, nezmenit alebo zvysit o 3. Konkrétne,
z (9.1) vidime, Ze R,y1 — G,11 =R, — G,apre (9.2) plati R,;; = Gy =R, - 1 - (G, +2) = (R, — G,) — 3. MozZete
si premysliet, Ze podobne by to fungovalo, aj keby sme v (9.1), (9.2) zamenili farby. Uvidite tak aj spdsob, akym
mdzeme R, — G, zvysit o tri - tak, Ze modry a zeleny kamen vymenime za dva éervené. Dalej sa vieme pozriet aj na
rozdiely G, — B,,, B, — R,.. Jednotlivych kamenov je sice na zaciatku hry rézne vela, no tahy, ktoré s nimi mézeme
robit, su v istom slova zmysle ,.symetrické” - preto bude rovnaka vlastnost platit aj pre tieto dva rozdiely.

Dostali sme teda, Ze vSetky tri rozdiely R, — G,,, G, — B,,, B, — R,, sa v jednom tahu mo6zu zmenit o ¢islo z mnoziny
{-3,0,3}. To vieme interpretovat aj tak, Ze ich zvySok po deleni tromi zostava po celt hru rovnaky. Ako sme si tym
vSak pomohli? Zamyslime sa, ako by hra vyzerala vtedy, ked by napriklad Modra ziratka po N krokoch vyhrala.
Potom by nutne muselo platit Ry = Gy = 0, a teda aj Ry — Gy = 0. My v8ak vieme, Ze Ry — Gy = Ry — Gy (mod 3).
Zaroven, Ry = 31, Gy = 41 (pretoze pocet kamenov po nula tahoch je o¢ividne pocet kamenov na zaciatku hry),
a preto Ry — Gy = -10 = 2 (mod 3). Tu uz ale za¢iname vetrit spor. Totiz, kedze Ry — Gy = 2 (mod 3), celt
hru musi zvysok rozdielu poctu ¢ervenych a zelenych kamenov ostat rovny dvom. Potom ale nie je mozné, aby
Ry — Gy =0 (mod 3), a teda Modra nevie vyhrat. Smutny pribeh...

Podobnu Gvahu vieme urobit aj pre Zelend. V§imnime si, Ze By—Ry = 59—-31 =28 =1 (mod 3), a teda ani Zelend
vyhrat nevie. Ked sa v§ak pozrieme na G, — By = 41 - 59 = —18 = 0 (mod 3), zistujeme, Ze tu spor nedostaneme.
To viak este neznamend, Zze Cervend md vitaznu stratégiu — len sa nim to zatial nepodarilo vylcit. Podme sa teda
bliz§ie pozriet na jej situaciu.

Odteraz budeme trojicou ¢isel oznacovat postupne pocty cervenych, zelenych a modrych kamenov v jednotlivom
tahu. UZ sme si v§imli, Ze v tejto tlohe st zaujimavé zvysky po deleni tromi, budeme ich teda skimat.

Pocty kameriov v prvom tahu st (31,41,59) = (3-10+ 1,3 - 13 + 2,3 -19 + 2). Prvym typom tahu sa zvysky po
deleni tromi o¢ividne nezmenia. Tym druhym, kedze —1 = +2 (mod 3), sa v8etky tri zvy$ky zniZzia o 1 (popripade
sa eSte vedia zvysit o 3, keby mali ist do zapornych ¢isel). Tym si vieme zakreslit nasledovny pomerne jednoduchy
graf prechodov medzi zvyskami.

3k+ 1,3+ 2,3m + 2

3k + 2,31 3m 3k, 3+ 1,3m + 1

3 3

Obrazok 9.1: Zvyskové triedy poctu cervenych, zelenych a modrych kameriov a ich zmeny tahmi

Teraz si mozeme uvedomit nasledovnu vec — ak vieme, ktora zirafka zacinala, vieme, kolko kamenov je aktualne
v hre a vieme, aké su ich zvysky po deleni tromi, vieme z toho jednoznacne urcit, ktora zirafka je na tahu. Totiz,
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kedZe pocet kamenov sa moze menit len tak, Ze sa zniZi o 3, vieme presne urcit, kolko tahov prvého typu sa udialo.
Zaroven, kedZe zvyskové triedy kamenov st v cykle dlzky 3, vieme uréit, aky je zvy$ok poctu tychto tahov po
deleni tromi. Tym vieme urcit aj zvySok poctu vsetkych tahov po deleni tromi, z ¢oho uz s vyuzitim informacie
o zacinajucej zirafke vieme urcit ti aktudlne na tahu.

Vieme si uvedomit, Ze toto plati aj obratene — ak vieme pociatocnu zirafku, zirafku aktualne na tahu a pocet
kamenov, vieme z toho urcit zvysky poctov kamenov po deleni tromi.

Dalej ndm este moze pomdct pozriet sa, ¢o sa deje, ked uz je kametiov v hre malo. Skiimajme, ¢o sa deje, ked
mame najviac 5 kamenov. S vyuzitim grafu 9.1 vieme, Ze moznosti na ich pocty nie je az tak vela. Zakreslime
si $ipkami mozné pohyby tahmi medzi nimi.

Pocty (5,0,0) a (2,0,0) st také, v ktorych Cervend uz podla pravidiel vyhrala. Z po¢tu (0, 1, 1) je mozné urobit len
jeden tah, a to taky, Ze sa dostaneme do (2,0,0). Znamena to, Ze ak sa takéto pocty kamenov vyskytnu v skrinke, je
uz nezvratné, ze vyhra Cervend. Vyfarbime tieto stavy ¢ervenou a podme zistit, akym sposobom sa dajti dosiahnut.

Vyfarbime ¢ervenou aj vietky hrany, ktorymi sa d4 dostat do ervenych stavov. Dalej si uvedomme, Ze ked je
Cervend v stave, z ktorého vedie cervend hrana, pouZije ju a vyhrala. Vyfarbime preto takéto stavy svetlocervenou.

Obrazok 9.2: Malé pripady

Vsimnime si, Ze ndm ostal jediny nezafarbeny stav, a to (1,2,2). To znamen4, Ze ak sa Zirafky dostand na pocet
kamenov nanajvys 5, jediny sposob, akym moézu zvy$né dve vyhrat nad Cervenou, je v kazdom fahu ju dostat do
(1,2,2).

Teraz si vSak spomenme, Ze z grafu 9.1 vieme na zaklade pociatocnej zirafky, zirafky aktudlne na tahu a poctu
kamenov urcit zvysky kamenov po deleni tromi.

Podme teda preskumat, ¢o sa deje, ked by zacinali jednotlivé Zirafky.

Ak by zac¢inala Modra, predpokladajme, Ze by sa Cervena dostala na tah, v ktorom by v skrinke zost4valo 5 ka-
menov. Ked?e Cervena ide hned po Modrej, muselo doposial ubehntit 31 + 1 tahov pre nejaké n € Ny. Z nich
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1(31+41+59 - 5) = 42 sa vyuzilo na zniZovanie po¢tu kamenov, ¢ize zvy$nymi 3n — 41 = 3(n— 14) + 1 sa menili
zvysky kameniov. Potom ale z grafu 9.1 vidime, Ze zvy$ky kamenov na tahu Cervenej musia byt (3k,3/+1,3m + 1),
¢o jej umoznuje potiahnut do vitaznej pozicie.

Treba este ukazat vyssie uvedeny predpoklad, a to, Ze sa vieme dostat do situdcie, kedy je Cervena na tahu a v skrinke
je pat kamenov. To je vSak ocividné, lebo ak by ich bolo viac, na zaklade zvyskov ich musi byt aspon 8, a potom uz
z Dirichletovho principu existuje asponi jedna farba, z ktorej st aspoii tri kamene. To ale znamena, ze Cervena vie
v kazdom tahu, v ktorom je v skrinke viac ako 5 kamenov, odobrat tri kamene nejakej farby. KedZe vsak nevieme
kamene pridavat, v najneskor 43. tahu sa jej podari, Ze bude mat na svojom tahu 5 kamenov v skrinke.

Situdcia je podobna, ked zacina ~ Cervend sa vie dostat do stavu, Ze na svojom tahu je 5 kamenov v skrinke,
dovtedy muselo ubehnut 37 + 2 tahov, z ktorych 42 znizovalo pocty kamenov, ¢ize 3(n — 14) + 2 menilo zvysky.
Preto zvysky na tahu Cervenej su (3k + 2,31,3m), a teda sa vie dostat do vitaznej pozicie.

Este ostava pripad, kedy zacina Cervena. Ak by sme skimali, s akymi zvyskami bude pri piatich kamenoch, zistili
by sme, Ze st to zrovna neblahé (3k + 1,31+ 2,3m +2). Tieto z grafu 9.2 o¢ividne maju len jeden stav, a to (1,2,2).
Intuitivne to teda vyzerd tak, ze Cervend nevie vyhrat. Podme teda ukazat, Ze zvy$né dve Zirafky vedia Cervenej
prekazit vyhru.

Ak Cervend odoberie tri kamene nejakej farby, Zelend aj Modra odobert tiez tri kamene nejakej farby. No a pokial
Cervena vymeni kamene dvoch réznych farieb za dva kamene tretej farby, Zelend a Modra urobia analogicky tah
pre zvy$né dve farby.

Je o&ividné, Ze ked vie odobrat tri kamene Cervend, vedia ich odobrat aj Zelena a Modr4. To plati, lebo vzdy
odoberajti po deviatich a 31 + 41 + 59 = 9 - 14 + 5, pricom ked m4 Cervend 5 kamenov, musi ich mat v po¢toch
(1,2,2), a teda nevie dalSie tri odobrat. Zaroven, ak je na stole viac ako 5 kamenov (¢o je vzhladom na zvysky
aspon 8), tak z Dirichletovho principu st na nejakej kopke aspon tri z nich, teda Modra a Zelena odoberat vedia.

Ocividne ma Cervena na zaciatku svojho tahu aspon jeden ¢erveny kamen, aspon dva zelené a aspon dva modré.
Ak teda vyment

o Cerveny a zeleny za dva modré, Zelena moze vymenit zeleny a modry za dva cervené a Modra Cerveny
a modry za dva zelené,

o Cerveny a modry za dva zelené, Zelend moze vymenit zeleny a modry za dva cervené a Modra cerveny
a zeleny za dva modré,

o zeleny a modry za dva cervené, Zelend moze vymenit cerveny a modry za dva zelené a Modra cerveny
a zeleny za dva modré.

Dostali sme teda, ze Zelena a Modra skutoc¢ne vedia svoje tahy uskutocnit, a teda neumoznia Cervenej vyhrat. To
vSak znamend, ze ak Cervena nezacina, tak ma vitaznu stratégiu, inak vitaznu stratégiu nema nikto.

2.10 Kra¢am Mojou Skolou

Zadanie. Zirafka Lukds sa chcela niecomu novému priucit, a tak pobehovala po vyske a hladala predndsku o tivode
do planimetrie. Zirafku Teri to zaujalo a zacala si vsimat zaujimavé vlastnosti. Otvorila GeoGebru a isla si celii
situdciu zakreslit.
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Majme rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladfiou AC. Nech P je lubovolny bod na vyske na stranu AC. KruZnica
opisand trojuholniku ABP pretina uisecku AC druhykrdt vo vniitornom bode M. Nech N je taky bod na tisecke AC,
Ze |AM| = [NC| a M # N. Druhy priesecnik priamky NP s kruznicou opisanou APB oznac¢me X a druhy prieseénik
priamky AB a kruzZnice opisanej APN oznacme Y. Dotycnica v bode A ku kruznici opisanej APN pretina vysku na
stranu AC v bode Z. Dokdzte, ze priamka CZ je dotycnicou ku kruznici opisanej PXY.

Riesenie. opravuje Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

fo~ ==

Y

/s

Na zaciatok si jednym rychlym vyuhlenim tlohu preformulujeme tak, aby sme sa zbavili neddlezitého bodu M.
Oznacme si velkost uhla PMN ako 8. Rovnaku velkost md, ocividne, aj uhol PNM. KedZe body A, M, P, B lezia
na kruZnici (ako vieme zo zadania, tak v tomto poradi) tak |< ABP| = 180 — | < AMP| = | < PMN| = §. Podobne
vdaka obvodovym uhlom dostdvame aj |<ABP| = |<AXP| = §. Ozna¢me pitu vy$ky z bodu B na stranu AC
ako S a priese¢nik priamok PX a AB ako T. Potom nakolko | < ABP| = |< TBS| = |< ABP| = | < PNS|, musia podla
vety o obvodovych uhloch body S, T, B, N lezat na kruznici. To ale, opét vyuzitim obvodovych uhlov, znamena,
ze | < PTB| = 90°. Navyse nakolko |< AXN| = | < ANX], tak trojuholnik ANX je rovnoramenny so zékladiou XN
a priamka AB je osou usecky NX (vieme, Ze | < ATN| = 90°). To uZ sme sa nielen pekne pohli s nasou tlohou,
ale tiez teraz mozeme zabudnut na bod M a skonstruovat bod N ako priese¢nik priamky AC a priamky PT, kde T
definujeme priamo ako patu kolmice z bodu P na priamku AB.

Teraz sa podme pozriet, aké uhly vieme dostat pri bode Y. Vyuzitim obvodovych uhlov (kedZe body Y,A,P,N
podla zadania leZia na kruznici) vieme, ze |<AYP| = | < ANP| = §. Potom ale trojuholnik YPB musi byt rovno-
ramenny so zakladnou YB a navyse priamka PX je osou usecky BY. To ale znamena, Ze kruznica opisana troj-
uholniku YPX je obrazom kruznice opisanej trojuholniku XPB (o ktorej vieme, Ze na nej lezi aj bod A) v osove;j
simernosti podla priamky PX.

Teraz sa uz konecne dostavame k pointe tlohy a to k dokazu, ze nejaka priamka je doty¢nicou ku kruznici. V§im-
nime si, Ze tvrdenie, Ze priamka CZ je doty¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku PXY je ekvivalentné takému,
ze obraz priamky CZ v osovej simernosti podla priamky PX je doty¢nicou ku kruznici opisanej $tvoruholniku
APBX. Preco je intuitivne, Ze by sme radsej dokazovali toto nové tvrdenie? Dovody st hned dva. Prvym je, ze
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kruznica opisana trojuholniku PYX je v tlohe akosi ,,navyse“. Je relativne neprirodzend a teraz sme si ukazali, ze
jednoduchou geometrickou operaciou (preklopenie cez priamku) ju vieme zobrazit na ovela prirodzenejsiu kruz-
nicu, ktora sa v zadani vyskytuje hned od zac¢iatku. Druhym doévodom, preco by sme chceli dokazovat toto nové
tvrdenie je, Ze priamka CZ je taktieZ relativne tazko uchopitelna a ako uvidime, jej obraz bude ovela prirodzenejsi.

Aby sa nam dobre pracovalo s obrazom priamky CZ, ozna¢me si jej priesecnik s priamkou XP ako K. Ukazeme si,
ze K je velmi pekny bod. Za¢nime pozorovanim, ze | < ZAP| = §, pretoZe priamka AZ bola definovana ako doty¢-
nica ku kruznici opisanej trojuholniku APN, a teda uhol ZAP je tsekovy k uhlu ANP. Zo symetrie podla priamky
PB taktiez plati |< ZCP| = 8. Oznalme este |< PAC| = ¢. Potom zo symetrie vieme aj | < PCA| = ¢. Uhol CNK je
vrcholovy k uhlu PNA, a teda velkostou rovny §. Nakolko uhol ZCA, ktory je vo velkosti rovny é + ¢, je susedny
s uhlom NCK a ten je doplnkom st¢tu uhlov KNC a NKC do 180°, musi platit |< CKN| = ¢. Potom ale vdaka
obvodovym uhlom nad tetivou CP musia body A, P, C, K lezat na kruznici. Opit pouzitim obvodovych uhlov,
tentokrat nad tetivou AP vieme, e | < PKA| = | < PCA| = ¢.* Ajhla, ¢o sa ndm to ale prave podarilo ukazat? Kedze
|<AKP| = | < CKP| = §, potom priamka AK musi byt obrazom priamky ZK v osovej simernosti podla priamky
PK. Teda priamka AK je ta priamka, o ktorej chceme ukazat, Ze je doty¢nicou ku kruznici opisanej stvoruholniku
XAPB. Toto je ale vyrazné zjednodusenie, lebo nakolko vieme, Ze tato kruznica prechadza bodom A, podobne
ako aj priamka AK, potom tato priamka sa musi tejto kruznice dotykat priamo v bode A. Toto zjednodusuje si-
tudciu, lebo vdaka tomu uz ndm iba staci dokdzat tsekovost uhlov PAK a ABP. Takuato vymozenost by sme pri
povodnej priamke CZ a pévodnej kruznici opisanej PXY nemali, lebo by sme vlastne nevedeli, kde sa pretinaju,
¢i naozaj v jednom bode a aké usekové uhly teda vlastne dokazovat.

Toto je v8ak uz hracka. Vieme, ze | < ABP| = §, a teda ndm sta¢i ukézat to isté pre uhol PAK. KedZze body APCK
lezia na kruZnici, vieme: |<PAK| = 180° — |<PCK| = |<ZCP| = |<ZAP| = |<PNA| = |<ABP| = §. A tym sme
ulohu dokazali.

Na zaver e$te poznamename, Ze st len dve validné konfigurdcie a uhlenie je pre ne takmer rovnaké. Prva konfigu-
racia je ta, ktort sme popisovali vo vzoraku a aka je nakreslena na obrazku. Druha konfiguracia by vznikla, ak P
by bol ,,vysoko®, v tom pripade Y by bol vnutri use¢ky AB a Z by bol nad bodom B. Hoci by to chcelo formalne

dokazat, Ze tieto dve konfiguracie st jediné, ktoré mozu nastat, nebudeme to robit a nebudeme to ani vyzadovat
v rieseni.

2.11 integraly Konecne Spocitame

Zadanie.

Misko bol cely nestastny, lebo termin skiisky z analyzy sa neoddialitelne bliZil. TakZe vedel, Ze mu neostdava nic iné, nez
sa uporne ucit. Preto mal cely cas otvorenti Geogebru a vymyslal si tilohy, ked tu zrazu dostal super ndpad, s ktorym
sa ihned'isiel pochvadlit svojim Zirafkam.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC s ortocentrom H a so stredom kruznice opisanej O. Oznacme O,, Op a O¢ body,

ktoré dostaneme preklopenim O postupne podla stran BC, AC a AB. Oznacme P, Q, R postupne priesecniky HO,NBC,
HOgp n AC a HOc N AB. Dokdzte, ze priesecniky BC N RQ, ACn PR a AB n PQ leZia na priamke.

Riesenie. opravuje Michal P. (michal.pecho@trojsten.sk)

Vzorové riesenie tejto ilohy si moZes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube.com/KorMatSen.

“Viimnite si, ze bod P je v tejto konfigurécii Svrékovym bodom oproti bodu K v trojuholniku ACK.
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