\\ Korespondenény matematicky seminar
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Trojsten

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Kratit Minuty Spolo¢ne (x < 1)

Zadanie. Vediici KMSka idu na stistredko. Ich cesta zacala na stanici v Bratislave. S rukami plnymi erdru zistili,
Ze zabudli, kedy im odchddza viak. Neboli by to ale vediici matematického semindra, keby si aspor jeden z nich
nepamdtal ¢as odchodu vlaku na sustredko pomocou matematickej vilohy.

Veduci vedia, Ze v case, ked odchddza vlak, sii hodinovd a minutovd rucicka presne oproti sebe na jednej priamke.
A vlak na sustredko odchddza niekedy medzi Strndstou a pdtndstou hodinou. Ak sa hodinova rucicka hybe rovno-
merne, kedy odchddza vlak na sustredko?

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

V zadani mame dve informacie o poziciach rucic¢iek v ¢ase odchodu vlaku. Prva hovori o tom, Ze ruc¢icky maju byt
oproti sebe, druha, Ze hodinova rucicka je niekde medzi dvojkou a trojkou (lebo sme medzi 14. a 15. hodinou).
Z toho vieme hned vyvodit, Ze mindtova ruc¢icka bude niekde medzi osmickou a deviatkou. Otdzkou zostava, kde
presne?

Povedzme si teraz nie¢o o hodindch. Minttové spravi za hodinu jedno celé kolecko. Hodinové prejde z neho 3,

¢o zodpoveda useku medzi dvoma ¢islami. Mozeme teda povedat, Ze je 12-krat pomals$ia. Okrem toho vieme, ze
presne o Strnastej bola minutova rucicka hore na dvanastke, kym hodinova presne na dvojke.

Dopocitajme teda, kde maju byt pri odchode vlaku. Ozna¢me x pocet dielikov - minat (nemusi byt celé ¢islo),
o kolko bude minutova rucicka za osmickou. Vieme, Ze nemoze dojst za deviatku, takze x < 5. Od druhej hodiny
teda ubehne 40 + x minut, velkd sa tak od dvojky posunie o #2* dielikov. Na to, aby boli oproti sebe musi byt toto
¢islo rovné x. Plati tak

40 + x
:x,
12
40+x=12"x,
40
x=— =~ 3,636.
11

480

Vidime, Ze od 14:40 musi ubehnut 3% minuty, aby boli ru¢icky oproti sebe. Vlak tak odchddza 40 + 32 = 28 minut

po druhej, ¢o je priblizne o 14:43:38.

3.2 Kruzime Medzi Stanicami (x < 2)

Zadanie. Na ndstupisti cakal na veduicich vlak, ktory ich mal okruznou cestou cez Margecany zaviezt az do Brezna.
Veduci stlacili tlacidlo na dverdch vlaku, ale dvere nic. Tak ho stlacili znova, ale dvere znovu nic. Po tretom pokuse
dvere zacali pomalicky spolupracovat. Kym sa dokordn otvorili, aby vediici mohli nastupit, sa Stevka zamyslela nad
tvarom tlacidla na otvdranie dveri.
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Sestuholnik ABCDEF md nasledujiice 3 vlastnosti:

1. diagondly AC, CE a EA maju rovnakii dlzku,
2. uhly ABC a CDE sii praveé,

3. dizky stran Sestuholnika su navzdjom rozne celé éisla.

Aky je najmensi mozny obvod Sestuholnika, ak md diagondla AC dlzku \/85?
RieSenie. opravuje Michal (michal.pecho@trojsten.sk)
Zo zadania vieme, e |AC| = |CE| = \/85 a ked?e trojuholniky ABC a CDE st pravouhlé s preponami postupne
AC, CE, z Pytagorovej vety musi platit

|ABJ* +|BC|* = |AC|* = 85,

|CD|* + |DEJ* = |CE|* = 85.

Vsimnime si, Ze nie je vela sposobov, ako zapisat 85 ako a? + b?, kde a, b su prirodzené ¢isla. Ak by bolo a > 10,
potom a? + b*> > 100 > 85, preto nutne 1 < a < 9. Teraz nam uz staci vyskusat véetky tieto a a najst vyhovujuce b,
ktoré bude splnat

b=v85-a%
¢omu vyhovuju dvojice (a,b) € {(2,9),(9,2),(6,7),(7,6)}. Tieto dvojice obsahuja $tyri rozne &isla 2, 6, 7, 9
akedze |AB|, |BC|, |CD|, |DE| st po dvoch rozne, musia byt tieto dizky rovné tymto ¢islam v nejakom poradi, preto

>

|AB| + |BC| +|CD| +|DE| =2+ 6+ 7 +9 = 24.
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Uz ndm stadi iba odhadnut |AF| + |FE|. PouZijeme trojuholnikovd nerovnost, musi platit

EF| + |[FA| > \/85 > 9,

preto |AF| + |FE| > 10. V§imnime si v§ak, ze nemo6zeme dostat 10 ako stcet dvoch roznych prirodzenych ¢&isel bez
pouzitia 2, 6, 7, 9, preto |EF| + |[FA| > 11, pri¢om rovnost nastane napriklad pre |EF| = 10, |FA| = 1.

Dostavame tak, Ze obvod $estuholnika je aspon
|AB| + |BC| + |CD| + |DE| + |EF| + |FA| > 24 + 11 = 35,

pri¢om Sestuholnik spliiujici podmienky zo zadania s obvodom 35 je napriklad taky, v ktorom |AB| = 6, |BC| = 7,
|CD| =9, |DE| = 2, |EF| = 8, |FA| = 3.

3.3 Kamarati Musia Sediet (x < 3)

Zadanie. Ked vediici konecne vosli do viaku, zistili, Ze ich vozern md 100 sedadiel ocislovanych ¢islami 1 az 100, ktoré
su rozmiestnené do mriezky 10 x 10. Dokdzte, Ze Mati a Danko si vedia sadniit na 2 susediace sedadld (vedla seba
alebo tesne za sebou), ktorych cisla majii rozdiel aspon 6, bez ohladu na to, ako sti sedadld ocislované.

RieSenie. opravuje Michal Stanik (michal stanik@trojsten.sk)

Zamyslime sa na zaciatok nad tym, preco by malo platit, Ze si Mati a Danko vedia sadnut na 2 susediace sedadla,
ktorych ¢isla sa lidia asponi o 6. Co by muselo platit, ak by to tak nebolo? Potom by vsetky dvojice susediacich
sedadiel museli mat ¢isla s rozdielom nanajvys 5, ¢o je velmi malo. Intuitivne, s takymito malymi rozdielmi by
mohol byt problém vojst do vozna sedadla s velmi odlisnymi ¢islami — najextrémne;jsi pripad su sedadla 1 a 100.
Zrejme by museli byt daleko od seba, ak by sa to vobec dalo.

Podme teda tvrdenie dokazat poriadne. Pouzijeme techniku nazyvanu dokaz sporom. Budeme predpokladat
opak dokazovaného tvrdenia, teda ze Mati a Danko si nevedia sadnut na dve sedadla podla zadania, a dospejeme
k niecomu, ¢o zrejme nemoze byt pravda. To bude znamenat, Ze na$ predpoklad bol nepravdivy, a teda Mati
a Danko si vedia sadnut na vhodné sedadla.

Nech teda kazdé dve susedné sedadla maji rozdiel ¢isel nanajvy$ 5. Pozrime sa na polohu sedadla 1, polohu
sedadla 100 a cestu medzi nimi. Cestou rozumieme postupnost sedadiel od jedného k druhému, kde po sebe
iduce sedadla na ceste st vedla seba alebo tesne za sebou. Uvazime fubovolnt z najkratsich ciest medzi sedadlami
1 a 100. Jedna z tychto ciest vyzera tak, Ze najskor ide o niekolko sedadiel (mozno nula) v jednom smere a potom
o niekolko sedadiel (mozno nula) v kolmom smere.

Je jednoduché si rozmysliet, Ze sedadla 1 a 100 budu od seba najdalej, ak budu v protilahlych rohoch vozna. Cesta
medzi protilahlymi rohmi obsahuje 19 sedadiel vratane krajnych, cesta medzi sedadlami 1 a 100 ma teda takuto
dlzku alebo mensiu.
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Oznacme si ¢isla sedadiel na tejto ceste ako a; = 1, a5, a3, ...,a, = 100, pricom n < 19. Z nasho predpokladu plynie,
ze

a,<a;+5=6=1+1:-5,
a3;<a,+5<11=1+2-5,

as<a;+5<16=1+3-5,

a,<1+(n-1)-5<1+18-5=91,

Zjednodusene povedané, cesta zac¢ina sedadlom 1 a obsahuje najviac 18 krokov na dalsie sedadlo, pricom kazdy

vvvvv

v$ak ma byt rovné 100. Dosli sme teda ku sporu s nasim predpokladom, ze rozdiel ¢isel kazdych dvoch susednych
sedadiel je najviac 5.

To znamena, Ze existuju dve susedné sedadld, ktorych rozdiel ¢isel je aspon 6 a Mati s Dankom si na ne vedia
sadnut.

3.4 Komparzistov Motivaciek Stanovujeme (x < 5)

Zadanie. KedZe sa uz veduci usadili, mozu si zosumarizovat dej a rozdelit dejové postavy. Ked si ich vsak rozdelili
rovnym dielom, zistili, Ze kazdy ich bude v jednom momente stvdrtiovat dve.

Ndjdite vSetky celé nezdporné ¢isla a, b také, ze a> = b- (b + 7).
Riesenie. opravuje Lucka (lucka krajcoviechova@trojsten.sk)

Ukazeme si tri rieSenia tejto tlohy.

Prvé rieSenie
Zo0 zadania mame b > 0, takze
a?=b(b+7)=b*"+7b> b

KedZe a, b st nezaporné, mdzeme obe strany odmocnit, ¢im dostaneme a > b. Zaroven a, b st celé, takze existuje
nezaporné celé ¢islo ¢ také, ze a = b + c. Dosadenim do rovnice v zadani dostaneme

(b+c)2=b(b+7),

z ¢oho po od¢itani b? z oboch strdn mame

2bc + ¢* = 7b,
a teda

b(7 - 2c) = .
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Cislo 7 — 2¢ je nepérne, takZe to nie je nula, a teda nim mozeme obe strany vydelit. Dostaneme tak

CZ

b= .
7 -2c

(4.1)

Ak ¢ = 0, tak mdme b = 0, a potom aj a = b + ¢ = 0. Dosadenim do zadania overime, Zze a = b = 0 je jednym
riedenim. Dalej mozeme predpokladat, Ze c je kladné. Potom pravé strana v (4.1) je nenulovd a lava strana je
nezaporna, takze v skuto¢nosti st obe kladné. Kedze ¢itatel na pravej strane je kladny, tak aj menovatel musi byt,
teda 7 — 2¢ > 0, z ¢oho po ekvivalentnych upravich dostaneme ¢ < Z.

Zostava ndm teda overit len moznosti ¢ € {1,2,3}. Pre tieto hodnoty ¢ je pravé strana rovnd postupne %,‘3‘ ao.
KedZe Iava strana je celociselna, aj prava musi byt, takze ¢ moze bytlen 3. Vtedyb=9aa=b+c=9+3 =12. Pre
tieto hodnoty plati

a>=12>=144=9-16=b(b+7),
teda rovnica zo zadania je vtedy splnena.

Uloha tak ma dve rieSenia, a to (a,b) = (0,0) a (a,b) = (12,9).

Druhé rieSenie

Pravu stranu upravime doplenim do $tvorca a potom spravime niekolko ekvivalentnych tprav:

7)2 49
4

azzb2+7b:(b+—
2

>

4a*> +49 = (2b+7)?,
49 = (2b+7)* - 4d%,
7-7=(2b+7-2a)(2b+7 +2a). (4.2)

Poznamenajme, Ze k tejto rovnici sa da dostat aj tak, Ze sa na rovnicu v zadani pozrieme ako na kvadratickd rovnicu
v b, vyjadrime jej korene a upravime.

Lava strana rovnice (4.2) je kladna a druha zatvorka na pravej strane je kladna (kedZe a, b s nezaporné), takze aj
2b+7-2aje kladné. Navyse obe zatvorky na pravej strane st celo¢iselné a 2b+7—2a < 2b+7 +2a, a tak si len dve
moznosti — bud je prva rovnd 1 a druha 49, alebo sa obe rovnaju 7. V prvej moznosti s¢itanim oboch zatvoriek
dostaneme 4b + 14 = 50, z ¢oho b = 9 a potom a? = 9 (9 + 7) = 144 plati prave pre a = 12. V druhej moZnosti,
teda ked st obe zétvorky rovné 7, ich od¢itanim dostaneme a = 0. Potom 0 = b(b + 7) plati prave pre b = 0, kedze
pre nezaporné b je b + 7 kladné.

Rovnica zo zadania tak md prave dve rieSenia, a to (a,b) = (12,9) a (a,b) = (0,0).

Tretie rieSenie

Akb=0,taka=b(b+7)=0-7=0. Aka=0,takb(b+7) = 0,aked’e b+7 > 0, tak nutne b = 0. Teda ak je jedno
z ¢isel a, b rovné nule, tak obe si. Dosadenim do zadania overime, Ze obe strany rovnice maju vtedy hodnotu nula,
atedaa = b = 0 je jednym rieSenim. Po zvy$ok rieSenia uz mozeme predpokladat, ze a aj b su kladné. Potom
b(b+7) >7,atedaa? aj b(b + 7) maja prvoliselny rozklad.
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Nech d je najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel b a b + 7 (kedZe su obe kladné, tak existuje). Potom d deli aj ich rozdiel,
teda 7. No a kedZe 7 je prvocislo, tak d moze byt len 1 alebo 7.

Ak d = 1, tak kazdé prvocislo p, ktoré deli [ava stranu rovnice v zadani, deli aj pravu, a kedze ¢isla ba b + 7 st
nesudelitelné, tak p deli prave jedno z nich. KedZe lava strana je §tvorec, tak maximalna mocnina, v ktorej p deli
[avu stranu, je parna. Kedze p delilen jedno z ¢isel b, b + 7, tak maximalna mocnina, v ktorej ho deli, je tiez parna.
Toto plati pre vSetky prvocisla deliace a a zjavne hociaké prvocislo, ktoré deli b alebo b+ 7, deli pravu stranu, takze
deli aj lavt stranu rovnice v zadani, a teda deli aj a. Mame tak, Ze kazdé prvocislo, ktoré deli b, ho deli v parnej
mocnine, takze b je Stvorec (v§imnime si, Ze toto tvrdenie plati aj ked b = 1). Podobne aj b + 7 je $tvorec. Existuju
teda prirodzené ¢isla k, I také, ze b = k? a b + 7 = I2. Potom ich od¢itanim dostaneme P — k? = 7, a teda

(1-k)(I1+k) =7.

KedZe k, I su prirodzené, plati [ + k > 2, no jediny taky delitel ¢isla 7 je 7. Takze [+ k = 7, a potom [ — k = 1.
Od¢itanim druhej rovnice od prvej dostaneme 2k = 6, a teda k = 3. Potom b = k* = 9. Rovnica v zadani potom
plati prave vtedy, ked a? = 9- (9 + 7) = 144, ¢o je pre nezdporné celé a prave vtedy, ked a = 12.

Ak d = 7, tak podobnou uvahou dostaneme b = 7k, b + 7 = 7I? pre nejaké prirodzené k, I. Opét od¢itanim jednej
rovnice od druhej dostaneme

7(P-k)=7,
(I-k)(I+k)=1.

No obe zatvorky na [avej strane su celé ¢isla a navySe [ + k > 2, ale 2 nedeli 1, takze Ziadne iné rieSenie neexistuje.

Uloha tak ma dve rieSenia, a to (a,b) = (0,0) a (a,b) = (12,9).

3.5 Kontrolu Maximalizujeme Sklonom (x < 8)

Zadanie. Vediici by radi mali prehlad o tom, kde vo vlaku sedia ktori ticastnici. Na to je potrebné pozerat sa na
nich pod spravnym uhlom. Na niektorych pod 60-stupriovym, na inych pod 45-stupriovym. Pomdzte im ndjst vietky
potrebné uhly.

V trojuholniku ABC zvolime bod D na strane BC tak, aby |BD| = 2 -|CD)|. Vieme, ze
Urcte velkost uhla ABC.

<BDA| = 60° a | < BCA| = 45°.

Rie$enie. opravuju Kubo P. (jakub.poljovka@trojsten.sk) a Andy (martin.andricik@trojsten.sk)

Zaklad je si ¢o najintuitivnejsie oznacit obrazok a potom to uz pojde. Preto vrchol A umiestnime hore a B vpravo
dole.
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Dobre, | < BDA| = 60°, vdaka tomu k nemu susedny uhol < CDA m4 velkost 120°. Zo zadania vieme, Ze | < DCA| =
45°, takze uhol < CAD lahko dordtame a dostédvame | < CAD| = 180° — 120° — 45° = 15°.

Teraz ndm moze napadnut si ndjst bod E tak, ze |< ACE| = 15°. Motivécia za tym je vyrobit si rovnoramenny
trojuholnik ACEA. Vdaka tomu |AE| = |CE| a zroven vieme dopocitat uhol | <« CEA| = 180° — 15° — 15° = 150°.
Zo susednosti s uhlom | < CEA| = 150°, rovno mame, Ze |< CED| = 30°. Podobne aj uhol |< ECD| = |<DCA| -
| <ACE| = 45°—15° = 30°. ACDE je tiez rovnoramenny, ¢o v nds vzbudzuje doveru, Ze dokreslit bod E bol spravny
krok. Zaroven méame, ze |CD| = |DE|.

V tomto momente je dobré si dokreslit bod F. Povodne som tak robil, aby som ziskal |[DF| = |BF| = |CD|. Ale
vdaka tomu, Ze aj dlzka usecky DE je rovnaka tak ziskavame napriklad z Tilesovej vety, ze ACEF je pravouhly.
Este o kusok dolezitejsie je vak pozorovanie, ze | < BDA| = 60°, a teda AEFD je rovnostranny. V tomto momente
vidime, Ze trojuholniky ACEF a ABED su dokonca zhodné podla vety sus, |CF| = |DB|, |[FE| = |DE| a |<BDA| =
60° = | < CFE|. Teda uz vieme, Ze vietky usecky rovnakej farby maju rovnaku dizku.

Dalej si spomenieme, ze | < ECD| = 30° a zo zhodnosti trojuholnikov A CEF a A BED dostévame, ze | < DBE| = 30°
tiez. Poslednd vec, ¢o nds ¢akd, je ukdzat, Ze | < BEA| = 90°. Uz vieme, Ze | < CEA| = 150°, | < CED| = 30° a| < DEB| =
90° (spomenme si, ze ACEF a ABED st zhodné a ACEF je pravouhly). Potom | < BEA| = 360° — 150° —30° —90° =
90°. ABEA je rovnostranny s pravym uhlom privrchole E, takze | < EBA| = 45°. Dokopy dostdvame | < CBA| = 75°.
Podotknime, Ze tento odsek sa dal nahliadnut aj cez obvodové a stredové uhly.

3.6 Ktorého Magora Stena

Zadanie. Ako vediici a ticastnici prechddzali ponad Poprad' a popod Tatry, tesili sa na krdsne vyhlady. Neprijemne
ich preto prekvapila protihlukovd stena, ktord sa stile zvysovala a stdle viac a viac im uberala z vyhladu na malebné
hory a slnecny svit aj Svit. Zacalo ich preto zaujimat, akii funkciu md takd vysokd protihlukovd stena a akd najmenej
vysokd musela byt.

rieku
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Nech f je funkcia z kladnych celych &isel do kladnych celych Eisel splitajiica
1. f(ab) = f(a)f(b) pre vsetky celé kladné ¢isla a, b,
2. f(a) < f(b) pre vietky a < b,
3. f(3)>7.

Ndjdite najmensiu moznii hodnotu, ktorti méze nadobudat f(3).

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Zadanie na prvy pohlad moze vyznievat ba priam az nezmyselne jednoducho. Mame ndjst najmensiu moznua
hodnotu f{(3), pri¢om zarover tretia podmienka ndm hovori, Ze f(3) > 7. Tak potom najmensia mozna hodnota
f(3) je 7, nie?

No a tu prichddza ten zvrat. Hodnota f(3) = 7 je sice najmensia hodnota, ktord nie je v rozpore s tretou z pod-
mienok. No pokial budeme hladat funkciu, ktora bude spliiat vietky tri podmienky, nemusi sa nim podarit najst
taka, ze f(3) = 7.

No a ¢o je to vlastne funkcia? To st dvojice (vzor, obraz), pricom funkciu vieme vnimat ako ,,stroj*, do ktorého
»vhodime® vzor, funkcia sa pozrie, aky ma k tomuto vzoru priradeny obraz a ,,vyhodi* tento obraz.

Funkcie mo6zu vyzerat vselijako. Mozu byt jednoduché, napriklad

o taka, ktord vyhodi to isté ¢islo, ktoré sme do nej hodili,
o taka, ktord zvysi vhodené ¢islo o 1 a vyhodi vysledok,

o taka, ktord vyhodi 42 bez ohladu na to, ktoré ¢islo sme do nej vhodili.
Funkciami su v8ak napriklad aj

o taka, ktord pre vhodené ¢islo x vyhodi najmensie ¢islo, ktoré ma prave x delitelov,

o taka, ktora pre vhodené ¢islo x najde x-té slovo v Slddkovicovej Marine (ak je x privelké a dostane sa az na
koniec, pokracuje dalej od zaciatku) a vyhodi pocet pismen v iom,

« takd, ktora vyhodi 42, ak sme do nej vhodili ¢islo z prvociselnej dvojicky” a 17 inak.

Tie z prvej skupiny by sme vedeli pomerne jednoducho popisat operdciami plus, minus, krat, atd., no tie z druhej
skupiny uz velmi nie. Dokonca o poslednej z nich ani nevieme povedat, ako sa sprava, lebo keby sme to vedeli,
vyriesili by sme otvoreny problém. Argumentdcia tym, Ze preSetrime vSetky moznosti, ako moze vyzerat predpis
funkcie, preto nefunguje, lebo nie kazda funkcia je definovand jednoduchym vzorcekom.

Ale teraz spit k dlohe. Povedzme, Ze f(3) by mohlo byt 7. Co vieme povedat dalej? No napriklad, ze f(9) =
f(3-3) = f(3) - f(3) = 49. Podobne dostaneme aj, 7e f(27) = 343. Co ale vieme o hodnote f(2)? Funkcia musi byt
rastica, preto f(2) < f(3) = 7, a teda f(2) je najviac 6. Zaroven 7 = f(3) < f(4) = f(2) - f(2). Z tohto zas vidime,
ze f(2) musi byt aspon 3. Ak by totiz hodnota f(2) bola 1 alebo 2, potom by f(4) bolo 1 alebo 4, ¢o je vSak menej
ako 7, a teda by nasa funkcia nerastla.

Aktudlne st teda mozné hodnoty f(2) ¢&isla 3,4, 5 a 6. Skiisme najst este nejaké blizke mocniny dvojky a trojky, aby
sme vedeli viac okresat moznosti na hodnotu f(2). Najbliz§ie mdme 8 a 9, pricom vieme, ze f(2)-f(2)-f(2) = f(8) <

2https ://cs.wikipedia.org/wiki/Prvo%C4%8D%C3%ADseln%C3%A1_dvojice
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f(9) = 49. Ak by f(2) bolo 4 alebo viac, tak f(2)? je 64 alebo viac, ¢o je ale viac ako 49. Preto je aktudlne jedind
pripustnd hodnota f(2) rovnd 3. Skdsme vsak este overit, ¢i sa to nepokazi pre nejaké vy$sie mocniny. Napriklad
27 a 32. Vieme, ze f(27) je 343. To musi byt mensie ako f(32) = f(2) - f(2) - f(2) - f(2) - f(2), ¢o v8ak v pripade, Ze
f(2) je rovné trom, vychddza 243. No a 343 nie je ani zdaleka mensie ako 243, ¢iZe ani f(2) = 3 nemdze platit.

Ked sme teda skusili ngjst taku funkciu, ze f(3) = 7, dospeli sme k tomu, Ze akdkolvek hodnota f(2) by viedla
k rozporu ¢i uz s prvou alebo druhou podmienkou zadania. Preto nie je mozné, aby f(3) mala hodnotu 7.
Velmi podobne by to skoncilo, aj keby sme skusili, ze f(3) = 8. Totiz, potom f(9) = 64 a f(27) = 512. Zo vztahu
f(27) a f(32) vieme, ze f(2)° = f(32) > f(27) = 512, a teda f(2) > 4. Porovnanim f(8) a f(9) naopak dostévame,
ze f(2)% = f(8) < f(9) = 64, ¢ize f(2) < 4, &o je dokopy spor.
No a ked by sme zacali s predpokladom, Ze f(3) = 9, podobne ako vyssie by sme

o vztahom medzi f(2) a f(3) dostali, ze f(2) < 8,

o vztahom medzi f(3) a f(4) dostali, ze f(2) >4 a

o vztahom medzi f(8) a f(9) zas, ze f(2) < 4.

Cize f(2) moze byt jedine 4. Toto by nam uZ viak nikde vyssie rozpory nesposobovalo. Tiez by sme mohli skusat,
o vieme zistit o f(5), no a postupne by sme povylucovali vetky moznosti okrem ¢isla 25. No a tu si uz za¢neme
vsimat, Ze ndm vychadzaji druhé mocniny ¢isla, ktoré do funkcie vhodime.

Javi sa to teda tak, e funkcia f(x) = x2 bude vyhovovat pre hodnotu f(3) = 9. Overme este, Ze naozaj splita vietky
tri podmienky zadania. To je v§ak zrejmé, lebo

1. flab) = (ab)* = a*b? = f(a)f(D),
2. aka < b, tak kedZe a, b su kladné, tak nasledne aj f(a) =a*> =a-a<a-b<b-b="b*=f(b),
3. f(3)=32=9>7.

Dostali sme teda, Ze f(3) nemoze byt 7 ani 8 (lebo nésledne sme ukdzali, Ze neexistuje vhodnd hodnota pre f(2))
a potom sme prisli na to, Ze f(3) = 9 vieme dosiahnut s funkciou f(x) = x?. To znamen4, Ze najmensia moznd
hodnota f(3) je devat®.

Poznamka k rie§eniam vyuzivajicim tazké kalibre

Ako sa da zo vzorového rieSenia vidiet, uloha sa dala vyriesit pomerne jednoducho a bez pouzitia naro¢nych
technik a viet. Vyskytlo sa vSak zopar rieseni, ktoré sa snazili pouzit na tlohu nejaké silné tvrdenia ako Cauchyho
multiplikativnu funkcionalnu rovnicu® alebo Erdésovu vetu®. Obidve nejakym spdsobom tvrdia, ze ak mame
multiplikativnu funkciu (f(ab) = f(a)f(b)), tak rieSenia su tvaru f(x) = x*. Ked hovorim ,nejakym sp6sobom*,
myslim tym, Ze za obidvoma z nich sa skryva niekolko zadrhelov, kvoli ktorym nemozete ani jednu z viet priamo
pouzit na tlohu. Povacsine sa vam nepodarilo tieto zadrhele vyriesit tak, aby sa na ulohu veta naozaj dala pouzit.

Pri Cauchyho funkcionalke to ani nebolo mozné. Totiz, ako sa mozete docitat na uvedenej stranke, ide o funkciu,
ktora kazdému kladnému realnemu ¢islu priradzuje nejaké kladné realne cislo. Zaroven sa vyzaduje, aby bola
spojita. Funkcie z kladnych redlnych ¢isel su nie¢o tplne iné ako funkcie z kladnych celych ¢isel. To, Ze mame

*Joztek by vam to isto s radostou povedal, keby ste sa ho na to opytali
*https://imomath.com/index.cgi?page=cauchyFunctionalEquations, posledna odrazka
5h‘ctps ://ak2316.user.srcf.net/2021/09/erdos-monotone-multiplicative/
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nejakeé riesenie na celociselnych funkcidch, nemusi nutne znamenat, Ze toto rieSenie ide rozsirit ¢i zovSeobecnit
aj na realnu funkciu. Navyse, Cauchyho funkcionalna rovnica ma aj mnozstvo nespojitych rieseni, ktoré nie st
tvaru f(x) = x% Co s nimi?

Co sa tyka Erddsovej vety, té uz bola trochu uchopitelnejsia. Hovori totiz o funkcidch, ktoré zobrazujt z priro-
dzenych ¢isel do redlnych isel a tvrdi, Ze rie$enia st tvaru f(x) = x*, kde « je redlna konstanta. Uz sa teda funkcie
aspon zhoduju v tom, ¢o do nich mézeme vhadzovat. Niektori z vas v§ak bez blizsieho zdovodnenia povedali,
ze kedze pre a = 1 je f(3) e$te mensie ako 7 a pre « = 2 uZ je to 9, tak f(3) musi byt aspon 9. Lenze, « je redlna
konstanta, preco by to nemohlo byt nejaké Cislo medzi 1 a 2, napriklad 7?2 Ono to sice intuitivne vyzera tak, Ze na
to, aby sme vzdy ako vysledok funkcie dostali celé ¢islo, musi byt aj exponent cely, no ale chcelo by to aj dokéazat.
A to vo vSeobecnosti nie je fahké, lebo ved, ani umocnovanie na iraciondlne ¢isla nie je lahké. A ako sa teda dalo
za rie$enie s Erdésovou vetou ziskat 9 bodov?

Korektné riesenie vyuzivajice Erdésovu vetu (inspirované rieSenim Samuela Vargovcika)

Z Erdésovej vety vieme, Ze ak nejakd funkcia splfha vietky tri podmienky zadania, musi pre fiu existovat realna
konstanta k taka, ze f(x) = x*. Zaujimaju nas len pripady, kedy f(3) < 9, kedZe z predoslého rieenia uz vieme,
ze f(3) mozZe byt 9. Z tretej podmienky vyplyva f(3) > 7, a kedZe f(3) € Z*, ostdva presetrit pripady f(3) = 7
af(3) =8, teda k = log, 7 a k = log, 8. To, Ze tieto k nefunguju, vyplyva z toho, Ze pre ne f(2) = 2* nie je celé &islo,
pretoze 3 < 2k < 4. Podme to dokézat.

Vieme, ze 3° = 243 < 343 = 7°. KedZe tretia odmocnina je rastica funkcia, mézeme obe strany odmocnit a vztah
sa nezment, &ize 35 < 7. Teraz dvakrét za sebou vyuzijeme, Ze logaritmus so zakladom 3 je tiez rastica funkcia.

Prvykrét na to, aby sme predosly vztah mohli zlogaritmovat a dostat 2 < log, 7 a druhykrét na to, aby sme mohli
priretazit do nerovnosti dalsie hodnoty, konkrétne 2 < log, 7 < log, 8 < log, 9 = 2.

Vidime teda, Ze ak by f(3) € {7,8}, tak 2 < k < 2. Dalej vieme, Ze (%)3 = 2 < 4 = 22 Tretou odmocninou
dostdvame 3 < 23, vdaka ¢omu uz vieme s rasticostou exponencialnej funkcie so zakladom 2 lahko nahliadnut,
Jenaozaj2k <22 =4a2k>25=2.25>2.2 =3,

Preto, ak by k zodpovedalo hodnotam f(3) = 7 alebo f(3) = 8, tak f{(2) = 2F nemdze byt kladné celé &islo, spor.
To znamend, Ze f(3) nemdze byt 7 ani 8, trividlne nemdze byt mensie nez 7 a musi byt celé Cislo, takze musi byt
aspon 9. Kedze moze byt presne 9, najmensia hodnota, ktortt méze nadobudat f(3), je 9.

3.7 Kym Margecany Spriechodnia

Zadanie. Viak zastavil v Margecanoch, kde vsetkych cestujiicich vysadili z viaku, pretoze na kolajnice sa vysypal pie-
sok, a tak nemohli pokracovat v ceste, kym sa neodprace. Vediici sa preto rozhodli, Ze kym budii éakat na odpratanie
piesku z kolajnic, tak si na parkovisku pred stanicou spolu s uicastnikmi zatancuju.

Dievéata aj chlapci sa zoradili podla vysky, pochytali sa za ruky a vytvorili pdry tak, Ze najvyssie dievéa bolo s naj-
nizsim chlapcom, druhé najvyssie s druhym najnizsim a tak dalej. Potom spustili hudbu a vsetky pdry zacali spolu
mocne tancovat. Nikto nevedel predpovedat, k comu toto jasenie povedie, vysledok mohol byt tiplne akykolvek.

Dokazte, Ze lubovolné kladné celé cislo sa da vyjadrit v tvare

327 43120 4 4 3L DV
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kde k je kladné celé cislo a uy > uy > - > u > 0a 0 < vy < v, < - < v sth nezdporné celé Cisla.

Riesenie. opravuje Viktor (viktor.balan@trojsten.sk)

Podme dokazat indukciou, Ze sa naozaj vsetky kladné celé ¢isla daju v takomto tvare vyjadrit. Za¢nime indukénou
bazou:

1=3.2
Zjavne takto vieme vyjadrit ¢islo 1. Teraz pokracujme indukénym krokom: Predstavme si, Ze mame takto vyjadrit
¢islo n. Mdzeme ratat s pravdivostou indukéného predpokladu, ktory nam hovori, Ze takto uz vieme vyjadrit
vSetky nizsie kladné celé ¢isla. Pokial # je parne, vieme ho vyjadrit velmi jednoducho tak, ze vyjadrime /2,
ale v kazdom ¢lene zvy$ime mocninu 2 o 1, ¢im teda cely vysledok zdvojnasobime bez toho, aby prestala platit
podmienka zoradenia mocnin zo zadania. Napriklad ¢islo 7 vieme vyjadrit ako

7=3".2043%.2%
Potom vieme vyjadrit jeho dvojnasobok nasledovne:
14=3".2"+3%.2°,

Co ak je ale n neparne? N4jdime najvyssie celé ¢islo x také, ze 3* < n. Pokial dochddza k rovnosti, # je mocnina
troch a da sa vyjadrit jednoducho nasledovne:
n=3"2°

V opac¢nom pripade je nerovnost ostrd, a teda n — 3* je nejaké kladné celé ¢islo mensie ako n. Oznac¢me ho m.
Zaroven plati, Ze kedZe x je najvyssie také ¢islo, urcite uz pre ¢islo o jedna vys$ie nerovnost neplati, teda 3**! > n.
Z toho vyplyva aj, ze m = n— 3% < 3¥*1 — 3% = 2.3 ale tato hornd hranica pre velkost m bude relevantnd az neskor.
Teraz si povedzme, ako vyjadrit #n. Podla indukéného predpokladu uréite m vyjadrit vieme, tak jednoducho k to-
muto stiétu na zaciatok (poradie ¢lenov nas zaujima, pretoze nas sucet musi splnat dve podmienky ich poradia)
pripoc¢itajme ¢len 3* - 2°. Teda napriklad, ked ¢islo 10 vieme vyjadrit ako

10 =321 +39.22,

skusme z neho vyjadrit ¢islo 19. Odratajme od 19 najvys$siu mozni mocninu troch, ¢o je v tomto pripade 9,
a sc¢itajme ju s vyjadrenim ¢isla 19 — 9 = 10. Dostaneme tak

19=3%2.20+31.21 4+ 30.22

Dokazme, ze takyto rad bude vzdy splnat vietky zadané podmienky. Urcite plati, Ze su¢tom je naozaj n, pretoze
prvy ¢len dava stcet 3* a zvy$né m = n — 3*. Teraz uz len ukazat, Ze exponenty nad trojkami klesaji a exponenty
nad dvojkami stipaju.

Za¢nime dvojkami. V nasom novom c¢lene je exponent nad dvojkou vzdy 0. KedZze zvy$né exponenty uz boli
sucastou spravneho vyjadrenia Cisla m, urcite stipaju aj teraz, a teda jediny problém, ktory modze nastat, je ked
aj exponent druhého ¢lenu je 0. Toto ale nemdze nastat. Preco? Tento exponent bol pdvodne prvym ¢lenom
vyjadrenia m. Teda ak by bol nulovy, znamenalo by to, Ze m je suctom niekolkych ¢lenov, z ktorych jeden je
nejakym ¢islom v tvare 37 - 2°, teda vzdy nepérny, a zvy$né ¢leny musia mat vietky vyssie exponenty, teda vetky
st nasobkami 2, teda parne. Suctom lubovolne vela parnych a jedného neparneho ¢isla je vzdy ¢islo neparne, teda
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m by muselo byt neparne. LenZe m sme uz zadefinovali ako sucet (resp. rozdiel) dvoch neparnych ¢isel n — 3%,
teda musi byt parne. Dostdavame spor, a vidime, Ze naozaj budu exponenty nad dvojkou len stupat.

Ostava posledny krok, ukazat, ze exponenty nad trojkami klesaju. Vsetky exponenty po prvom boli predtym
sucastou vyjadrenia Cisla m, teda musia klesat. Jediné, ¢o musime ukazat, je ze klesajucost sa zachova aj medzi
prvym a druhym exponentom. Teda, Ze prvy exponent, ¢o je x, je vys$si ako druhy. Predstavme si, Ze by to tak
nebolo. Teda druhy ¢len by vyzeral takto: 3% -2, kde u > x a v > 0 (vieme, Ze exponent nad dvojkou bude kladny,
pretoze uz sme dokazali, ze exponenty nad dvojkami naozaj stipaju). To znamena, Ze tento ¢len vieme zdola
odhadnut ako 3% -2” > 3% .2 > 3*.2. Zaroven vieme, Ze tento clen je sucastou suctu kladnych cisel, ktorého
velkost je m. Preto plati m > 3“ - 2" a teda spojenim dvoch nerovnosti m > 3*- 2. Tu nam ale vznika spor — uz
davnejsie sme povedali, ze m < 2 - 3*. Teda na$ predpoklad nebol spravny. To znamend, Ze urcite sa nam nestane,
ze novopridany ¢len 3*-2° narusi akukolvek peknu vlastnost nasej postupnosti, a teda nase vyjadrenie pre neparne
n je vzdy spravne. Tym sme ukazali pre parne aj neparne n, ako ich s pomocou vyjadreni nizsich ¢isel vyjadrit
tiez, a Ze tieto vyjadrenia vzdy splhaju zadané podmienky.

3.8 KMSaci Margecany Spratavaja

Zadanie. Veduici dotancovali, ale piesok este nebol z trate odpratany, a tak sa ho vsetci cestujiici rozhodli ist odpra-
tavat. Odpratavali ho svorne zrnko po zrnku. Niektoré zrnka isli lahsie a zvlddol ich odpratat samotny cestujtici,
s inymi si vSak museli poradit aj viaceri. Ked uz bol vietok piesok odpratany, vlakvediici chcel ocenit najusilovnejsich
odpratdvacov. Na to by vsak o kazdom z nich musel vediet, akii mnoZinu zrniek piesku odpratal.

Majme sto mnozin. V kazdom kroku si vie vlakvediici vybrat dve mnoziny a zistit ich prienik aj zjednotenie. Ndjdite
najmensi mozny pocet krokov, na ktory vie vlakveduici zistit presny obsah vsetkych mnoZin.

Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

V tlohe chceme ukazat, na kolko merani vlakveduci vie zistit obsahy jednotlivych mnozin. Takze nas ¢akaja 2
Casti. Najprv ukdzeme, Ze na 100 merani uz vlakveduci vie vediet obsahy vsetkych mnozin. Nasledne ukdzeme ze
100 merani naozaj potrebujeme.

Zatial uvazujme 3 mnoziny A, B, C. Spravme medzi nimi vSetky merania. Najprv rychle uvedomenie, Ze ak viem
obsah mnoziny X a Y, tak uz mdm aj obsah X\Y (X bez Y). NechZ =AuUBuUC = (AuB)u (AuCC), takze Z,
zjednotenie vietkych 3 mnozin mame. Dalejnech D=AnBaE=AnC. Potom A = (Z\(BuC))uDUE. Tym
dostavame vyjadrenie pre A vyuzivajuce len prieniky a zjednotenia tychto 3 mnozin. V pripade, ze by to ¢itatel mal
problém nahliadnut, odporuc¢ame si nakreslit Vennov diagram. KedZe je situdcia symetricka, tak vieme doratat aj
obsahy mnozin B a C. Pre ostatnych 97 mnozin postupujme nasledovne: porovnajme ich vzdy po jednej (nazvime
ju M;) s mnozinou A, ktorej obsah uzZ je znamy. Potom M; = ((AuUM;)\A) U (A N M;) ndm déva postupne obsahy
ostavajucich mnozin. Dokopy to su 3 merania na odhalenie mnozin A, B, C a potom 97 dalsich merani, ¢im sme
zakondili prva cast dokazu.

Néroc¢nej$ou pasazou je ukazat, ze 100 merani naozaj potrebujeme. Respektive vyzaduje nie tplne oc¢ividny napad,
Ze mnoziny si vieme reprezentovat ako vrcholy grafu a merania ako hrany medzi nimi. Najprv predpokladajme,
ze sme spravili najviac 99 merani. Potom na$ graf ma aspon jeden komponent stvislosti neobsahujuci cyklus.
To nahliadneme z toho, ze stvisly graf na n vrcholoch musi mat aspon # — 1 hran a potrebuje ich aspon n aby
obsahoval cyklus. Ak kazdy vrchol je v komponente suvislosti s cyklom, tak kazdy komponent ma aspon tolko
hran ako vrcholov. Takze na$ graf by musel mat aspon 100 hran, ¢o nema podla predpokladu. Ak ma tento
acyklicky komponent jeden vrchol, tak sme sa na dani mnozinu nepytali, a teda nemo6zeme poznat jej obsah.
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Ak je komponent aspon 2-vrcholovy, tak ide o strom, $pecidlne je bipartitny (vieme ho rozdelit na 2 mnoziny, kde
v ramci kazdej nevedu hrany), kde obe particie su neprazdne. Predstavme si, Ze by jedna particia obsahovala iba
prazdne mnoziny a druhd mnoziny obsahujtce prvok a. Potom a lezi v kazdom zjednoteni (na aspon jednom
konci kazdej hrany) a v Ziadnom prieniku (nikdy nie na oboch). Potom v8ak nevieme urcit, v ktorej z tychto 2
particii sa a nachadza a ktora je prazdna, takze 99 merani nestaci.

Pozorny ¢itatel v tomto momente moze namietat, Ze prvok a sme do mnozin umiestnili aZ po tom, ¢o prebehli
porovnania, pricom normaélne proces prebieha obratene. Nasa stratégia vSak vie teoreticky zalezat na obsahu
danych mnozin, a teda ho nevieme umiestnit BUNV na konci. Tato namietka je opravnena, no nevadi nam.
Ukazeme, Ze hned na zaciatku vieme do mnozin zadelit prvky tak, aby nech pocas konstrukcie vznikne akykolvek
strom, tak dany prvok bude mat v kazdom druhom vrchole. Spravime to priamociaro. Stromov, ktoré mohli
vzniknut, je na 100 vrcholoch iba konecne vela. Postupne ich prejdime a kazdému dajme na kazdé druhé miesto
prvok. Potom, ked pri konstrukcii vznikne akykolvek strom, ako komponent stvislosti, tak sa v nom nachadza
prvok, ktory bude lezat v kazdom zjednoteni a Ziadnom prieniku, a teda nebudeme vediet, v ktorej particii sa bude
nachadzat, ¢im je na$ dokaz naozaj ukonceny.

3.9 Ked Matematika Sedi
Zadanie. - Kolko je hodin?

- Devit.

- Z ktorej kolaje odchddza nds viak?
- Deviit?

- V ktorom vozni mdme miestenky?
- Deviit.

- A v ktorom kupé?

- Devat?

- Aké cislo md tiloha ,,Majme rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladriou BC. Vezmime si lubovolny bod X vnuitri
tise¢ky BC. Dalej nech Y, Z sti postupne body vniitri ramien AB, AC splfiajiice | < BXY| = | < ZXC|. Rovnobezka k YZ
prechddzajiica bodom B pretne priamku XZ v bode T. Ukdzte, Ze AT je osou < BAC.“?

Ako ste isto pochopili, vyrieste uilohu cislo deviit.
Riesenie. opravuje M&M (marek murin@trojsten.sk)

Za¢nime dokladnym pohladom na to, ¢o mame dokazat. Trojuholnik ABC je rovnoramenny, ¢o znamena, Ze
os <BAC je zaroven vyskou na BC, taznicou z vrcholu A, a osou strany BC. Zvlast ten posledny fakt sa nam moze
zist. Staci nam totiz ukazat, ze BCT je rovnoramenny trojuholnik so zakladnou BC. V skuto¢nosti by nas k cielu
doviedol aj dokaz, ze T lezi na niektorej zo zvysnych priamok. Ked nevieme, kam nas nase rieSenie zavedie, je fajn
mat na mysli aj ostatné moznosti.

Druhd vec, na ktoru si treba dat pozor, st rozne konfiguracie nasho obrazka. Mozeme si v§imnut, ze ak |BX| > |XC]|,
tak priamka BT bude viest mimo trojuholnika a bod T nutne vznikne mimo. V pripade |[BX| = |CX] je BT totoznd
s BC. Poslednou moznostou je |BX| < |XC|, kedy bude T vnutri trojuholnika. Podme v§ak pekne postupne.
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Bod X je blizsie k C

Podla zadania | < BXY| = |< CXZ|. Tento uhol ozna¢ime 8. Vdaka rovnoramennosti ABC vidime tiez, ze | < YBX| =

| < ZCX|. Trojuholniky XBY a XCZ st teda podobné podla vety uu.

Uhol § sa nachadza aj ,z druhej strany* tsec¢ky BC. Ozna¢me E priese¢nik priamok XY a BT. Mame tam uhly
vrcholové k « BXY a < CXZ, menovite < CXE a < BXT. My sa v$ak pozrieme na ich doplnky do 180. Plati

| < BXE| = 180 — § = | <« CXT].

Preco su tieto uhly zaujimavé? Lebo lezia v trojuholnikoch BXE a CXT. Ako sme si povedali uz na zaciatku,
zaujima nds, ¢i je trojuholnik BCT rovnoramenny, teda, &i | < XBT| = |< XCT]|. Ak to platilo, boli by spominané
trojuholniky BXE a CXT podobné. To zatial nevieme, ale vyty¢ili sme si o nieco jasnejsi ciel.
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My vsak chceme pouzit podobnost na to, aby sme ukazali, Zze nejaké uhly st rovnaké. Samotnt podobnost teda
musime skusit ukazat inak. Vela moznosti nemdame, potrebujeme sa vrhnut na pomery stran. Vdaka podobnosti
XBY a XCZ uz nieco vieme o stranach BX a CX, no nevieme, o sa deje vo zvysku.

Este sme vSak nevyuzili rovnobezky zo zadania. Vdaka rovnobeznosti YZ a BT si mozeme vsimnut, Ze trojuhol-
niky XZY a XTE st rovnolahlé, a teda podobné. To nam niec¢o hovori o tseckdch XT a XE, ktoré su sucastou
trojuholnikov, ktorych podobnost chceme ukézat.

Konkrétne dostdvame, pre pomery stran vnutri trojuholnikov, |XT| : |XE| = |XZ| : |XY]|. Tu sa ndm zide prva
dokdzana podobnost - XBY a XCZ. Podla nej (pre koeficient podobnosti) |XZ| : |XY]| = |XC| : |XB|. Ked si ich
spojime, dostaneme |XT| : |XE| = |XC| : |XB|. V oboch pomeroch st prvé strany z trojuholnika CXT a druhé
z BXE. Na podobnost ndm teda staci, aby uhly medzi XT a XC a medzi XE a XB boli rovnaké.

To sme vs$ak uz dopocitali, ked sme prvykrat hovorili o danych trojuholnikoch. Zistili sme, Ze tieto uhly su oba
180° — 8. Mdzeme si teda v§imnut, Ze trojuholniky BXE a CXT su podobné. Potom nutne | <« XBT| = | <« XCT], takze
T lezi na osi BC, ¢o je skuto¢ne os uhla < BAC.

Bod X je v strede BC

V takomto pripade je X priamo na osi simernosti trojuholnika ABC. Vdaka | < BXY]| = | < CXZ| je osovo simerny
aj trojuholnik XYZ a teda YZ je kolma na AX. Rovnobezka s YZ je teda totozna s BC, jej priesecnik s XZ bude
priamo X. Stred X = T strany BC lezi na osi uhla ABC, kedZe je to rovnoramenny trojuholnik.
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Bod X je blizsie k B

Na uvod si vS§imnime, Ze nase uvahy o trojuholnikoch XBY a XCZ prejdu rovnako aj v tejto konfiguracii. Tie st teda
podobné. Rovnako sa zachova aj podobnost trojuholnikov XYZ a XTE. Rovnobeznost zo zadania sa nezmenila
a tak mame aj rovnolahlost, len tentokrat s kladnym koeficientom. Otazny je len osud trojuholnikov BXE a CXT.

Podobne ako minule dostaneme z prvych dvoch podobnosti, ze |XT| : | XE| = |XZ| : |XY| = |XC| : | XB|. Potrebujeme
uz len uhol medzi XE a XBa medzi XT'a XC. To je v$ak tentokrat o nie¢o jednoduchsie. KedZe E lezi na polpriamke
XY, uhol < BXE je priamo 8. Analogicky | <« CXT| = | < CXZ| = 6.

Opit dostaneme podobnost BXE a CXT, takze | < XBT| = |<XCT]| a T bude lezat na osi strany BC a teda aj uhla
<BAC.

3.10 Krkolomne Mocnia Strojvodcovia

Zadanie. Ked vlak konecne dorazil do Brezna, vediici nelenili ani chvilu a zacali vykladat erdr von z vlaku. Viktor
zdvihol zrak, Ze znesie Stana dole, ale tu si vsimol, Ze sa mu vzdaluje! Vlak sa zacal spolu so zvyskom erdru a ticast-
nikmi rozbiehat zo stanice von. To vsak JoZko nemohol nechat len tak. Nasiel niidzovii brzdu, silne za #iu zatiahol
a vlak sa prudko zastavil. Vsetkym ticastnikom (a erdru) sa podarilo sStastlivo vystupit von z vlaku. Avsak teraz
musia chuddci strojvodcovia odbrzdit vlak. To sa robi tak, Ze nahromadeny tlak v brzddch sa postupne uvoliuje.
A ako inak nez odmoctiovanim.

Pre kazdé n > 1 definujme

1
a,=2- ———.
n?+\/n*+ 1

4
Dokdzte, Ze suma /a; + --- + /a9 je prirodzené Cislo.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)
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Nasim cielom je upravit si vyraz do nejakého pouzitelnejsieho tvaru. Prva vec, ktora sa nam nepaci, je odmocnina
v menovateli. Podme sa jej teda zbavit.

Metdda, ktorou vieme dostat odmocninu prec¢ z menovatela, sa nazyva usmernenie zlomku. Jej zakladnou myslien-
kou je vztah pre rozdiel $tvorcov, ktory vravi, ze X? - Y2 = (X-Y)(X +Y). VSimnime si, Zze ak mdme v menovateli
sucet dvoch clenov, z ktorych kazdy je racionalne ¢islo alebo odmocnina z racionalneho ¢isla, pokial rozsirime
tento zlomok ich rozdielom, v menovateli budeme mat raciondlne ¢islo (a odmocniny sa presunt do ¢itatela). Ked
tato stratégiu pouzijeme pre nas vyraz, dostaneme

2[4 1 2 _ 4,1

1 1 'n n 4-4 n n 4-4 a
1
4

anzz_ =2_ =2_

n?+\/nt+ 1 n+/nt+ 1 ont-\/nt+ nt—(nt+1)

/ 1 / 1
=2+4(n2— n4+2)=4n2+2—4 n4+Z=4n2+2—2\/4n4+1.

Vyraz sme si sice zjednodusili, no uvedomme si, Ze chceme sti¢et odmocnin nasich ¢lenov, nie tych ¢lenov samot-
nych. To znamena, ze prakticky mame vyrazy, v ktorych su odmocniny pod dal$ou odmocninou. Chceli by sme
sa teda pokusit ,,vytiahnut“ vnutorni odmocninu spod tej vonkajsej. Ale ako?

Pozrime sa, ¢o sa deje s vjrazom X + Y - /Z, ked ho umocnime na druht. Dostavame tak
2
(X+Y-VZ) =X +2XYVZ+ VZ = (X + Y’Z) + 2XY - VZ.

V&imnime si, Ze aj vysledny vyraz je tvaru daco + ¢osi - v/Z. To ndm méze vnuknit népad, Ze ak by sme vnuitornu
odmocninu vedeli vytiahnut von, vysledok by bol tvaru x + yv/4n* + 1. Podme teda skusit také x, y najst.

Chceme, aby platilo
Van = x+yant 1,
a, = X+ 2xy\V/Ant + 1+ y*(4n* + 1),
(4n> +2) = 2-Van* +1 = [x* + y*(4n* + 1)] + 2xy - Van* + 1.

Podotknime este, Ze v prvom kroku sme urobili neekvivalentnii tipravu, a teda nam x, y moézu vyjst's opacnymi zna-
mienkami. Nakoniec preto treba overit, i x + y\/4n* +1 > 0.

To vieme dosiahnut napriklad tak, ze budeme pozadovat, aby platilo sti¢asne
4n* +2 = x> +y*(4n* + 1), (10.1)

-2 = 2xy. (10.2)
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Tu vieme z (10.2) vyjadrit x = — i a to dosadit do (10.1), ¢im dostaneme

1
4’ +2= = +y (4n' + 1),
y

0=(4n*+1)y* - (4n* +2)y* + 1.
Z toho uz substituciou t = y* vieme dostat kvadraticki rovnicu
(4n* + 1) — (4n* +2)t+1=0

a Standardnym vztahom odvodit jej rieSenia

An? +2+\/(4n* +2)? —4(4n* +1) 42 +2= /160" + 1607 + 4 - l6n" -
2(4nt +1) - 2(4nt +1)

tip =

_4n2+2i\/16n2_4nzi4n+2_2n212n+1
S 2(4mt+1)  2(4nt+1)  4nt+l

Vsimnime si, ze $karedd odmocnina v ¢itateli sa nam zazracne zjednodusila a dostali sme celkom pekny vyraz.®

KedZze nehladame vsetky rieSenia, ale iba nejaké jedno, pomocou ktorého sa nam podari zjednodusit odmocnina,

Ay . > o _ 2n42n+1 . 4 Yoo A < vig s _ V2n2+2n+l
mozeme si zobrat t = 22221 Toto je pre kladné n o¢ividne kladné, vieme urcitaj y = \/t = e Az neho
_VAant+l
X=- =. Nisledne ale
V2n?+2n+
4nt + 1

Vant+1 \/2n2+2n+
Va, =x+yVant+1=- NVant+1=V2n2 +2n+1 - ———.
V212 +2n+1 Vant + 1 V2n? +2n+1

Pripomenme si, Ze vys$ie sme urobili neekvivalentna upravu. Preto teraz musime overit, ¢i plati

Vant+1 2
V2nt+2n+l- ——— >0
V2nt+2n+1

To v$ak lahko vyplynie z toho, Ze (2n? +2n+1)? = 4n* +8n3 + 8n? +4n+1 > 4n* + 1 plati pre lubovolné prirodzené
n.

Preto hladdme sucet

V414 +1 V4-24+1
Var+ay + o+ ae=V2-1242-1+1- +V2-22+2:2+1- +oe =
V2-12+2-1+1 V2-22+2-2+1

=5- \/:r \/i+ 5+\/7 =V5-1+V13-v5+5-13+ -

SSkutoénost je taka, ze takéto nieco nevyjde vzdy. Napriklad, vyraz \/4 — \/7 sa dé zjednodusit, kdezto vyraz \/1 ++/3 nie. To, Ze
nam to v tejto tlohe vyslo, je iba zhoda nahod (resp. zamer tvorcu).
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Preskimanim prvych par ¢lenov sa tento sucet zacina javit ako tzv. teleskopicky rad - taky, v ktorom sa vedlajsie
¢leny ¢iastocne vzajomne scitaju na nulu. Na to by sme ale potrebovali overit, Ze plati

\An+1)4+1
Vo v 2n+1t (n+1)

2+ 1)+ 2(n+ 1)+ 1

2 +2n+1)2(n+1)2+2(n+1)+1) 4(n+1)* + 1.
Rozndsobenim lavej strany dostaneme
@t +2n+1)(2(n+1)*+2(n+1)+1) = (2n* +2n+1)(2n* + 6n +5) = 4n* + 16n° + 24n* + 16n +5
a roznasobenim pravej zas
dn+1)*+1=4(n*+4n° + 6n* +4n+ 1) + 1 = 4n* + 16n° + 24n* + 16n + 5,

¢ize uvedena rovnost naozaj plati. Preto

Viant +1
Van =V2n?+2n+ —n—=\/2n2+2”+1—\/2(”_1)2+2(”_1)+1’
V2n?+2n+1

z ¢oho uz nakoniec dostaneme vysledny sucet ako

Var+y/ay + -+ fane =V2-12+2-1+1 -V2-02+2-0+1+
+V2:22+2-2+1 -V2-12+2-1+1+

4+ e 4+

V21182 +2-118+1-V2-1172+2- 117 + 1+

+V2-119242-119+1-V2-118 +2-118 +1 =

=V2-1192+2-119+1-V2-02+2-0+1=169 - 1 = 168.

Dostali sme, Ze hladany sucet je rovny 168, ¢o je ale oc¢ividne celé ¢islo, ¢im je dokaz hotovy.
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