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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kojenecké Mocenie Spodkov (x < 1)

Zadanie. Na ktorti ukrajinskii rieku sa nedd spolahnut pri Cisteni oblecenia, pretoZe je prilis plytkda? Na Dneper.

Starostlivy otecko musel oprat plitené plienky v silnom bielidle. Teraz chce plienky prepldchnut, aby v nich zostala
iba mald koncentrdcia bielidla. Zo svojich dlhorocnych skiisenosti uz vie, Ze ked plienky Zmyka, zostane v nich praive
pol litra tekutiny. Preto plienky prepldchol nasledovne: Po tom, ako ich opral v cistom bielidle, ich riadne vyzmykal,
ndsledne ich strcil do vane s 12 litrami Cistej vody a riadne ich v nej zamiesal tak, Ze sa koncentrdcia bielidla v plienkach
a vo zvysku vody vyrovnala. Znova ich vyZmykal a vodu z vane vypustil. Nakoniec napustil do vane 8 litrov Cistej
vody a plienky v nej zas riadne premiesal, ¢im zredukoval koncentrdciu bielidla na . S tym uz bol spokojny. Ndjdite
k.

Riesenie. opravuje Mimi (matej. hanus@trojsten.sk)

Ze v plienkach po zmykani zostane pol litra tekutiny a boli prané v ¢istom bielidle, znamend, ze v nich po oprani
a vyzmykani zostalo pol litra ¢istého bielidla. Potom bolo vo vani 12 litrov vody z vane a pol litra bielidla pévo-
dom z plienok, po riadnom zamie$ani teda bola vo vani vratane plienok rovnoroda zmes 12 litrov vody a pol litra
bielidla, ¢ize roztok bielidla s celkovym objemom 1/2 + 12 = 25/2 litra a obsahom bielidla 1/2 litra, a teda s kon-
centréaciou (1/2) : (25/2) = 1/25. Po néslednom vyzmykani v plienkach zostalo pol litra takéhoto roztoku, zvy$ok
roztoku bol vypusteny z vane. Nakoniec otecko zmiesal novych 8 litrov ¢istej vody so spominanym pollitrom
roztoku s koncentraciou bielidla 1/25. Onen roztok v plienkach tym padom obsahoval (1/25)(1/2) = 1/50 litra
bielidla. Spolu bolo vzniknutej zmesi po druhom premiesani 1/2 + 8 = 17/2 litra, takze dosiahnuta koncentracia
bielidla bola (1/50) : (17/2) = 1/425 a k = 425.

1.2 Kalendar Mayskych Suhvezdi («x < 2)

Zadanie. Co americki domorodci oslavujii na Sviatok prdce? Prvého Maya.

Najdite vsetky riesenia ndsobenia pod sebou tak, aby na mieste kazdej hviezdicky bola prave jedna cifra a Ziadna
z vediicich cifier nebola nulova:

* k%
X * * *
* ok ok ok
2 75
* *
* * * * *
Rie$enie. opravuju Oskar (oskar.hritz@trojsten.sk) a Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk)

Najprv si oznac¢ime cifry oboch ¢initelov nasledovne:
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B C
E F

A
x D

Najviac informacii mame o sucine ABC - E = 3275, preto nim aj zacneme. Z tohoto sucinu vyplyva, Ze cifra E deli
¢islo 3275. Prvociselny rozklad 3275 je 5-5-131, ¢o znamena, Ze jediné cifry, ktoré ho delia, st 1 a 5. E ale nemoze

byt 1, ind¢ by sucin ABC - E bol 3-ciferny, teda [E = 5]. Spitne mame ABC - 5 = 3275, teda = 325/ = 655),

Nas sucin teraz vyzera takto:
6 5 5
x D 5 F
Dalej sa pozrieme na cifru D. Zo zadania vieme, ze D > 1. Zaroven zo zadania vieme, Ze 655 - D je 3-ciferné &islo,
teda nutne D < 1, z éoho vyplyva[D = 1],

6
1

55
5 F

X

Ostava nam cifra F. Zadanie nam hovori, ze 655 - F je 4-ciferné ¢islo, teda nutne F > 2. Zaroven vieme, Ze celkovy
sucin je 5-ciferné ¢islo, teda

655 - 15F = 655 - 150 + 655 - F = 98250 + 655 - F.

Pri F > 3 je celkovy sucin 6-ciferny, teda . Mame jediné rieSenie nasobenia pod sebou, a to:

6 5 5
x 1 5 2
1 310
32 75
6 5 5
9 9 56 0

1.3 Krabice Mame Skryté (x < 3)

Zadanie. Krab chcel zbalit krabicu, no uz nemal Ziadnu volnii. ..

Stvorce BCDE a FGHI sti v trojuholniku ABJ tak ako na obrdzku 3.1, pricom bod E je stred strany AB, C je stred
strany FG, body D a I leZia na strane AJ, bod G lezi na strane B] a bod F lezi na strane CD. Akt Cast trojuholnika
ABJ tvori stvorec BCDE?
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A E B

Obrazok 3.1: Zbalené krabice

Riesenie. opravuju Milo§ (milos.micik@trojsten.sk) a Vasino (samuel.vasko@trojsten.sk)

KedZe bod E je stredom strany AB a BCDE je $tvorec, musi byt trojuholnik DAE rovnoramenny. Nakolko je uhol
pri bode E pravy, musia mat ostatné uhly v trojuholniku DAE 45°. Vdaka rovnobeznosti EB a DC taktieZ vieme
povedat, Ze aj trojuholnik IDF musi mat uhly pri zakladni velkosti 45°, a teda je taktiez rovnoramenny.

Teraz by nas mohlo zaujimat, aka dlh4 je strana $tvorca FGHI v porovnani s BCDE. KedZe bod C je stredom strany
FG, usecka FC je polovicou zo strany $tvorca FGHI. Av$ak z rovnostrannosti IDF vyplyva, ze |DF| = |FI|, a teda
|DC| = |IF| + |CF|, ¢ize strana velkého $tvorca je rovnako dlhd ako 3 strany malého $tvorca (alebo naopak, strana
malého §tvorca je 2 z velkého).

Vsimnime si, Zze trojuholniky ABJ a DGJ st si podobné, nakolko maji rovnaké uhly. Vieme, Ze strana AB je
dvakrét tak dlh4 ako usecka EB a zistili sme, Ze strana DG je % z dlzky EB. Tym padom vieme aj ur¢it koeficient
podobnosti tychto dvoch trojuholnikov, a to je %2 = Z. Na tento koeficient sme mohli prist aj uvedomenim, ze
musi byt rovnaky s koeficientom podobnosti stvorcov BCDE a FGHI, nakolko bod F je takisto stredom strany DG,
rovnako ako bod E na strane AB, a body I a G sa taktiez dotykaju stran trojuholnika.

Pri koeficientoch podobnosti plati, Ze obsah podobnych tutvarov sa zvacsuje/zmensuje s druhou mocninou ko-
eficientu. Pre trojuholnik si to vieme dokazat pomocou vzorca pre vypocet obsahu S = a - v,. Ak mame dva
trojuholniky s koeficientom podobnosti k, potom musi byt strana a vyska druhého trojuholnika rovna ka, resp.
kv,, a jeho obsah je ka - kv, = k?av,, o je prave k? krat obsah prvého trojuholnika. Tento vztah plati aj vo vSe-

obecnosti pre vSetky atvary, a analogicky sa taktiez pri priestorovych telesach objem $kaluje s tretou mocninou

koeficientu podobnosti. My vieme tento fakt vyuzit na vypocet obsahu DGJ, ktory tym padom tvori (%)2 =3

9
z obsahu ABJ.

Nakoniec si musime dopocitat obsah trojuholnikov DAE a BGC. Vdaka rovnostrannosti DAE vieme, Ze musi mat
polovicu z obsahu BCDE, a kedze CG je 1 z EB, musi mat BGC obsah # z BCDE.

Zostava nam uz len vsetky tieto obsahy scitat a vyjadrit si z nich obsah BCDE relativne k ABJ.
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Saap; = Saaep + Sosepe + Sasce + Sapay

1 1 4
S ={=-+1+-]S + = Saapp
AABJ (2 6) OBCDE 9 AABJ
5 5
§ SAAB]: g'SDBCDE)
1

5 SAAB] = SDBCDE-

Stvorec BCDE tvori tretinu z obsahu trojuholnika ABJ.

1.4 Koniec Mrzutého Svaru (x < 5)

Zadanie. Preco dokdzal byt Istanbul takym vojensky vyznamnym bodom? Bo spor.

Bospor a Dardanely sa striedali v ofarbovani Sachovnice velkosti 7 x 3. Bospor ofarboval policka cervenou a Dardanely
modrou. Dokdzte, Ze po ofarbeni vsetkych policok vieme ndjst také 4 policka rovnakej farby, ktoré tvoria obdlznik
(teda ich stredy su vrcholy pravouhlého rovnobeznika) so stranami rovnobeznymi s mriezkou Sachovnice.

RieSenie. opravuju Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk) a Luka$ (lukas.gaborik@trojsten.sk)
Sktisme najst tabulku 7 x 3 takd, ze tam nebudu $tyri policka rovnakej farby, ktoré tvoria tvoria obdiznik.

Kazdé z troch poli¢ok stipca modze byt ofarbené dvoma réznymi farbami, a teda existuje 2* = 8 moznosti, ako mézu
byt ofarbené jednotlivé stlpce. V kazdom takomto ofarbeni sti aspon dve poli¢ka rovnakej farby. Ak by dva zo stlp-
cov boli ofarbené rovnako, tak by sa z poli¢ok farby, ¢o v tychto stlpcoch prevazuje, dal vytvorit obdlznik. Tym
padom nas hladany obdlznik musi mat vietky stlpce rozne.

Ked?e stlpcov je 7 a réznych ofarbent stipca je 8, tak z 8 rdznych ofarbent stipcov vyuZijeme préve 7, a teda existuje
aspon jeden stlpec, pre ktory plati, Ze st véetky jeho policka ofarbené rovnakou farbou. Oznaéme tito farbu F.

Dokopy existuju 3 mozné ofarbenia stlpca, ktoré majt prave dve policka ofarbené farbou F. KedZe vyuzivame
kazdé ofarbenie okrem jedného prave raz, tak pre aspon dva zo zvys$nych $iestich stipcov plati, ze dve z ich poli¢ok
st ofarbené farbou F. Ked teda zoberieme stlpec, ktory je cely ofarbeny farbou F a jeden z tychto minimélne dvoch
stlpcov, tak poli¢ka s farbou F urcite budu tvorit obdlznik.

Z toho vyplyva, ze v tabulke 7 x 3 bude musiet byt vzdy aspon jeden takyto obdlznik zo §tvoréekov rovnakej farby.
A to dokonca bez ohladu na to, kolko je ktorej farby na planiku.

1.5 Kolobeh Mokrych Skumaviek (x < 8)

Zadanie. Preco skiimavka rychlo zabiida na svoje problémy s konzumdciou? Sa jej to vsetko zleje.

Mame dve rozlisitelné skiimavky s objemom n a k, kde n a k su celé kladné Cisla. Obe skiimavky sii na zaciatku
prazdne a mdme neobmedzené mnoZstvo vody. V jednom kroku moézZeme:

o vyprazdnit lubovolnii skimavku,
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o naplnit lubovolnii skumavku doplna alebo

o preliat vodu z jednej skumavky do druhej, pricom sa preleje vZdy najviac, ako sa da (limitovani sme vodou
v skiimavke, z ktorej lejeme, a kapacitou skiimavky, do ktorej lejeme).

V zavislosti od n a k urcte pocet roznych konfigurdcii, ktoré je mozné dosiahnut. Dve konfigurdcie sii rozne, ak niektorad
zo skiimaviek obsahuje v jednej konfigurdcii iné mnozstvo vody ako v druhej.

Riesenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Afia (anna.bogaevskaia@trojsten.sk)

Najprv sa skiusme pozriet na pripad, kedy st n a k nesudelitelné. Ak by sa nam podarilo ukazat, Ze najmensi kladny
objem, ktory vieme v jednej skimavke dostat, je 1, tak by sme vedeli mat v kazdej skimavke kazdy celociselny
objem.

Nech sme objem 1 v jednej zo skimaviek dostali fubovolnou sekvenciou prelievania vody medzi skimavkami.
Aby sme v danej skiimavke dostali objem 2, sta¢i nam danu sekvenciu prelievania zopakovat dvakrat. Rovnako
ak chceme v danej skimavke dostat objem I, tak nam sta¢i danu sekvenciu prelievania zopakovat I-krat. Zhora
sme limitovani len objemom skumavky, logicky va¢si objem vody ako objem skiimavky v nej nemozeme mat.

Co pre nas, ale znamena ,,zopakovat sekvenciu prelievania [-krat“? Uvazujme, Ze v sekvencii prelievania nena-
plitame neprazdnu skiimavku, nevylievame neplna skimavku a jednu skimavku len plnime a druht len vyprazd-
nujeme (¢o pre sekvenciu pre objem 1, ktort vytvorime, plati). Prelievanie medzi skimavkami objem nemeni,
mozeme ho teda zanedbat. Spocitajme pocet naplneni a vyliati. Ak ho prenasobime I-krat, zrejme tak dostaneme
I-nasobny objem, ktory vieme preliat do ktorejkolvek skiimavky.

KedZe obe skiimavky maju celo¢iselny objem, tak sa nam ich prelievanim nepodari v Ziadnej vyrobit neceloc¢iselny
objem. Prelievanie vody je ekvivalentné so s¢itavanim a od¢itavanim celych ¢isel. Teda Ziaden nenulovy objem
mensi ako 1 v ziadnej skimaviek nevieme dostat. Uz nam staci ukazat, ze vieme dostat objem 1.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze n > k. Teda si vieme n zapisat v tvare n = gk+r, kde g je podiel
a0 < r < k-1jezvysok po celo¢iselnom deleni n ¢islom k. Najskor naplnime velka skimavku. Ak by sme postupne
prelievali vodu z velkej skimavky do malej, pricom ked mala skiimavka je plna, tak ju vyprazdnime, po g krokoch
by sme vo velkej skimavke mali objem r. Ten by sme preliali do malej skimavky a velka naplnili vodou doplna.
Opit by sme postupne prelievali vodu z velkej skimavky do malej a po g krokoch by sme vo velkej skimavke mali
objem 2r (kedZe sme do malej skimavky preliali o r menej vody, kedZe ti sme tam mali z povodného prelievania).

Takto by sme vedeli vo velkej skiimavke postupne dostavat objemy tvaru mr. Vzdy by sme sa vSak pozreli len ich
zvy$ok po deleni k, teda ak by mr > k, tak by sme prebyvajtici objem vo velkej skimavke preliali do malej skiimavky.
To by sme opakovali az pokym by vo velkej skiimavke nezostal objem mensi ako k. Dolezité je si uvedomit, ze
sa nam sta¢i pozerat len na hodnoty m, pre ktoré plati 1 < m < (k- 1). Ak by k < m, tak by sme si mohli
m zapisat v tvare pk + o, kde p, o su celé ¢isla a o < (k — 1), teda by sme vo velkej skaimavke mali objem tvaru
(pk + o)r = pkr + or. KedZe sa pozerdme na zvy$ky po deleni k, tak pkr + or ddva rovnaky zvysok ako or.

Maéme teda k — 1 st¢inov v tvare mr, kde 1 < m < (k—1). Zaroveir mame k — 1 roznych zvy$kov po deleni k. Teda
ak by ndm ziadne dva zo suc¢inov nedavali rovnaky zvysok, jeden zo si¢inov by musel davat zvysok 1. Ako si v§ak
mozme byt isti, Ze ziadne dva sti¢iny nedavaji rovnaky zvysok? Predpokladajme, ze také dva stuciny existuji. Nech
su to suciny ir a jr. Aby davali rovnaky zvysok, tak musi platit
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k| (ir—jr),
k|r(i-j).

Ked7e v$ak k a r st nesudelitelné, tak k | (i — j). Teda i a j davaju rovnaky zvy$ok, ¢o v na§om pripade znamena,
ze i = j. Teda taka dvojica suc¢inov neexistuje, takze dostavame postupne vsetky zvysky po deleni k, teda aj 1.

Resp. ak dostavame vsetky zvysky po deleni k, tak dostavame aj vSetky celociselné hodnoty v malej skimavke.
Rovnako to funguje aj vo velkej skimavke, kedZze kazdy jej celociselny objem sa dd vyjadrit v tvare ak + b, kde a
a b su celé ¢isla a b je zvySok po deleni k.

Ked vieme aké vsetky objemy vody sa mo6zu nachadzat v jednotlivych skimavkach, zostava sa nam uz len pozriet
na véetky konfiguracie, ktoré mozu nastat. Dolezité je si uvedomit, Ze ak mame Iubovolnt skimavku vinom stave,
nez plnom ¢i prazdnom, druha skiimavka nemoze byt v inom stave ako v plnom alebo prazdnom. Inymi slovami,
nemoze sa mi stat, Ze by dve skiimavky boli v poloplnom stave. Teda pre kazdy z objemov x, kde 1 < x <n -1
v skimavke s objemom 7, nadobtida skiimavka s objemom k len dva stavy. To robi dohromady 2(# — 1) réznych
konfiguracii. Pre objemy 0, n v skiimavke s objemom n nadobuda skiimavka s objemom k objemy y, kde 0 < y < k.
To robi dohromady 2(k+1) roznych konfiguracii. V obidvoch skimavkach vieme, teda vyrobit2(n—-1)+2(k+1) =
2(n + k) roznych konfigurécii.

Ak by n a k boli sudelitelné, tak existuje NSD(n,k) > 1, oznaéme si ho d. Ak by sa ndm podarilo ukdzat, ze

konfiguracie skimaviek s objemami 7, k a 2, £ st rovnaké mame vyhrané. Skiimavky s objemami 2 a £ maiju
dda

d
na zaklade predoslého odstavca pocet vetkych konfiguracii 2 (%") Kazdu jednotku objemu danych skiumaviek
mozeme rozdelit na d rovnakych casti a dany dielik prehldsit za novt jednotu objemu. Potom sme, ale v situdcil,
ze mame skumavky s objemami » a k. Teda aj skimavky s objemami 7 a k maju prave 2 ( ”7”‘), kedZe sa jedna o tie

isté skimavky a pocet konfiguracii sa teda nemohol zmenit.

Iné riesenie.

Na riesenie tejto ulohy vieme pouzit aj vedomost Bézoutovej rovnosti, ktora hovori, ze pre kazdé dve ¢isla x, y
existuju také koeficienty a,b € Z, ze ax + by = NSD(x,y). A zrovenn NSD(x, y) je najmensie kladné ¢islo, ktoré
vieme napisat v takomto tvare. Ak by sa nam podarilo pouzit Bézoutovu rovnost na opisanie spravania skimaviek,
mali by sme vyhrané.

KedZze NSD(x, y) je nanajvys rovné mensiemu z dvojice x, y, tak s uritostou vieme, Ze prave jeden z koeficientov
a, b je kladny. Nech bez ujmy na vSeobecnosti to bude a, teda b je zaporné. Kladny koeficient a bude predstavovat
pocet naplnenych skiimaviek a zaporny koeficient b pocet vyprazdnenych skimaviek. Inak povedané skiimavku
s objemom x naplnime vodou a nasledne prelejeme do skiimavky s objemom y. Ak je skimavka s objemom y plna,
cely jej objem vody vylejeme. Na konci celého cyklu sme skimavku s objemom x naplnili prave a-krat a skimavku
s objemom y vyprazdnili prave b-krat. Na zaklade Bézoutovej rovnosti vieme, Ze nam v jednej skiimavke vznikol
objem vody rovny NSD(x, y) a ze Ziaden mensi objem nevieme prelievanim vody v skimavkéch vyrobit. Zaroven
vieme vyrobit v kazdej skimavke fubovolny nasobok NSD(x, y). MéZeme to vidiet priamo z rovnosti ax + by =
NSD(x, ), kedZe nam staci len celti rovnicu vyndsobit prislichajucim nédsobkom.
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Teraz ndm, uz len treba premenovat si nase konstanty, teda nech {x, y} = {n,k}. Potom vieme v skimavke s ob-

jemom 7 dosahovat vSetky objemy tvaru id, kde d = NSD(#n, k) a 0 < i < %, analogicky pre skimavku s objemom
k.

Ked vieme, aké vsetky objemy vody sa mézu nachadzat v jednotlivych skiimavkach, zostava sa nam uz len pozriet
na véetky konfigurdcie, ktoré mozu nastat. Dolezité je si uvedomit, Ze ak mam Tubovolnu skiimavku v inom stave,
nez plnom ¢i prazdnom, druha skimavka nemdze byt v inom stave ako v plnom alebo prazdnom. Inymi slovami,
nemoze sa mi stat, Ze by dve skimavky boli v poloplnom stave. Teda pre kazdy z objemov id, kde 1 <i < 4 -1
v skiimavke s objemom 7, nadobtida skimavka s objemom k len dva stavy. Co robi dohromady 2(% — 1) réznych
konfiguracii. Pre objemy 0, n v skimavke s objemom 7, nadobuda skiimavka s objemom k objemy id, kde 0 < i <
2. Co robi dohromady 2(% + 1) réznych konfiguracii. V obidvoch skiimavkach vieme teda vyrobit 2 (g -1)+
2 (§ + 1) =2 (%k) roznych konfiguracii.

1.6 Klub Morskych Sépii

Zadanie. Klep, klep, kdo tam a co se tam déla? Tady sé pije.

V zdlive v Karibskom mori stredozemskom Zije n sépit, kde n > 4. KaZdd sépia md medzi zvysnymi nejaké kamardtky,
pricom kamardtstva su vzdjomné. Obcas sépie chyti nutkanie pochytat sa za ramend do kruhu. Kazdd sépia ma
dve ramend, kazdym moéZe chytit nejakii inii sépiu za jej rameno. Ziadne dve sépie sa nechcii drzat, pokial nie st
kamardtky.

Vieme, Ze v zdlive pre kazdé celé m také, Ze 2 < m < n, sa ku kazdym m sépiam, ktoré sa dokdzu pochytat za ramend
do kruhu, vie pridat nejakd zo zvy$nych sépii tak, aby sa vzniknutd (m + 1)-tica opdt vedela pochytat za ramend do
kruhu. To viak nemusi znamenat, Ze novd sépia sa vie do kruhu priamo pridat, je mozné, Ze sa ostatné sépie budii
musiet nejakym spésobom preusporiadat.

Jedného dria sépia Septima (jedna spomedzi nasich n sépii) prisla do zdlivu, kde nasla niekolko sépii (aspon tri, ale
nevieme presne kolko), ako sa drZia za ramend do kruhu (bez nej).

Dokdazte, Ze pre kazdé m, kde 2 < m < n, existuje m-tica sépii, ktoré sa dokdzu drzat do kruhu za ramend.
Riesenie. opravuju Viktor (viktor.balan@trojsten.sk) a Mi§o M. (michal. molnar@trojsten.sk)

Ozna¢me pocet sépii, o ktorych vieme, Ze vedia utvorit kruh x, pricom vieme iba, Ze 2 < x < n. Nasou tlohou je
ukazat, Ze urcite existuju aj zo sépii zostrojitelné kruhy velkosti 3 az n. Ukdzme najprv, ze urcite bude existovat
kruh najmensej velkosti, teda 3.

Predstavme si y sépii v kruhu velkosti vacsej ako 4 a mensej ako n. Ukazeme, Ze tento kruh vieme vzdy zmensit
(to, ze mOZeme zmensit aj kruh velkosti 4 ukaZzeme potom trochu inym spdsobom). Ur¢ite existuje nejaka sépia,
ktora sa k nim vie pridat - teda je kamaratkou s aspon dvomi z nich (inak by sa s nou kruh vytvorit nijako nedal).
Vezmime teda nejaké dve jej kamaratky v kruhu. Ak st na susednych miestach, tak spolu s nou vedia vytvorit kruh
velkosti 3. Inak delia zvy$ok kruhu na dve casti (tieto dve sépie do zvysku kruhu neratame), z ktorych mensia musi
mat velkost najviac y —4 - ak by to tak nebolo, obe ¢asti by museli byt vacsie, ¢o sa s¢ita na aspon 2y—-6+2 = 2y—4
sépii celkovo, ¢o je urcite viac ako y > 4. Vezmime tuto ¢ast vratane dvoch deliacich sépii, a kruh uzatvorme sépiou
navyse, ktora je kamaratkou ich oboch. Dostaneme kruh velkosti najviac y -1, teda sa nam kruh podarilo zmensit.

Dokazme uz len, ze vieme zmensit aj kruh velkosti 4. Vieme, Ze urcite existuje nova sépia, ktora vie s tymito $tyrmi
sépiami utvorit kruh velkosti 5. Opit plati, Ze bude mat medzi nimi aspon dve kamaratky. Ak s susedné, tvoria
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obe tieto kamaratky spolu s novou sépiou navzajom kruh velkosti 3. Potrebujeme sa teda pozriet na pripad, ked
nie su susedné. Nazvime tieto dve kamaratky A a B. V kruhu velkosti 4 musia byt nesusedné sépie oproti sebe,
teda takto bude vyzerat cyklus: ...A, X, B, Y... v poradi po obvode. Okrem toho vieme, Ze existuje nejaké poradie,
v akom st tieto sépie usporiadatelné do kruhu velkosti 5, spolu s novou sépiou. Tri susedné miesta v tomto kruhu
obsadi nova sépia s kamaratkami A a B, takze sépie X a Y budu musiet byt na zvysnych dvoch miestach. Teda sépie
X a Y musia byt kamarétky. To znamena, Ze sépie X, Y a A tvoria kruh velkosti 3. Co bolo treba dokézat.

Vidime, Ze urcite vieme najst tri sépie tvoriace najmensi mozny kruh. Ostava nam len ukazat, Ze sa daju vystavat aj
vSetky vacsie kruhy. To je pomerne trividlne - zo zadania priamo vyplyva, ze lubovolny kruh nezahfnujuci vietky
sépie vieme zmenit na kruh velkosti o 1 vacsej, teda vieme skonstruovat vetky vyssie velkosti.

1.7 Kvarticky Mnohoclen Schovany

Zadanie. Preco sa polyném rdad vracia k osi x? Lebo tam mad svoje korene.

Majme polyném P(x) Stvrtého stupria s redlnymi koeficientami taky, Ze pre vietky redlne ¢isla x plati P(x) > x
a navyse P(1) = 1, P(2) = 4 a P(3) = 3. Ndjdite vietky také polynémy P(x).

Riesenie. opravujt Mati (matus.zelko@trojsten.sk) a Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)

Ako nam napoveda aj vtip v zadani, s polynémami vieme pekne pracovat, ked pozname ich korene, teda hodnoty,
kde P(x) = 0. Zadanie ndm o korefioch polynému ni¢ nehovori, ale méze sa ndm zdat podozrivé, ze P(1) = 1,
P(3) = 3a P(x) > x. Mozeme si teda definovat druhy polyném Q(x) = P(x) — x. Potom zo vztahov, ktoré sme
préve spominali, dostaneme, Ze Q(x) > 0 pre vSetky x a zdroveri 1 a 3 st korene. Polyn6m Q bude tiez $tvrtého
stupna, rovnako ako P.

Ked mé polyndm nejaky koren r, tak ten polyndm vieme vydelit (x — 7). Q(x) teda vieme napisat ako (x—1)(x —
3)R(x), kde R(x) je polyném druhého stupiia (kedZe Q(x) md byt stvrtého). Musi platit, ze (x—1)(x—3)R(x) > 0.
Z tejto nerovnosti vieme vyjadrit R(x) a rozdelit si to na niekolko pripadov.

Akjex < 1, potom st (x—1) aj (x—3) zdporné, ich sicin je kladny, takze musi byt R(x) > 0, aby bolo aj Q(x) > 0.
Podobne, ak je 1 < x < 3, musi byt R(x) < 0 a pre x > 3 musi byt znovu R(x) > 0.

KedZe polynémy su spojité, musi platit R(1) = R(3) = 0." 1 a 3 st teda korene aj polynému R(x). KedZze R(x) je
druhého stupria, vieme ho napisat ako (x — 1)(x - 3)c, kde c je nejaka (nezdpornd) konstanta.

Z toho vieme vyjadrit aj povodny polyném P(x) = (x — 1)?(x — 3)%c + x. Zostéava este zistit, ¢o moze byt c. Na to
vyuzijeme poslednu informéciu v zadani, ktord sme este nevyuzili, a to Ze P(2) = 4. Dostdvame

(2-1)*(2-3)*c+2=4,
1-1-c+2=4,

c=2.

Dostavame, ze P(x) = 2(x — 1)?(x — 3)?, ¢o aj naozaj vyhovuje zadaniu.

! Ak by bolo napriklad R(1) < 0, potom by pre x tesne mensie ako 1 musela hodnota polynému néhle ,,skocit“ na nulu alebo viac, ¢o
sa nemoze stat.
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Iné rieSenie

Rovnako ako v predo$lom rie$eni si definujeme Q(x) = P(x) — x. Vieme, ze Q(x) ma korene 1 a 3 a je vSade > 0.
V korenoch sa teda jeho graf dotyka x-ovej osi. Je zname, ze ak sa polyném v koreni r dotyka x-ovej osi, tak je
to viacnasobny korer, teda polynom moézeme vydelit (x — r)2. Takto rovno dostaneme Q(x) = (x — 1)?(x - 3)?c,
kedzZe sucin vybratych zatvoriek je uz $tvrtého stupna. Hodnotu ¢ dopocitame rovnako ako v predchadzajucom
rieSeni.

1.8 Kolmic Miesto Stretu

Zadanie. Preco sa chce kruznica vpisand hrat's trojuholnikom? Lebo je do neho.

V trojuholniku ABC oznac¢me D priesecnik osi uhla BAC a strany BC. Os usecky AD pretina osi uhlov CBA a ACB
postupne v bodoch K a L. Dokdzte, Ze stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC je priesecnikom vysok trojuholnika
KLD.

Rie$enie. opravuju Timka (timea.jakubocyova@trojsten.sk) a Jirka (jirka.szotkowski@trojsten.sk)
Vzorové riesenie tejto tilohy si mozes pozriet aj ako video na nasom YouTube kandli www. youtube. com/KorMatSen.

Jeden z klucovych krokov k vyrieSeniu ulohy bolo poradit si s bodmi K a L. V tom nam mohlo pomdct zname
tvrdenie, Ze v trojuholniku sa os strany a os uhla pri vrchole oproti tejto strane pretinaji na kruznici opisanej
tomuto trojuholniku v tzv. Svrékovom bode. Z toho vyplyva, ze K lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABD a L
zas na kruznici opisanej trojuholniku ACD.

Oznacme si I stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC, ktory, ako je zndme, je priesecnikom osi vnutornych uhlov
trojuholnika. V§imnime si, Ze priamka DI je kolma na KL zo zadania, kedZe priamka KL je os isecky AD. Nasledne
nam staci ukazat, ze priamka LI je kolma na DK, pretoze priamky LI a DI budt potom vysky v trojuholniku KLD
postupne z vrcholov L a D, pricom I bude ich priese¢nik, ¢o je presne to, ¢o chceme dokazat.

Tak podme dokazat, Ze LI je kolmd na DK, ¢o vieme dosiahnut prenesenim zopar uhlov. Konkrétne dokazeme, ze
uhol v bode M, ktory si zadefinujme ako priese¢nik priamok LC a KD, je pravy. Uhly v trojuholniku si ozna¢ime
klasicky a, 3, . Najprv vyuZijeme uz spomenuty fakt, e KABD je tetivovy $tvoruholnik, teda plati, Ze | < AKD| =
180° — B. Analogicky aj | < ALD| = 180° — y. Dalej si v§imnime, Ze trojuholniky KLD a KLA st osovo simerné
podla priamky KL. Teda priamka KL je aj osou uhlov AKD a ALD. Teraz mozeme smelo urcit hodnotu

| < KAL| = 180° — | < ALK| - | < AKL| = 180° — % . (|<AKD| +|<ALD|) = /’%y
Z osovej simernosti vieme aj, ze |< KAL| = |< KDL|. Dalej z obvodovych uhlov si viimnime, Ze
|<DAC| = |« DLC| = g
Ni¢ nam teraz nebrani vyratat

a+p+y

| < LMD| = 180° — | < DLM| — | <« LDM| = 180° — = 90°,

¢ize priamka LI je kolma na DK, ¢o je ako uz bolo vyssie popisané vietko potrebné na vyrieSenie tejto tlohy.
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1.9 Kardinalita MnoZiny Stvorcova

Zadanie. Aké formdcie tvoria muchy prendsajiice spavii chorobu? Stvor-tse.
Nech n je kladné celé ¢islo. Uvazujme pocet usporiadanych dvojic kladnych celych Cisel (a, b) takych, Ze Cislo

ab
a+b

je celé a deli n. Ukdzte, Ze pre vietky n je tento pocet druhou mocninou celého Cisla.
Riesenie. opravuju Michal S. (michal stanik@trojsten.sk) a Fero (frantisek.gardian@trojsten.sk)
Nech a a b st vyhovujtce stdelitelné ¢isla s najvacsim spoloénym delitelom I, potom? a = Ip, b = Iq, (p,q) = 1.

ab Ppg _Ipq
a+b Ip+q) p+q

Plati, Ze (pq,p + q) = 1, pretoze p a g st nestdelitelné s p + q. Ak by totiz nejaké &islo d delilo p a p + g, tak by
potom delilo aj ich rozdiel, ¢o znamend, ze d | g, d | p, ale p a g su nestdelitelné. Rovnakym spdsobom by sme to
ukazali pre g.

Takze p + g musi delit samotné [ z ¢itatela, to znamena, Ze I = k(p + q). Dostdvame

Ipq  k(p+q)pq
- = kpa,
prq)  (prq M

pricom k,p,q € N, (p,q) = 1. Pritom k moze byt sidelitelné s p alebo g.

KedZe - | n, potom aj kpq | n, Cize k, p, q st delitele n. Dalej budeme pocitat pocet vyhovujticich trojic (k, p, q),
kde kpq | n a ¢isla p a g st nesudelitelné. Mozeme si v§imnut, Ze tento polet bude rovnaky ako hladany pocet

%(p, q) znadi najvacsieho spolocného delitela p a g
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vhodnych dvojic (a,b), pretoze kazda trojica (k, p,q) ndm jednoznacéne déva dvojicu (a,b) podla vztahov I =
k(p +q),a = Ip,b = Iq a tito skutoéne vyhovuje podmienke zadania, pretoze ﬁl’b = kpq | n.

Rozne trojice (k, p, ) ndm dajt rdzne dvojice (a, b), pretoze z dvojice (a, b) vieme jednoznacne urtit ], p, g az toho
jednoznacne dopocitat k.

Najprv sa pozrieme na pripady, ked 7 je rovné 1, prvocislu a mocnine prvocisla. Pre 1 vidime, Ze je len jedna
moznost k = p = q = 1. Pre kazdé prvocislo su 4 moznosti, bud sa vSetky tri ¢isla rovnaju 1 alebo jedno z nich je
dané prvocislo. 1 a 4 su druhé mocniny, ¢ize v tychto pripadoch to plati.

V pripade, Ze n = P™ pre nejaké prvocislo P, dostaneme dva podpripady:

1. p =g =1: vtomto pripade dostavame m + 1 moznosti, lebo k sa mo6ze rovnat 1, P}, P2, ..., P™.

2. p =P alebog=P,kdese {1,...,m}: kedZze p a g st nesudelitelné, to druhé z nich musi byt 1. Pre pevne
zvolené s potom mame (m + 1 — s) moznosti pre k (k modze nadobudat hodnoty od P° po P"=). Kedze
si navy$e vyberame, ¢i p bude P* a g bude 1 alebo naopak, mame dokopy 2(m + 1 — s) moznosti. Celkovy
pocet moznosti cez vietky s je teda 2(1 + 2 + 3 + - -- + m). Tento sucet je rovny 2@ =m(m+1).

Takze dokopy dostaneme (m + 1) + m(m+1) = (m+1)(m+1) = (m+1)2

Posledny pripad je, ked n md dvoch alebo viac prvociselnych delitelov, teda n = P{"...P;". V tomto pripade
moznosti, ako rozdelit jednotlivé mocniny prvociselnych delitelov medzi k, p a g st navzajom od seba nezavislé,
¢o znamena, Ze celkovy pocet moznosti bude stic¢in poctov moznosti pre jednotlivé mocniny prvocisel. Kazdé P}
bude mat (m; + 1)? moznosti a su¢in druhych mocnin je druhd mocnina.

Takze pre vetky n je tento pocet druhou mocninou vyjadrenou ako ((m;+1) (my+1)(ms+1)...(m,;+1))? kde m;
st exponenty jednotlivych prvociselnych delitelov ¢isla n. Mozeme si vS§imnut, ze ide dokonca o druht mocninu
poctu delitelov n.

1.10 Kraje Malej Sféry

Zadanie. Na ktorii rieku si spomenies po precitani takto vyzerajiiceho zadania?
~Nech a, b a c sii nezdporné redlne Cisla také, Ze a*> + b* + ¢* = 1. Dokdzte, Ze

a b c <9\/§

< + + < ,
l+a* 1+b* 1+¢ 10

1
2
a urcte, kedy v nerovnostiach nastdva rovnost."

Uh.

Riesenie. opravuju Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk) a Kubko (jakub.poljovka@trojsten.sk)

V nerovnostiach sa ¢asto oplati najprv odskusat na zaciatok nejaké konkrétne Specidlne hodnoty, aby sme dostali
intuiciu, kedy nastavaju extrémy a ako sa vyraz v nerovnosti sprava. Nasledne ndm to modze dat nadhlad, ¢o
sa tyka odhadov a zbrani, ktoré mozeme pouzit na jej dokdzanie. Dobrym prikladom takych $pecialnych hodnét
su pripady, ked vSetky 3 premenné su rovnaké alebo zas ked 1 je ,velka“ a zvy$né si ,,malé“. Rovnako je to aj
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v pripade tejto nerovnosti. Prea=b=c= % dostavame hodnotu vyrazu

a b c 3a 9\/3

+ + = = )
1+a* 14+b* 14+c¢* 1+at 10

Na druhej strane, v pripade ked'a = b = 0 a ¢ = 1, dostdvame hodnotu vyrazu

a b c 0 1
+ + =2- +
l+a* 1+b* 1+¢ 1+0*% 1+1¢

1
>
Ked sme sa uz zorientovali, tak podme dokazat hornu hranicu.

Horna hranica

Najprv si spomenme, pri akych zndmych nerovnostiach, ktoré platia na nezapornych ¢islach, dostavame rovnost
prave vtedy, ked jej aktéri sa rovnaja. Prikladom su priemerové KAGH nerovnosti alebo aj mocninové priemery”.
KedZe so zlomkami sa neprijemne pracuje, tak mozeme spravit rafinovany odhad, aby sme sa ich zbavili. Na to

pouZijeme AG nerovnost
1 1\’
atrl=a"+9 - > 101\°/a4-(—) :
9 9

] 7 7 > 1 » 1 v, . 7 . . >
kde rovnost nastava prave vtedy, ked a* = , teda ked a = 5> Co je presne vtedy, kedy sa nam podarila dosiahnut

horné hranica. Z toho mame, Ze

Sle
Gilw

a < a _9wa
7 < =
l+a 10 ¥ a4-(%)9 10

>

¢ize analogickymi odhadmi dostavame silnejsiu nerovnost

+ + <
l+a* 1+b* 1+c¢* 10

a b C 935 3 3 9\/§
(407 +) 20

a: +bi +c
10

ktort ideme teraz dokdzat. VyuZijeme teraz mocninové priemery pre exponenty 2 a 2 ktoré nam hovoria, ze

ai +bi+ci §< a2+b2+c2_\/T
3 - 3 V3

¢o nam po zopar trivialnych tupravach a dosadeniach (ktoré prenechavame na ¢itatela) da slubent hornu hranicu.

Pritom sa m6zeme zamysliet, Ze z pouzitych odhadov naozaj vyplyva, Ze rovnost nastava prave vtedy, keda = b =
1

c= :7;.

Dolna hranica

Pozrime sa na dolnd hranicu. Ta sme dostali, ked jedno z ¢isel bolo 1 a zvy$né boli 0. Jeden odhad, ktory nadobuda
rovnost pre prave 1 a 0 je napriklad taky, ze ak mame redlne Cisla p, g také, ze p > g tak x9 > xP pre redlne ¢islo
x z uzavretého intervalu 0 az 1, z ktorého su aj nase g, b, ¢, ¢o vyplyva zo zadanej podmienky. Tu konkrétne

vyuzijeme, ze a > a?. Teraz odhadneme menovatele, kedze a < 1 tak nésledne aj a* < 1, ¢ize 3 < —. Analogické

3https://prase.cz/library/NerovnostiLD/NerovnostiLD.pdf

https://www.kms.sk/ 12 kms@kms. sk


https://prase.cz/library/NerovnostiLD/NerovnostiLD.pdf
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

odhady platia aj pre b aj c. Ked ich vSetky ddme dokopy, tak mame

a b c >az+bz+c2 1

+ +
l+a* 1+b* 1+ 2 2

b

kde rovnost nastava prave vtedy, ked jedno z ¢isel je 1 a zvy$né su 0, Co je prave vtedy, ked nastdva rovnost aj v hore
pouzitych odhadoch.
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