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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Kolko Moznosti Stavat (x < 1)

Zadanie. Ddvno predtym, nez sa dvaja mali zasmudlani delikventi preslavili ako maskrtni lovci ¢arodejnic, sa do Za-
carovaného lesa prestahovala mild jeZibabka-architektka. Nemastny-neslany svet jej viziu nechdpal, preto sa roz-
hodla postavit si domcek z jedla sama. A zacala pekne od podlahy - od tvrdych izomaltovych dlaZdic.

Jezibabka mala dohromady 14 dlazdic, z toho 8 modrych a 6 cervenych (dlaZdice rovnakej farby nevie medzi sebou
rozlisit). Chcela ich poukladat od branicky ku dveram domceka jednu za druhou tak, aby medzi kazdymi dvoma
Cervenymi dlazdicami bola aspori jedna modrd. Kolkymi spésobmi vie jeZibabka takto poukladat dlazdice?

RieSenie. opravuje Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)

KedZze medzi kazdymi dvoma ¢ervenymi dlazdicami musi byt aspon jedna modra, tak ked'si poukladame vsetkych
6 cervenych dlazdic, tak vieme, Ze medzi ne musime umiestnit 5 modrych. Mame teda sekvenciu

CMCMCMCMCMC.

Ostavaju nam este 3 modré dlazdice, ktoré musime umiestnit niekde do sekvencie. Kedze modré dlazdice nevieme
medzi sebou rozoznat, tak mame iba 7 miest na ktoré mozeme ukladat tieto 3 modré dlazdice. Uvedomme si, ze
na jedno miesto mozeme umiestnit viac ako len jednu modru dlazdicu. Celkovy pocet rozmiestneni sa teda rovna
poctu umiestneni 3 modrych dlazdic na 7 miest. Tento problém vieme premenit na usporiadanie 3 dlazdic a 6
oddelovacov, ktoré ndm budu reprezentovat 7 miest, do ktorych nase 3 dlazdice vkladame. Celkovo ich vieme
usporiadat 9! spdsobmi, ale oddelovace a dlazdice navzdjom nevieme rozoznat. Preto treba tento pocet predelit
poc¢tom moznosti kde mame rovnaké rozmiestnenie modrych dlazdic. Tie vieme v kazdom rozmiestneni uspo-
riadat 3! moznostami a zaroven oddelovace taktieZ vieme medzi sebou usporiadat a tie zase 6! moznostami. Teda

tento vysledok este predelime st¢inom 3! a 6!. Dostaneme tak 6,9—'3, = 84.

Celkovy pocet rozmiestneni modrych a ¢ervenych dlazdic, tak aby medzi kazdymi dvoma ¢ervenymi dlazdicami
bola aspon jedna modra, je 84.

2.2 Koncept Monumentalnej Strechy (x < 2)

Zadanie. Jezibabka sice pre svoje presladené ndzory na univerzite dlho nevydrzala, ale podaril sa jej aspori aky-taky
ndacrt domceka. Minimadlne strecha vyzerala na papieri celkom k svetu, teda az do momentu, ked sa jej posmykla
ruka. Namiesto toho, aby cukrovy papier pokrcila a zjedla, pokracovala v rysovani a vytvorila abstraktnii futuristicku
koncepciu, ktorii ale v Ziadnom pripade nedokdzala uplatnit pri svojej stavbe.

Majme rovnostranny trojuholnik KMS, ktorého tazisko oznacime T. Nech bod P lezi na polpriamke TM a bod Z
na kolmici na TM cez bod T tak, aby TPZ bol pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnami s dlzkami stran
rovnymi dlzkam strdn trojuholniku KMS. Aky je pomer obsahov Casti trojuholnika TPZ, ktord je vniitri trojuholnika
KMS, a tej, ktord je mimo neho?
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Riesenie. opravuje Milo§ (milos.micik@trojsten.sk)

Na zaciatok sa nam urcite zide nacrt. UZ zo zadania si toho vieme celkom dost zakreslit, avSak v nacrte st uz aj
niektoré ¢iary a body, ktoré nam budt napomocné neskor. Taktiez si oznac¢ime priesecnik useciek TZ a MS ako ',
a priese¢nik polpriamky ZT a usecky KM ako K'.

Zamyslime sa nad tym, ako by sme mohli dospiet k vysledku. Obsah trojuholnika TPZ uz vieme prakticky zo za-
dania, nakolko pozname dlzky jeho odvesien, ktoré st v pravom uhle. Ak by sme boli schopni vypocitat obsah
trojuholnika TMS’, vieme obsah $tvoruholnika MPZS’ a vysledny pomer dostat jednoducho.

Velmi ndpomocné ndm budu v tejto tlohe vedomosti o tazniciach v rovnostrannom trojuholniku. Vieme, ze
taznice su zaroven aj vysky, teda su kolmé na strany, a tak ako v kazdom trojuholniku, tazisko vzdy rozdeluje
taznice v pomere 2 : 1. Ak si ozna¢ime dlzku strany KM ako a, potom pomocou Pytagorovej vety vieme vypocitat
dizku taznice ako

2
(ﬁ) +1=a’,
2
wo-(3)
4 bl
3a?
t= )
4
V3
t=—a.
2
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@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti
No a kedze dlzka celej taznice je @a, dizka tsecky TM musi byt

2 V3 /3
—-—a=—a.
3 2 3

Ostéva nam zistif uz len dizku use¢ky TS'. Jednym zo spdsobov, ako ju najst, je uvedomit si podobnost trojuhol-
nikov KMS a K’MS', ktoré st podobné, lebo zdielaji uhol pri vrchole M, a uhly pri vrcholoch Ka K, resp. Sa §' su
sthlasné. Nakolko uz pozndme, ze dizka TM st 2 z dlzky taznice, vieme ur¢it aj koeficient podobnosti tychto tro-
juholnikov, ktory tym padom musi taktiez byt 2. Pri podobnych trojuholnikoch plati, ze vietky korespondujuce
dlzky v tychto trojuholnikoch st zmengené/zvaciené v tom istom pomere, a preto je dlzka tsecky K'S’ rovna 2a.
Nakolko sa bod T nachadza v strede K'S’, dlzka tisecky TS’ je ta. Tato dizku vieme dostat aj pomocou tangensu,
ak si uvedomime, Ze uhol $’MT ma 30° (polovica z uhlu v rovnostrannom trojuholniku), potom dlzku TS’ vieme
dostat ako | TS'| = tan(30°) - |TM| = % : \/Tga = 1a.

Dalej potrebujeme zistit jednotlivé obsahy trojuholnikov TPZ a TMS', a obsah $tvoruholnika MPZS'

a-a a
S =— = —,
TPZ ) )
S = \/Tga. %a = —\/gaz
TMS 2 18 >
S N S _612 \/§a2_9—\/§a2
MPZS' — OTPZ ™S — 2 18 - 18 .

No a na zaver zostava uz iba samotny pomer TMS’ a MPZS', ktory je

Stms %az V3 V3 9+\/§_

SMPZS’_%QZ_9—\/§_9—\/§.9+\/§_

9343 3341
B 26

78

~ 0,238,

kde sme pouzili usmernenie zZlomku na odstranenie odmocniny z menovatela. Vysledny pomer je teda v exaktnom
3\/§+1

tvare T

¢o je priblizne 0, 238.

Alternativne konfiguracie

Zo zadania nie je jasne dané, kde presne sa ma nachadzat bod Z. V rie$eni sme ho umiestnili na polpriamku
TS’, no mohli sme ho kludne dat aj na polpriamku TK’. Avs$ak vdaka tomu, Ze trojuholnik KMS je rovnostranny,
mame v nom symetriu okolo priamky TM, a teda bez ohladu na to, na ktort stranu priamky TM umiestnime bod
Z, vysledok bude rovnaky.
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Takisto by sme sa mohli zamyslat nad polohou bodov P a Z. Ako si mozeme byt isti, Ze sa tieto body nachadzaju
mimo trojuholnika KMS? V tejto ulohe je to celkom jednoduché odovodnit a nestrhavali sme body za to, ked ste
to do rieSenia neuviedli, no je to nieco, na ¢o sa vo véeobecnosti oplati davat pozor, nakolko pri komplikovanejsich
ulohach to mdze znacne ovplyvnit vysledok alebo pocet moznych rieSeni.

2.3 Ko6d Myslim Si (x < 3)

Zadanie. Jezibabke robil spolocnost jej verny drak Bezzuby, ktorého chovala na pelendrekoch a cukrovej vate uz celu
vecnost. Obluboval veelku otravnii hru — mysliet na Cisla. Aby mu zapchala tista, rychlo mu do nich stréila turecky
med, ale uz bolo neskoro.

Bezzuby mysli na vsetky celé kladné Cisla N také, Ze sucet cifier ¢isla N je 12 a suicet cifier ¢isla 2N je 18. Na kolko
Cisel mysli Bezzuby?

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Zamyslime sa na zaciatok, ¢o sa deje s cifernym suctom ¢isla, ked ho vynasobime dvomi. Pokial vynasobime
dvojkou cifry 0,1,2,3,4, dostaneme postupne 0,2,4,6,8. Pokial ale vynasobime 5,6,7,8,9, z nich dostavame
10,12, 14,16, 18. Pri nasobeni po cifrach vsak musime do vysledku zapisovat cifry a popripade nam moze ne-
jaka desiatka ,,zvysit“ ako jednotka do vyssieho radu. TakZze ak oznacime s(n) ciferny stcet Cisla n, vyzera to, Ze
vo v§eobecnosti by mohlo platit zhruba nieco také, Ze s(2n) = 2s(n), keby ndm to nekazili prechody cez desiatku.

Mohli by sme mat napad, Ze sa pozrieme na to, ¢i pri ndsobeni predoslej cifry vznikol prechod cez desiatku a ak ano,
pripocitame to k vysledku tohto nasobenia. S prechodmi cez desiatku je vSak taky problém, ze sa mozu na seba
»habalovat“. Predstavme si, Ze by sme nasobili 134 - 3. Ak chceme vediet, aka cifra bude na mieste stoviek vo vy-
sledku, tak by sme sa pozreli na 1 - 3 = 3 a zaroven by sme sa uistili, Ze pri predoslej cifre 3 -3 = 9 < 10 nenastal
prechod cez desiatku. Tym by sme dostali, Ze na mieste stoviek ma ¢islo 134 - 3 cifru 3. Lenze 134 - 3 = 402 nema
na mieste stoviek cifru 3. Preco je to tak? No pri nasobeni na mieste desiatok sice mame len 3 - 3 = 9, avSak
z nasobenia na mieste jednotiek 3 - 4 = 12 nam ,,zvysi“ jednotka, takze vysledok uz bude 10. To znamena, ze
hodnotu cifry na nejakom mieste vo vysledku pri nasobeni jednocifernym ¢islom nam neovplyviuje len cifra na
rovnakom mieste v pdvodnom ¢isle a cifra nasledujuca, ale aj vSetky ostatné za nimi.

A hoc by sme teraz mohli mat hlavu v smutku, pre nasobenie dvomi je vSak svet krajsi. Vsimnime si, Ze ,,zvysit*
nam moze nanajvys jedna jednotka. Zaroven, keby sme nepocitali s prechodmi cez desiatku, cifry, ktoré vieme
dostat vo vysledku, stilen 0,2, 4, 6 a 8. Ked v8ak ktorukolvek z nich zvysime o 1, stale ostaneme pod desiatkou, ¢ize
prechod sa nebude ,,nabalovat“. To znamena, ze ak chceme pri nasobeni dvomi zistit, aka cifra bude vo vysledku
na nejakom mieste, staci sa v povodnom ¢isle pozerat na cifru na rovnakom mieste a cifru za nou nasledujucu.

| cifra v povodnom ¢&isle na mieste 107 | cifra v pévodnom ¢isle na mieste 10! | cifra vo vysledku na mieste 10’ |

0 < x < 4 (nenastane prechod) 0 < y < 4 (nenastal prechod) 2x

5 < x < 9 (nastane prechod) 0 < y < 4 (nenastal prechod) 2x—10
0 < x < 4 (nenastane prechod) 5 < y <9 (nastal prechod) 2x+1

5 < x <9 (nastane prechod) 5 < y <9 (nastal prechod) 2x+1-10

V tabulke vidime, ze vzdy budeme mat vo vysledku namiesto cifry x hodnotu 2x, len niekedy k nej musime nieco
pripocitat alebo od nej nie¢o odpocitat. Bolo by fajn zistit, ako casto také nie¢o budeme robit.
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@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Uvedomme si, Ze ak mame cifru mensiu alebo rovnu 4, nemusime kvoli nej pripocitavat ani odpocitavat nic.
Ak v$ak mame cifru vacsiu alebo rovnu 5, na jej mieste sa nam od ciferného suctu odpocita desiatka a na mieste
nalavo sa nam kvoli prechodu cez desiatku pripocita jednotka. Preto za kazdu cifru vacsiu alebo rovna 5 musime
odpocitat deviatku.

Vidime, Ze to, o kolko sa ndm s(2n) vychyli od 2s(#n), zavisi iba od poctu ,,velkych* cifier v n. Podme teda zistit,
aky ma byt. Ozna¢me p,s(n) pocet cifier n, ktoré st vacsie alebo rovné ako 5. Potom

s(2n) =2s(n) — pss(n).
KedZe pre N zadanie pozaduje, aby s(N) = 12 a s(2N) = 18, tak musi platit
S(2N) = 25(N) - 9p1(N),
18 = 24— 9p-5(N),

9p»5(N) =

N

b

p2s(N) =

IRS)

To viak ale nesedi, lebo pocet cifier va¢sich alebo rovnych 5 musi byt celé &islo, ¢o £ nie st. Preto také N neexistuje.

Iné rieSenie.

S cifernym suc¢tom narabaju niektoré pravidla delitelnosti. Napriklad ¢islo je delitelné tromi prave vtedy, ked je
tromi delitelny aj jeho ciferny sicet. Podobné pravidlo plati aj pre deviatku. No a v§imnime si, Ze ciferny sucet
2N ma byt 18. Ten je delitelny deviatimi, preto aj 9 | 2N. Avsak, deviatka a dvojka nemajd spolo¢né delitele, preto

aj N samotné musi byt delitelné deviatimi. To by ale malo mat aj ciferny sucet delitelny deviatimi, ¢o hodnota 12
nesplia. Tym sme dostali spor v podmienkach zo zadania, a teda také ¢islo N neexistuje.

2.4 Konstrukcia Mozno Spadne (x < 5)

Zadanie. Jezibabkino nové podkrovie malo lichobeznikovy tvar, aby nad nim, v trojuholnikovom priestore hned
pod strechou, mohol byvat Bezzuby. Lenze Bezzuby bude svojou vdhou ohybat tramy a ona si do nich v noci zase
tresne hlavu. Ked jezibabka nacrtla prepadnuté tramy, spoza jej pleca vykukol drak a zacal sa zaujimat o jej ndcrt.
Katastroficky scendr preto rychlo premenila na geometrickii tilohu.

V lichobezniku ABCD plati, Ze strany AB a CD sti rovnobezné, |BC| = |AD|, |DC| = 2|AD| a |AB| = 3|AD|. Oznacme
E priesecnik osi uhlov DAB a CBA. Akt cast lichobeznika tvori trojuholnik ABE?

Riesenie. opravuju Baska (barbora.javorova@trojsten.sk) a Radka (radka.birova@p-mat.sk)

Ako prvé si nakreslime ako vyzeralo jezibabkino lichobeznikové podkrovie. Dalej si oznaéme |AD| = a a nasledne
podla zadania dopliime |BC| = 4, |AB| = 34, |DC| = 2a.
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Riesenia 2. kola zimnej Casti @@@

E

A 3a B>

Teraz sa skisme pozriet na trojuholnikovy priestor hned nad podkrovim, v ktorom byva Bezzuby. Dokreslime
si teda nas lichobeznik ABCD na trojuholnik ABV.

2a

Mozeme si v§imnut, ze trojuholniky ABV a DCV st podobné, kedze AB a DC st rovnobezné. Vieme. Ze % =2,

teda potom musi platit aj DV _ 2 &6 si mézeme upravit ako

Av =3
IDV] 2

|AD|+ [DV| 3
3|DV| = 2(|AD| + |DVY)),
3|DV] = 2|AD| + 2|DV],

IDV| = 2|AD| = 2a.
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Teda |AV| = 3a, rovnako aj |BV| = 3a, kedZze trojuholnik ABV je rovnoramenny s ramenami AV a BV. Kedze
vietky strany trojuholnika ABV maju dlzku 3a, trojuholnik ABV je rovnostranny. Oznaéme priese¢nik strany AV
s osou uhla ABV ako F a obsah trojuholnika ABV ako S4py.

V

2a 2a

2a

A 3a B

Pre rovnostranny trojuholnik plati, Ze jeho vysky, osi stran, osi uhlov a taznice su totozné. Z toho vyplyva, ze
os uhla ABV je totoznd s faznicou na stranu AV, teda deli trojuholnik ABV na polovicu. Co mozeme zapisat
ako Sypr = %S apy- Dalej z toho vyplyva, Ze E je tazisko trojuholnika ABV, teda deli tise¢ku FB v pomere 1 : 2, teda
aj obsahy trojuholnikov st v pomere 1 : 2, ¢co mdzeme zapisat ako gﬁ = 1 ¢o vieme upravit ako

Sage _ 2

SABF 3

384BE = 2548
1
38asE = ZESABVa

384BE = SaBvs

1

SABE = 5 SABV-

Teraz sa pozrime aku cast z trojuholnika ABV tvori lichobeznik ABCD. Trojuholniky ABV a DCV su v pomere

3 : 2, teda ich obsahy st v pomere 9 : 4, ¢o mdzeme zapisat ako Spcv = 4 tedq SDABD = 3 &g mOZeme zapisat
5 SaBv 9 SaBv 9
ako Spagcp = §SABV~

Nakoniec sa teda pozrime na pomer obsahov trojuholnika ABE a lichobeznika ABCD.

SaBe 3Sav 3

5 - .
Sacp  3Sapv 5
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Trojuholnik ABE tvori % lichobeznika ABCD.

Dodajme este, ze nacrty vyssie uplne nezodpovedali realite. Je to preto, Ze bod E v skutocnosti lezi na usecke CD.
Aby sme sa vsak vyhli tomu, Ze tento nedokazany fakt v rieSeni vyuzijeme, nakreslili sme si obrazok, ktory k tomu
ani trochu nenavadza. A ak vés zaujima, preco E lezi na CD, skste si to dokazat. Ak neviete, ako, zamyslite sa,
v akom pomere rozdeluje tazisko taznice.

2a 2a

2a

2.5 Kto Ma Strasi? (x < 8)

Zadanie. Jezibabka prave pchala marshmallows do vankiisov, ked jej v schrdnke obalenej jedlym zlatom zasuchotala
posta. Zeby niekto prijal jej pozvdnku na kolaudacku? Nie, to bude asi nejaky vyhrazny list &i Co.
V obore redlnych cisel rieste rovnicu
x 5
x+4 7|

kde | x| oznacuje dolnii celii ¢ast redlneho isla x (teda najvicsie celé islo mensie alebo rovné x).

x| -7
x| -5

Riesenie. opravuju Mimi (matej.hanus@trojsten.sk) a Kopy (martin.kopcany@trojsten.sk)

Najprv zo skiimania vyli¢me moznost, ze x = —4, to by bola v menovateli na lavej strane nula. KedZe dolna cela
Cast je celé Cislo, menovatel vpravo 7| x| — 5 je nenulové &islo.
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Nasledne si upravme rovnost do krajsieho tvaru:

x  5lx]-7
x+4 7|x]-5

x(7)x] = 5) = (x+ 4) (5)x-7),
7x| x| — 5x = 5x| x| + 20 x| - 7x — 28,
2x| x| + 2x = 20| x| - 28,
x| x| +x=10|x] - 14,
x| x| +x-10

I
x(|x] +1) -10(]
I
I

Lava zatvorka je kladna, ak x < 10, inak je zdporna alebo 0. Prava zatvorka je kladna, ak x > 0, inak je bud zaporna,
alebo 0. Obe zatvorky naraz nemdzu byt zaporné, a preto obe musia bytkladné, lebo prava strana rovnice je kladna.
Tym padom existuje len 10 moznosti, ¢omu sa rovnd ¢islo |x|. Upravme si rovnicu tak, aby sme vedeli priamo

z nejakej | x| vypocitat x:

(10 —x)(|x| +1) =24,

10 24
—X = 5
|x]+1
B 24 10
- |x]+1 ’
10 24
x=10- .
|x] +1

Dosadme teda hodnoty od 0 do 9 a zistime, ktoré z nich vyhovujt tomu, ze [x| < x < [x] + 1:
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|x] | xpo dosadeni | x | Vyhovuje?

0 10 - 24/1 -14 X
1 10 — 24/2 -2 X
2 10 - 24/3 2 v
3 10 - 24/4 4 X
4 10 - 24/5 26/5 X
5 10 - 24/6 6 X
6 10 — 24/7 46/7 v
7 10 — 24/8 7 v
8 10 - 24/9 66/9 X
9 10 - 24/10 7.6 X

Nasa rovnica md teda prave tri rieSenia 2, 7 a 46/7.
Iné riesenie.
Vyjadrime x z | x| ako v predchadzajiicom rieseni.

24

=10- ———.
x |x]+1

Mozeme pokracovat dalej, aj ak sme nespravili ivahu o znamienku, teda mame iba toto vyjadrenie (a vieme, ze
|x| + 1 # 0). Priamo toto x mdzeme dosadit do | x| < x < | x| + 1. Potom upravime sustavu (dvoch) nerovnic tak,
aby v nej vystupovali polynémy v | x|. Po ceste si treba uvedomit, Ze bez znalosti znamienka | x| + 1 nemdZeme
nasobit nerovnice touto hodnotou, ale jej druhou mocninou éno.

24
|x] +1

Lx](|x] + 1)* < 10(| x| + 1)* = 24(|x| + 1) < (|x] + 1)?,
(Lx] + D) (Lxf? + Lx]) < (L] + 1) (10]x] = 14) < (L] + D) ([x[* + 2[x] + 1),
(lx] + D) ([x])* - 9x] + 14) <0 < (|x] + 1) (| xJ* - 8| x| + 15),
(] + D) (lx] - 2)(Ix] = 7) <0 < ([x] + 1)(|x] - 3)(|x] - 5).

|x| <10-

<lx]+1,

Prvé nerovnica md v | x| rieSenie (—oo0,—1) U(2,7), druhd (-1,3) U (5, 00). Prienik tychto rieseni je (2,3) U (5,7),
a teda | x| moze nadobudat vietky celo¢iselné hodnoty z tychto intervalov, ¢o st 2, 6 a 7. Dosadime do vyjadrenia
pre x a dostaneme rieSenia pdvodnej rovnice 2, 46/7 a 7.

2.6 Koho Mata Spln?

Zadanie. Pre nepresné ndcrty a chybné vypocty stavebné prdce postupovali pomaly. To viak este jeZibabka nevedela,
Ze sa na nich z tienov vyskiera dalsia katastrofa. Prisiel si na nich posvietit Mesiac - nastal totiz spln. Na rozdiel
od kandizovanej starenky byval Bezzuby kvalitne namesacny, sedaval v pelechu a mdtoznym hlasom recitoval ma-
tematické uilohy:
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Ndjdite vsetky celé cisla x, y, z spliajiice sustavu rovnic

x+y=1-gz

X +y=1-72.

Rie$enie. opravuju Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk) a Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Pracovat s vyrazmi tvaru x> + y* alebo 1 - z? je ¢asto naro¢né. Pomoct nam vedia rozklady na sucin jednoduchsich
vyrazov. V nasom pripade to je

Ky =(x+y)(F-xy+y)=1-2Z=(1-2)(1+2).

Ked sa na tieto rozklady zapozerdme, mozeme si véimnut, ze mdzeme vykrétit (x+y) z lavej strany rovnice a (1-z)
z pravej strany, lebo podla zadania plati, Ze (x+y) = (1-z). Predtym, nez sa do toho pustime, musime sa zamysliet,
¢i vyraz, ktorym chceme podelit, nemoze byt nulovy. To nastane vtedy, ked z = 1 a y = —x. Mdzeme si povSimnut,
ze ak x = -y = k, kde k je Tubovolné celé &islo tak trojica (x,y,z) = (k,—k,1) vyhovuje nadej sustave. Dalej
predpokladajme, Ze (x+ y) a (1 —z) st nenulové, a teda ich mézeme z druhej rovnice vykratit. Premennd z si eSte
vieme vyjadrit z prvej rovnice ako z = 1 — x — y, ¢im po jednoduchych tpravach dostavame

X -xy+y =1+z=2+x+y

K-xy+yP+x+y=2.
Vyrazy xy, ¢i x alebo y sa mo6Zu s x? alebo y? vyskytovat v kompaktnej$om tvare ako napriklad (x—y)?, &i (x+1)2.
Tak podme si ich tam vyrobit pomocou trikovej ipravy pozostavajucej z vynasobenia nasej rovnice 2 a pri¢itanim
dvojky. Dostaneme, ze

2 =2xy+2y7 +2x+ 2y +2= (- 2xy+ )+ (P +2x+ 1)+ (P + 2+ 1) = (x—p)* + (x+ 1)*+ (y+1)* = 6.

Mat tato rovnicu v takomto tvare — sucte druhych mocnin je pre nas vyhodné. Druhé mocniny st nezaporné
a kedZe rieSime tuto ulohu v obore celych ¢isel, tak jednotlivé zatvorky moézu nadobudat iba zopar hodnoét. Vy-
plyva to z toho, Ze jednotlivé ¢leny st mensie alebo rovné Sestke na pravej strane. Zapisat Sestku ako sucet troch
celo¢iselnych druhych mocnin sa dé prave jedinym spésobom, a to 6 = 4+1+1. Nasledne nam uz len stac¢i rozobrat
jednotlivé pripady, kedy sa ktory ¢len rovnd 4. Vzhladom na symetriu x a y mdzeme bez ujmy na vseobecnosti
predpokladat, Ze x > y. Hodnotu z nasledne spédtne dopocitame z rovnostiz =1 — x — y.

1. (x-y)? = 4. Nésledne (x+1)? = 1 aj (y+1)? = 1, z ¢oho dostavame, Ze x, y m6zu byt bud -2 alebo 0. KedZe
predpokladame, e x > y tak dostdvame jediné rie$enie (x,y,z) = (0,-2,3).
2. (x+1)2 = 4, &ize x mdze byt —3 alebo 1. Dalejz (y+1)> =1 y moze byt —2 aleboOazx>ya (x—-y)>=1
dostidvame jediné rieSenie (x,y,z) = (1,0,0).
3. (y+1)? = 4. Analogicky y moze byt —3 alebo 1 a zéroven z (x + 1)? = 1 premennd x mdze byt -2 alebo 0
azx>ya(x-y)? =1 dostdvame jediné riesenie (x,y,z) = (-2,-3,6)
Aby sme to zhrnuli, v8etky vyhovujuce trojice (x,y,z) st (1,0,0), (0,1,0), (-3,-2,6), (-2,-3,6), (0,-2,3),
(-2,0,3) aeste (k, —k, 1) kde k je lubovolné celé ¢islo.
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2.7 Kompletizujeme Mucne Sudoku

Zadanie. Dalsi vecer si jezibabka s Bezzubym vytiahli dosku na pecenie, ktord mala z druhej strany $tvoréekovii siet.
Ked jezibabu omrzelo valkanie cesta i vykrajovanie, hrali na nej rézne hry. Dnes sa rozhodli pre sudoku pre dvoch.

Jezibabka a Bezzuby hrajii hru na tabulke n x n, ktord je na zaciatku prazdna. V kaZdom tahu méze hrdc na volné

poli¢ko tabulky napisat jedno celé ¢islo od 1 do n, ak v danom riadku ani stlpci este toto &islo nie je (ako v sudoku,).
Hrdc, ktory nemoze vykonat tah, prehrdva. V zavislosti od Cisla n urcte, ktory hrdc ma vitaznu stratégiu.

Riesenie. opravuje Michal S. (michal.stanik@trojsten.sk)

Pri hladani vitaznych stratégii v hrach, ktoré si podobné tejto, sa obvykle hodi najst stratégiu pre jedného hraca
taku, Ze ma odpoved na Iubovolny tah supera. Teda to, ¢o kaze stratégia hracovi urobit, zalezi prave na poslednom
tahu stpera. Ked hra¢ bude mat odpoved na lubovolny tah, nemoéze sa mu stat, Ze prehra (pretoze tato odpoved je
tah, ktory vie vykonat). Tato stratégia obvykle urobi tah, ktory je nejakym spoésobom symetricky voci tahu stpera,
je nejakym jeho odzrkadlenim.

Pri tabulke #n x n sa pontka hrat na policko, ktoré je stredovo simerné s polickom, na ktoré hral super. Toto ma
ta pekna vlastnost, Ze ak je policko A zviazané s polickom B, tak aj policko B je zviazané s polickom A.

Ak je n neparne, tak existuje stredné policko, ktoré je simerné samé so sebou, pri parnom # ziadne také policko
neexistuje. Rozli$ime teda pripady podla parity .

Parny rozmer tabulky

Stratégia pre parne n je pomerne jednoducha. Hrac zahra také isté ¢islo ako hra¢ pred nim, ale na stredovo su-
merné policko. Bude to teda vitazna stratégia pre druhého (nezacinajiceho) hraca. Potrebujeme vsak ukazat, ze
takyto tah je vzdy platny (podla pravidiel).

Pred tahom prvého hraca je tabulka vzdy stredovo simernd, ¢o sa volnych policok aj ¢isel tyka. Na zaciatku pri
prazdnej tabulke to plati, potom vzdy prvy hra¢ zaplni nejaké policko, ktorého stredovo sumerné policko nie je
zaplnené (ak by bolo, bolo by aj vybrané policko uz plné). Druhy hra¢ nasledne zaplni s nim stredovo simerné
policko (ktoré je jednoznacéne urcené) rovnakym cislom a tabulka je opét stredovo simerna.

Toto ¢islo uréite moze byt druhym hra¢om umiestnené, pretoze ak by sa uz v danom riadku alebo stlpci vysky-
tovalo, zo symetrie tabulky sa muselo vyskytovat aj v stredovo simernom riadku, resp. stlpci, a teda by branilo
prvému hracovi zapisat ho.

Pritom druhy hra¢ nemodze byt zablokovany prave vykonanym tahom prvého, pretoze pri pairnom # je vzdy stre-
dovo simerny riadok aj stlpec iny nez pévodny, a teda tento tah ho nemal ako ovplyvnit.
Neparny rozmer tabulky

Nech n = 2k — 1 pre prirodzené ¢islo k. V tomto pripade ukazeme, Ze vyhra prvy hra¢. V prvom tahu zahra ¢islo
k na prostredné policko (nemajtce stredovo simernu dvojicu). V kazdom dal$om tahu odzrkadli zapisanie ¢isla
i druhym hracom tak, ze zapiSe ¢islo 2k — i na stredovo sumerné policko.

Pred tahom druhého hraca plati, ze na kazdej dvojici stredovo simernych poli¢ok su bud ¢isla so st¢tom 2k = n+1,
alebo su obe prazdne (plati to aj pre stredové policko, pretoze k + k = 2k). Pred jeho prvym tahom to naozaj plati.
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Potom vzdy druhy hrac zapise ¢islo i na nejaké policko, ktorého stredovo simerna dvojica je volna a prvy hrac ju
doplni ¢islom 2k — i, ¢im uvedena vlastnost plati opiat (podobne ako pri pairnom rozmere).

Ak by prvy hra¢ nemohol umiestnif ¢islo 2k — i, znamenalo by to, Ze uz ¢islo 2k — i v danom riadku, resp. stlpci
je. To by znamenalo, Ze v stredovo sumernom riadku, resp. stlpci uz je (na s nim simernom poli¢ku) ¢&islo i,
a teda ani druhy hra¢ nemohol zahrat i na zvolené policko. Jedind moznost, kedy by tato argumentdcia neplatila,
je, ak prvého hraca blokuje prave vykonany tah druhého hraca. Na to by sa ale museli ¢isla i a 2k — i rovnat (aby
sa blokovali) a po aplikovani stredovej simernosti by muselo ist stale o ten isty riadok/stlpec, ¢ize by muselo ist
o ¢islo i = k v prostrednom riadku alebo stlpci. To sme tam uz ale doplnili v §pecidlnom prvom tahu, takze ho
nemohol prave zahrat druhy hrac. Prvy hrac tak naozaj moze urobit svoj simerny tah.

Pre parne n ma teda vitaznu stratégiu druhy hra¢ - Bezzuby a pre neparne » prvy hrac - jezibabka.

2.8 Kradnete Mi Sukromie!

Zadanie. JeZibabku drdZdilo, Ze si turisti chodia obzerat, fotografovat a hlavne objedat jej skromnii chaliipku, preto
sa rozhodla pouZit zvysné XXL pelendreky a oznacit nimi hranice svojho pozemku. Samozrejme, kedZe les prakticky
nikomu nepatril, cheela si ohradit ¢o najvicsiu plochu.

Jezibabka postavila plot do tvaru lichobeznika s dlzkami strdn 3, 3, 3, k, kde k je redlne cislo. Aky najvicsi obsah
moze jej pozemok mat?
RieSenie. opravuju Soso (jakub.sosovicka@trojsten.sk) a Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)

Najskor sa zamyslime, ktoré zo stran bude mat dlzku k a ktoré strany budd mat dlzku 3. Sta¢i overit 2 pripady:

1. Pokial by obe rovnobezné strany mali dizku 3, tak lichobeznik uz nutne musi byt zaroven rovnobeznik (dokonca
kosostvorec, kedze ma 3 rovnako dlhé strany). Jeho vyska ma velkost najviac 3, teda najvacsi mozny obsah je
3 -3 =9 (tento pripad nastava, ked je stvoruholnik §tvorcom).

2. Zostal nam este druhy pripad, kedy je strana s dlzkou k jednou zo zékladni lichobeznika. Obe ramena maju
velkost 3, teda lichobeznik je rovnoramenny. Potrebujeme si najskor zratat vysku lichobeznika. Ta vieme dostat
z Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku, ktorého prepona je rameno lichobeznika a vyska je jeho odvesna:

vE=3%2— (%)2 (plati aj ak k < 3). Potrebujeme maximalizovat obsah lichobeznika, teda vyraz

_(k+3)-v
2

S

KedZe je obsah nezaporny, mézeme maximalizovat 45? (robime to, aby sme vo vyraze nemali odmocniny po do-
sadeni za v a aby sme sa zbavili menovatela). Dosadime za vy$ku a maximalizujeme vyraz

48? = (k+3)° (9— (1“73)2)
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Nech x = k + 3. Vyraz sa upravi na

4 =g O
4 b

168* = x*(36 — (x— 6)%),

168% = 12x° — x*.

Po tipravach sme dostali celkom pekny vyraz, ktory potrebujeme maximalizovat. Co s tym dalej? Uplne najjed-
noduchsie je vyraz zderivovat a polozit rovny 0, ¢im najdeme vsetky lokalne extrémy, overime ich a jeden z nich
bude nasim hladanym x. M6zme ale zvolit aj viac stredoskolsku cestu. Pokial vieme, pre ktort hodnotu bude vyraz
maximalny (tipnut si td hodnotu vieme bez dokazu napriklad pomocou nejakého programu alebo nakreslenim
funkcie), mdzeme to vyuzit. Tipneme si, ze maximum nadobuda vyraz pre x = 9 a vyraz je vtedy rovny 37. Staci
teda ukazat, Ze polynom x* — 12x3 + 37 je vzdy nezaporny. Vieme, Ze x = 9 je koren polynému. Rozlozime dalej
polyném na

xt = 12x° + 37 = (x = 9)*(x* + 6x + 27).

Vidime, ze pravé zitvorka je vzdy kladna ((x — 3)? + 18), teda aj cely vyraz bude nezaporny a nulovy bude prave
pre x = 9. Preto vyraz 165? = 12x* — x* nadobida maximum pre x = 9 a to isté musi preto splhat aj vyraz S. Preto

maximalny je obsah pri x = 9, teda k = 6. Potom uz Iahko dopoc¢itame, Ze obsah bude rovny #.

2.9 Kolaudacka, Miestami Sranda

Zadanie. Pdrty bola v plnom priide, malinovky a detsky punc tiekli potokom, ked Bezzuby vyrukoval s perfektnym
ndpadom - noc je mlada a vsetci okrem jezibabky tiez, preco sa nezabavit nejakou skvelou matematickou tilohou?
Dedincania opiti levandulovym sirupom sa ani nenazdali a uz im cukrovou polevou pisal zadanie na stenu.

Dve kruznice k, | s danymi stredmi A, C a rovnakym polomerom r sa zvonku dotykajii v bode B. Ndjdite vsetky body
D e I také, Ze dotycnica l v bode D pretina k v bodoch E, F a plati |DE| = |EF|.

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Najprv spomenme pripad, kedy D = B. Vtedy je dana doty¢nica spolo¢na pre obe kruznice, a tak E = F = B, kedy
plati |EF| = 0 = |DE|. Dalej sa uz budeme zaoberat iba pripadom, kedy D # B.

Zac¢nime s analyzou vyslednej situdcie. Z tej sa dozvieme, ¢o od bodov o¢akavame, a teda aj ako ich najdeme/zos-
trojime.

Ako prvé ozna¢me b spolo¢nu doty¢nicu k, [ prechadzajicu bodom B a ozna¢me X jej priese¢nik s priamkou DE.
Ak sa nam podari najst bod X, lahko z neho zostrojime doty¢nicu k I, aby sme nasli D.
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Skusme teda zistit nieco viac o bode X. Vieme, ze XB aj XD su doty¢nice ku kruznici /, takze tsecky XB a XD su
rovnako dlhé. Ked ozna¢ime |DE| = |EF| = d a |EX| = x, dostaneme |XB| = |XD| = d — x. Teraz sa zameriame na
kruznicu k a vyuzijeme mocnost bodu X. Bod B je bod dotyku a E, F st priese¢niky k s priamkou XD. Plati teda
|XB|?* = |XE| - |XF|. Vyjadrenie pomocou x a d ddva rovnicu

(d-x)*=x-(d+x),
& = 2dx + x* = dx + x2,

odkial lahko dopocitame d = 3x. (Alebo d = 0, ¢o by opit viedlo na pripad D = B.)

Vidime, Ze X sa nachadza v tretine isecky ED, no to ndm nepomaha, kedZe ani body E a D na zaciatku nepozname.
Priamku b zostrojit vieme, no potrebovali by sme skor vzdialenost od niektorého z bodov A, B, C. Tu sa nam zide
pozorovanie, Ze trojuholnik ACX je rovnoramenny so zdkladnou AC. Priamka b je ako doty¢nica kolma na AB aj
BC. Navyse |AB| = |BC| = r podla zadania, takze bod X lezi na osi AC.
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Oznaé¢me a = |<ACX| = |< CAX|. KedzZe |XB| = |XD| = 2x, |CB| = |CD| = r a tsecka CX je spolo¢nd pre troju-
holniky BCX a DCX, su tieto trojuholniky zhodné. Takze plati | < DCX| = a. Navyse su spominané trojuholniky
pravouhlé, s pravym uhlom pri vrchole B, resp. D. Vdaka Télesovej vete vieme, Ze body B, C, D, X lezia na kruznici.
Veta o obvodovych uhloch nam dava

| <XDB| = |<«XCB| = a = |<XCD| = | < XBD|.

Trojuholnik BDX je teda rovhoramenny so zékladnou DB. Pri zdkladni ma navySe uhol «, rovnako ako trojuholnik
ACX. Tieto trojuhoniky st teda podobné podla vety uu.

Vieme, e |AC| = 2r, |XB| = |XD| = 2x. My z tychto dlzok pozname len polomer kruznic r, chceli by sme vak
dostat x, alebo aspon |AX|. Potom by sme vedeli zostrojit bod X a nésledne by sme nasli aj D. Potrebujeme teda
zistit nieco viac o pomeroch stran v tychto podobnych trojuholnikoch.

Vyuzime teraz fakt, Ze B je stredom sumernosti kruznic k a I. Ak A, stred kruZznice k, zobrazime v tejto stredove;j
sumernosti, dostaneme bod C. Na zobrazenie celej kruznice k nam staci zo stredu C spravit kruznicu s rovnakym
polomerom. To je prave kruznica I. Vo vSeobecnosti, ak mame dve dotykajtce sa kruznice, ich bod dotyku bude
stredom rovnolahlosti tychto dvoch kruznic. Tento fakt sa Vam moze zist aj v inych ulohach. Kedze k a [ st
zhodné, miesto rovnolahlosti dostaneme stredovti simernost.

Predizme teraz tsecku BD na priamku a ozna¢me G jej druhy priese¢nik s k. Vdaka stredovej simernosti plati
|BG| = |BD|. V trojuholniku FGD je tak dsecka EB strednou prieckou. TakZe je rovnobeznd so zdkladhou FG. Stvo-
ruholnik FGBE je teda tetivovy lichobeznik a taky lichobeznik musi byt rovhoramenny. (Vieme vyuzit napriklad
fakt, ze protilahlé uhly v tetivovom $tvoruholniku maju sucet 180°.)

Zistujeme teda, Ze |BG| = |EF| = 3x. To znamena, Ze aj |[BD| = 3x. V trojuholniku BDX je teda pomer ramena
ku zakladni 2x : 3x = 2 : 3 a ten musi byt rovnaky ako v trojuholniku ACX. Plati teda

2
|AX| = =JAC| = = - 2r = =
3 3
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2X

3x

Teraz uz vieme ndjst bod X, a teda aj D. Najprv zostrojime priamku b - os usecky AC. Nasledne usecku BC
s dizkou r rozdelime na tretiny', ¢im dostaneme nejaky bod Y, pre ktory [AY| = 3. Kruznica so stredom v bode
A a polomerom AY pretne b v dvoch bodoch, ¢o st dve moznosti pre bod X - X; a X,. KedZe |XB| = |XD]|, sta¢i
nam spravit kruznice so stredmi v X;, X, a polomermi X, B, X, B a dostaneme dve mozné pozicie bodu D.

2.10 Kiezby Mali Sucit

Zadanie. Jedly plot z XXL pelendrekov akosi nedokdzal udrzat ten ndpor cukruchtivych banditov, preto prisla zufala
jezibabka s ndpadom dvier na kéd a systémom bezpecnostnych kamier, ktoré by zaznamenali votrelca a ostrelovali
ho tureckym zelé. Celé veky sa nikto do domceka nedostal, az kym si dvaja suirodenci bez omrvinky sticitu so starsou
paniou netipli odpoved spravne. A pritom si dal Bezzuby tak zdleZat.

!"Toto je znamy postup, ale pre istotu: Narysujeme si priamku cez bod B réznu od BC a na fiu nanesieme trikrat rovnakd dizku.
Dostaneme body By, B,, B;. Rovnobezka s B;C prechadzajica cez B; pretne BC v tretine.
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. v 7 3y v/ s v n 7 v v v i
Definujme nekonecnii postupnost ¢isel (a,) ey takil, Ze ay =2 a a,y; = (1 + %) -a,. Dokdzte, ze pre nekonecne vela
hodnét n je vyraz

alaz.. .aﬂ
n+1
Stvorcom celého Cisla.

Riesenie. opravuje Pedro (peter.sukenik@trojsten.sk)

Prvy krok riesenia tejto ulohy je celkom zrejmy a jednoduchy - potrebujeme vyjadrit, ¢comu sa vlastne sucin
a,a,--a, rovna. Za¢neme vypocitanim hodnoty a,,:
nnfl nn—l (1’! _ 1)n—2 nnfl (I’l _ 1)n72 32 2
= a,-1 = Ay = o+ =
(n-1)1"" (n-1)m L (n-2)2 " (n-1)"1(n-2)2 221

an

Vsimnime si, ze v dvoch susednych zlomkoch sa menovatel prvého zlomku rovna ¢itatefu druhého, az na to, ze
nnfl

menovatel ma o jeden vys$iu mocninu. Teda sa nam toho vela vyskrta a nie je tazké vidiet, ze a, = ﬁ Teraz uz
vieme jednoducho vypocitat spominany sucin.

n znnn—l(n_ 1)11—2__,21

Q"" T (n-Dl(n-2)L1l”

Opit si vieme v§imnut, ako sa nam isté Casti tohto vyrazu poskrtaju. V menovateli sa ¢islo n — i nachadza v i
faktoridloch. V ¢itateli je ¢islo n— i umocnené na (n — 1 —i)-tu mocninu. Preto dokopy bude ¢islo 7 — i umocnené
na (n — 1 - 2i)-tu mocninu a dostdvame

n

H a; = znnnfl(n _ 1)1173(” _ z)n—Su_357n23fnllfn.

i=1

Clovek by si pri pohlade na tento vyraz mohol povedat, Ze pravdepodobne nebude rovny celému ¢islu, lebo isto
bude existovat nejaké prvocislo p, ktoré v tomto vyraze bude mat zdporni mocninu. Ukazeme si vSak, Ze to nie
je pravda a ze vsetky prvocisla, ktoré sa vyskytuju v tomto vyraze maji nezapornu mocninu. Najprv si doka-
zeme pomocné tvrdenie, ktoré nam pomdze s argumentaciou pre prvocisla. Stvisiace tvrdenie si sformulujeme
ako samostatnu lemmu.

Lemma: Pre lubovolné prirodzené k je sucet mocnin prislichajicich ndsobkom kvo vyraze V := n"~!(n—-1)"3(n-
2)1=5...357123-111-" nezgporny.

Dékaz: Ozna¢me m = | % |. Chceme ukdzat, ze ).1",[2ik— (n+1)], o je presne rovnd su¢tu mocnin prislichajicich
nasobkom k vo vyraze V, je nezaporna. Toto sa da vyuzitim vzorca na sticet prvych m prirodzenych ¢isel fahko
prepisat ako m(m+1)k—m(n+1) > 0. Po vydeleni m a prehddzani dostdvame ekvivalentné mk > n—k+1, ¢o plati
priamo z definicie dolnej celej ¢asti. Tymto je dokaz lemmy hotovy a mdzeme pokracovat so zvyskom dokazu.

S touto lemmou je uz dokaz pre vseobecné prvocislo jednoduchy. Uvazujme najprv k = p. Potom sucet véetkych
prvych mocnin prvocisla p vramci nasho vyrazu je nezaporny. Ak teraz vyluc¢ime prvé mocniny p, moZeme teraz
polozit k = p* a dostaneme, Ze sucet vSetkych druhych mocnin prvocisla p, ktoré este nie st zardtané medzi prvymi
mocninami, je tieZ nezaporny. Takto pokracujeme, az kym prislusnd mocnina p neprekroci n. S¢itanim prvych,

Yyv7s

druhych a vys$sich mocnin p dostaneme, ze jeho celkova mocnina v nasom vyraze je nezapornd a teda nas vyraz

7 w7

(pred vydelenim # + 1) je urcite celé ¢islo.
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@@ Riesenia 2. kola zimnej Casti

Na zaver uz len staci zvolit n vhodne tak, aby ndm delenie #n + 1 nepokazilo celistvost nasho vyrazu a aby dany
vyraz bol $tvorec. Ak n je nepéarne, potom vsetky n — 1 — 2i su parne a teda vyraz bude $tvorec ak 2"/(n + 1)
je $tvorec. Najjednoduchsie rieSenie je teda zvolit n = 25 — 1, kde k je (dostato¢ne velké) neparne &islo. Potom
o¢ividne 2"/(n + 1) je parna a kladnd mocnina dvojky a zvy$ny vyraz je tieZ §tvorcom celého ¢isla. Nakolko
takychto neparnych k si moézeme zvolit nekonecne vela, sme hotovi.
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