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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kniezatstvo Metod Spravoval (x < 0)

Zadanie. A cisdr Michal riekol: ,,Metod, si clovek bystry a vzdelany, bez ta, niekde severne od Soliina, spravovat
slovanské knieZatstvo.” A Metod sa tam vybral. Za svojej viddy sa vsak stretol s mnozstvom zmidtkov a chaosu
a pochopil, Ze nechce svoju dusu zmdcat v tejto svetskej temnote. Preto pri prvej prileZitosti zdiichol. Vybral sa do
klastora na Olympe, kde sa s vervou odddval mnisskym radostiam a stidiu.

Studoval napriklad 4-ciferné ¢isla A = 2X83, B = 19Y6, C = 29X6, D = 1Y54." Urcte vietky dvojice cifier (X, Y)
tak, aby ¢isla A + B a C — D boli obe delitelné deviatimi.

Riesenie. opravuje MiSo M. (michal.molnar@trojsten.sk)

Ako prvé si vS§imnime, ze jednotlivé ¢isla si vieme napisat ako A = 2083+100X, B = 1906+10Y, C = 2906+10X, D =
1054 + 100Y. Takyto zapis ndm zjednodusi pracu s X a Y. Cisla, ktoré maja byt ndsobkami 9 st teraz v tvaroch

A+ B =3989 + 100X + 10Y,

C-D=1852+ 10X -100Y.

Ako mame teda zvolit X a Y, aby sme dostali nasobky 9? Ked sa pozrieme na zvysky po deleni, zistime, ze A + B
déva zvysok 2 + 100X + 10Y, kym C — D dava 7 + 10X — 100Y. Dalsie zjednodusenie pride, ked si v§imneme, ze
100X = 99X + X, takze 100X ma zvy$ok X po deleni 9. Podobne zistime aj, Ze 10Y ma zvy$ok Y (10Y = 9Y+Y), 10X
ma zvy$ok X a 100Y ma zvy$ok Y. Tym dostaneme podmienku zo zadaniu upravenu do ekvivalentného tvaru, Ze
2+X+Ya7+X-Ysunasobky 9.

Teraz vieme vyuzit, ze X a Y su cifry. V takom pripade je 2 + X + Y najmenej 2 a najviac 20, z ¢oho iba 9 a 18 su
nasobky 9. Takze X + Y = 7 alebo X + Y = 16. Vyraz 7 + X — Y je najmenej —2 a najviac 16, pricom nasobky 9 su
len 0 a 9. Teda navySe musi platit, ze X — Y = -7 alebo X — Y = 2.

Dalej mame dve moznosti, ako postupovat. V prvej vypocitame jednotlivé stistavy rovnic. Vieme, zZebud X = Y-7
alebo X = Y + 2. Ked dosadime prvii moznost do rovnic pre X + Y dostaneme Y — 7 + Y = 7, odkial polahky
dopocitame Y = 7, takze X = 7 — 7 = 0. Z druhej rovnice pre X + Y by sme dostali Y -7 + Y = 16, odkial nam
vyjde Y = 11,5, ¢o nie je celé ¢islo. Naopak dosadenim X = Y + 2 nam vyjde v pripade X + Y = 7,ze Y = 2,5, ¢o
nevyhovuje, v pripade X + Y = 16 dostaneme Y = 7 a teda X = 9.

Druha moznost postupu je vSimnut si, Ze ak su ¢isla 2 + X + Ya 7 + X — Y nasobky 9, tak je aj ich sucet nasobkom
9. To znamena, Ze vyhovovat budu len tie X a Y, pre ktoré je

Q2+X+Y)+(7+X-Y)=9+2X

12X83 znadi &islo zlozené z cifier 2, X, 8,3 v danom poradi.
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nasobkom 9. Odtial uz lahko vidime, Ze X = 0 alebo X = 9. Z rovnic potom vypocitame uzlen Y = 7 — X alebo
Y =16 — X. Pre X = 0 dostaneme bud Y = 7 alebo Y = 16, pre X = 9 dostaneme Y = -2 alebo Y = 7. V oboch
pripadoch je cifra len 7, takZe to bude na$ Y. Mali by sme este overit, Ze spihame rovnice pre rozdiel. Lahko
vidime, Ze0-7=-7a9 -7 =2.

Odpoved: Spravne dvojice (X, Y) su (0,7) a (9,7).

1.2 Krasavice Miestne Striehnu (x < 0)

Zadanie. Medzitym jeho mladsi brat Konstantin (odvodené od slova konstanta) dostal prileZitost vybrat si svoju
nastavajiicu. Miestne krdsavice sa nachddzali vo vezi. Konstantinovi viak padla do oka jedna, na samom vrchu
veze.

Veza pokusenia ma 4 poschodia. Prvé, druhé a tretie poschodie tvoria kocku 3 x 3 x 3 tak, Ze sa kazdé poschodie je
tvorené 9 miestnostami. Stvrté poschodie je tvorené len jednou miestnostou uprostred, v ktorej éakd Konstantinova
vyvolend. Do policok druhého a tretieho poschodia veze diabol umiestnil dokopy najviac 8 dievcin tak, Ze Ziadne
dve nie sti v rovnakej miestnosti a na druhom poschodi Ziadne dve nie sii ani v stenou susediacich miestnostiach.
Konstantin je na prvom poschodi a snazi sa dostat k svojej vyvolenej tak, aby nestretol inti diev¢inu.’ Konstantin sa vie
pozriet do lubovolnej miestnosti, ktord susedi vrcholom®, hranou alebo stenou s miestnostou, kde sa prave nachddza,
¢im zisti, ¢i v danej miestnosti je dievéina. Avsak takéto pozretie ho stoji 1 drahocenny Elixir bystrozrakosti. Okrem
toho sa Konstantin vie (zadarmo) presuniit do lubovolnej miestnosti, do ktorej sa dokdze aj pozriet. Kolko najmenej
Elixirov bystrozrakosti si musi Konstantin zobrat, aby sa s urcitostou vedel vyhnut vsetkym dievéinam a stastlivo
sa dostal k svojej vyvolenej?

Riesenie. opravuje Mati (matus.zelko@trojsten.sk)

Chceme ukazat 2 veci. Najprv chceme ukazat, ze Konstantin potrebuje aspon 9 elixirov bystrozrakosti a potom,
ze za pouzitia 9 elixirov sa uz k svojej vyvolenej dostane.

Predpokladajme, Ze diabol rozmiestni vietky dievciny do tretieho poschodia veze, to vSak Konstantin nevie. Nech
si Konstantin zvoli lubovolnu stratégiu, musi vojst do druhého poschodia. Ak si zvoli lubovolné poli¢ko, musi po-
uzit aspon 1 elixir bystrozrakosti, lebo existuje rozdelenie dievéin, v ktorom na fiom je dievéina. Dalej sa Konstan-
tin bude musiet pozriet do tretieho poschodia veze. Nech si zvoli lubovolné poradie policok tretieho poschodia,
existuje také rozdelenie diev¢in, Ze bude musiet pouzit 8 elixirov, kym zisti, Ze az na tom poslednom diev¢ina nie
je. Potrebuje teda aspon 9 elixirov.

Na 9 elixirov sa mu uz podari dostat k svojej vyvolenej. Najprv sa pozrie, za 1 elixir, do stredného policka druhého
poschodia.

1. Ak tam nie je diev¢ina, tak don postupi. Z tohoto policka sa vie pozriet na lubovolné policko tretieho
poschodia. Postupne sa na ne bude pozerat. V pripade, ze do 8 pozreti narazi na policko, kde nie je diev¢ina,
tak nan moze postuipit a z neho postupit na §tvrté poschodie k svojej vyvolenej. V pripade, Ze sa pozrie 8-
krat a vzdy uvidi diev¢inu, tak sa mu podarilo ndjst diev¢iny vsetky a s kludom v srdci moze postupit na
posledné policko tretieho poschodia, na ktoré sa nepozrel. Z neho postupi na $tvrté poschodie. Stalo ho to
maximalne 9 elixirov.

2V stropom susediacej miestnosti viak diev¢ina byt moze.
3Teda aby nevstupil do miestnosti, v ktorej je ina dievcina.
* Ano, naozaj aj vrcholom. Konstantin je zrejme bezrozmerny.
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2. V pripade, Ze v strednom policku druhého poschodia bola dievcina, tak vieme, Ze na 4 susednych polickach
nie je. Medzi tymito polickami teda vieme volne chodit. Nemusime na to uz pouzivat ziaden elixir. Tieto
policka ndm umoznuju sa pozriet na vsetky policka tretiecho poschodia. Konstantin sa na ne bude v Iu-
bovolnom poradi pozerat. Pokial pocas prvych 7 pozreti narazi na poli¢ko bez diev¢iny, tak nan postupi
a z neho potom na $tvrté poschodie. Pokial nie, tak s kludom moze postupit na lubovolné z ostavajticich
dvoch policok, diev¢iny uz videl vietky a teda ani na jednom byt nemdze. V tomto pripade mu staci iba 8
elixirov a o posledny sa moze podelit so svojou vyvolenou. Spolu médzu z veze pozorovat oblaciky.

1.3 Konstantinova Muadrost — Sofia (x < 1)

Zadanie. Udychany Konstantin sa dostal na tretie poschodie, kde stretol svoju vyvolenii. ,,Aké jest meno tvoje, ldska
srdca mojho?* opytal sa Konstantin. Sofia povedala .,Sofia, to jest miidrost.” Konstantin k nej natiahol ruku, nezne
ju pohladil po tvdri a pobozkal ju na pery. Vtom sa rozozvucal anjelsky chordl, Konstantina oslepilo nekonecné svetlo
bozskej Ziary a v jeho rukdch sa Sofia premenila na Knihu mudrosti. Konstantin pochopil toto boZské znamenie.
A tak sa pustil do studia Homéra, dialektiky, nauky filozofickej, rétoriky, aritmetiky, astronomie, muziky, astrologie,
teolégie, germanistiky, lingvistiky, indoldgie, prava, alchymie, histologie, mechaniky, astrofyziky, botaniky, logopé-
die, fyziologie, politologie, kaligrafie, robotiky, kybernetiky, didaktiky, herectva, analyzy, aerodynamiky, akustiky,
kognitivnej psycholdgie, genetiky, teatrologie, surdopédie, syntaxy, algebry, endokrinoldgie, futuroldgie, ikonografie,
chirurgie, byzantologie, bohemistiky, sexuoldgie, slovakoldgie, ekologie, klimatoldgie, oologie, mineraldgie, ekonomie,
pedolégie 1., pedologie I1., ufoldgie, ...

... a geometrie. Majme vseobecny trojuholnik ABC s plochou x. V kazdom kroku moZeme presuniit iba jeden bod
(ostatné 2 ostdvaju na svojom mieste) tak, Ze obsah trojuholnika sa nezmeni. Vieme postupnostou tychto krokov
presuntit vrcholy ndsho trojuholnika do lubovolnej trojice bodov D, E, F takej, Ze obsah trojuholnika DEF je x?

Rie$enie. opravuje Filip (filip.kotoc@trojsten.sk)
Povedzme, Ze chceme presunit bod A do bodu D, B do E a C do F. Ukazeme si, ze sa to da.

Ako prvé sa zamyslime, ¢o za operaciu to moézeme v kazdom kroku spravit. Povedzme, ze v trojuholniku ABC
chceme presunit bod A. Kam ho vieme dostat? Znamy vzorcéek na vypocet obsahu trojuholnika nam povie, Ze aby
sa nezmenil obsah, nemdze sa zmenit ani vyska na stranu BC. Teda bod A vieme presuntt kamkolvek na jednu
z priamok rovnobeznych s BC, ktoré su rovnako vzdialené od BC ako bod A (na obrazku modrou).

Nase pozorovanie by sme teraz chceli vyuzit na to, aby sme (v niekolkych krokoch) premiestnili bod A do bodu
D. Ak je bod D rovnako vzdialeny od BC ako bod A, tak je to jednoduché, sta¢i nam jedno presunutie. Ak to tak
ale nie je, upravime si najskor vhodne stranu BC. Najjednoduchsie to asi bude spravit tak, aby bola rovnobezna
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s priamkou AD. To mozZeme zrealizovat napriklad tak, Ze bod B presunieme po rovnobezke s AC, aby platilo
BC || AD. Teraz uz lahko presunieme A na D.

Zamyslime sa ale este, ¢i tento postup mdze niekedy zlyhat. Zlyhal by iba ak by sme nevedeli B presunit tak, aby
BC || AD. Rozmyslite si, Ze to nastava prave vtedy, ked AC || AD, ¢ize ked body A, C a D leZia na jednej priamke.
V takom pripade najskor presunieme bod A kamkolvek mimo priamky CD. To urcite vzdy ide, kedze priamka
AC (totoznd s priamkou CD) je vzdy r6znobezna s priamkou BC (Iebo ABC je trojuholnik). Néasledne uz mézeme
presunut bod B.

Uspesne sme sa teda dostali do stavu, ze bod A je v bode D a idedlne by sme nim uz nechceli hybat. Sktisme teraz
presunut B do E. Spravime to velmi podobne ako pri prestivani A do D. Ak to ide hned, super. Ak nie, najskor
sa uistime, Ze bod B nelezi na priamke AE (ak lezi, tak ho presunieme inam) a potom presunieme bod C tak, aby
platilo AC || BE. Nakoniec presunieme B do E.

Mame teda A = D a B = E, a kedZe trojuholniky ABC a DEF maja rovnaky obsah, tak uz urcite vieme presunut
bod Cdo F.

1.4 Krestania Majstrami Sveta («x < 2)

Zadanie. Roku 860 prisla za cisairom Michalom vyprava Chazarov. Ti sa rozhodli toho roku usporiadat Majstrovstva
sveta v ndboZenstve. Michal mal teda vyslat Byzantski: reprezentdciu, ktord by v Chersone vyzvala Zidov a Saracé-
nov na stiboj vo viere. Michal teda poslal po vyuceného Konstantina Filozofa, aby s jeho bratom Metodom priniesli
vitazstvo Byzancii a krestanstvu. Tam v suboji recnikov zurocil Konstantin vedomosti, ktoré nadobudol svojim sti-
diom.

Konstantin riekol: ,,Budiz n ¢islo kladné celé a nech a(n) znadi ¢isla n sucin ciferny.
1. Najprv treba ukdzati®, Ze a(n) < n.
2. Potom treba riesenia rovnice n*> — 17n + 56 = a(n) ndjditi.*

RieSenie. opravuju Dzavo (adam.dzavoronok@trojsten.sk) a Nata (natalia.cigasova@trojsten.sk)

Cast' 1

Pri dokazovani nerovnosti je vidy potrebné vhodne odhadnut zdola ¢i zhora jej aktérov. Zoberme si preto k-
ciferné ¢&islo n = ¢...c;¢;. Jeho ciferny sicin je potom rovny a(n) = cxci_y-+-coc;. Kedze ¢y, ¢, ...ck st cifry, tak
vieme o nich, Ze st nanajvys rovné 9. Teda vieme zhora odhadnut a(n) < 9. Nam sa avSak zide trochu lepsi
odhad ciferného stcinu a to a(n) < 9% ¢, lebo si vieme pov§imnut, ze plati n > 105~1¢; (zaokruhlili sme ¢islo 7,
aby malo az na jednu cifru vsetky ostatné 0), ¢im sme »n odhadli zdola. Takyto odhad sa nam zide, kedZe trividlne
plati pre kladné celé ¢&isla k, Ze 105"1¢; > 9%1¢;. Ak dame vSetky spomenuté odhady dokopy, dostavame

n>10"1¢ > 95 1¢ > a(n),

¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat.

Sukazat
®najst
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Cast 2

KedZe ciferny sucin ¢isla ndam vela o hodnote samotného &isla nepovie (napr. a(10003) < a(5)) tak sa ndm ponuka
vyuzit odhad z casti 1, ktory nam da nerovnost

n*—17n+56 = a(n) < n.

Tuto nerovnost si vieme lahko nasledovne upravit na su¢inovy tvar n> — 18n + 56 = (n—4)(n - 14) < 0, z ktorého
vidime, Ze ju splfaju ¢isla z intervalu (4, 14). KedZe riesime nad kladnymi celymi &islami, staéi nam uz len overit,
ktoré z kladnych celych rieSeni nerovnosti je rieSenim aj povodnej rovnice. Urychlit toto ski$anie ndm pomodzu
pozorovania, Ze pre jednociferné ¢isla od 4 po 9 je a(n) = n, ¢im ziskame rovnicu n>—17n+56 = n, ktorej vyhovuju
prave 4 a 14, pricom prave 4 je jednociferné vo vysetrovanom intervale. Pre skimané dvojciferné ¢isla od 10 po
14 plati a(n) = n— 10 (ciferny sucin sa rovnd cifre na mieste jednotiek, lebo cifra na mieste desiatok je 1), ¢o ndm
da rovnicu n? — 17n + 56 = n — 10, ktora av§ak nema celo¢iselné riesenie. Jedinym rieSenim je n = 4.

1.5 Klamstva Moravu Sprostime (x < 6)

Zadanie. Zakrdtko knieZa Rastislav vyslal za cisairom Michalom poslov so spravou: .My Slovieni viak sme lud
prosty a nemdme toho, kto by nds viedol k pravde a jej zmysel ndam vyloZil. Nuz, vzneseny/-d pane/pani, poslite
takého muza/Zenu (nehodiace sa preskrtnite), ktory/-d nam zariadi vSecku spravodlivost.” Cisdr Michal povedal
Konstantinovi, ktory sa prave vrdtil z Chersonu so zlatou medailou na krku: ,,Cujes, filozof, éo vravi? Iny to nemoéze
vykonat, leda ty. Hla, tu mds hojné dary, vezmi si svojho brata Metoda a beZ. Vy obaja ste Solunianci a Soltitianci
vSetci hovoria Cisto slovansky.*

Potom sa Konstantinovi zjavil Boh a riekol: ,Budiz a a k celé kladné Cisla také, Ze a® +k deliace sii¢in (a—1)-a-(a+1)
jest. Dokdzte, ze k > a.“

Konstantin s Metodom sa neodvazovali oponovat ani Bohu, ani cisdrovi a vybrali sa na Velkii Moravu.
RieSenie. opravuje Michal Stanik (michal.stanik@trojsten.sk)

Ked si rozndsobime uvedeny sti¢in, vyjde z neho celkom pekny vyraz (a—1)-a- (a+ 1) = @® - a. Dalej sa chceme
zbavit vysokych mocnin, a kedze vieme, Ze a? + k | a(a? + k) = a® + ak, moZeme od seba pravé strany od¢itat a fava
strana bude stale delit ich rozdiel. Mame tak

a*+k|a’+ak-(a’-a)=ak+a=a(k+1).

Na oboch stranach delitelnosti mame zrejme kladné ¢isla. Ked jedno kladné ¢islo deli druhé, tak musi byt mensie
alebo rovné (vacsie ¢islo nemodze delit mensie)’. Preto mame
a*+k<ak+a,

a*—a<ak-k,

a(a—1)<k(a-1).

"Keby sme pripustali zaporné ¢&isla, vedeli by sme povedat, Ze absoltitna hodnota prvého je mensia alebo rovna absolttnej hodnote
druhého. Aj to len v pripade, Ze druhé ¢islo nie je nula, pretoze nulu deli vsetko.
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Ak a = 1, tak dokazované tvrdenie k > a plynie rovno z toho, Ze k je celé kladné ¢islo. V opa¢nom pripade a > 2
(tiez kladné celé), ¢ize mozeme vydelit vyrazom (a — 1) a nerovnost sa zachova: a < k. Ale to uz je presne to, ¢o
sme chceli dokazat, a uloha je tymto hotova.

Iné riesenie
Ak a = 1, pre vietky prirodzené k plati k > 1, ako sme popisali vyssie. Dalej nech a > 2 je Tubovolné, ale dalej
pevné prirodzené Cislo. Pre k = a plati

(a-1)a(a+1) _ (a-1)a(a+1) _ (a-1)a(a+1) _
a’+k at+a a(a+1)

a-—1.

Pre k = -1 (sice je mimo defini¢ného oboru k zo zadania, ale vyhodnotit vyraz mozeme) plati

(a-1)a(a+1) _ (a-1)a(a+1) _ (a-1)a(a+1) _
a’+k a?+(-1) (a-1)(a+1)

Teda a? + a aj a® — 1 su delitele (a — 1)a(a + 1) pre vietky a > 2.

Ak by mal byt a? + k delitel vyrazu (a — 1)a(a + 1) pre nejaké 0 < k < a, musel by byt podiel niekde medzi a — 1
a a. KedZe delenec (¢itatel) mame pevny, tak podiel musi byt vacsi ako pre a2 + a (delime a2 + k, ¢o je mensie ¢islo)
a mensi ako pre a? — 1 (delime a2 + k, ¢iZe va¢$im Cislom). V tomto intervale od a — 1 do a vSak nelezi Ziadne celé
lislo, a preto pre 0 < k < a nemdze a® + k delit (a — 1)a(a + 1) bezo zvysku.

1.6 Kodifikujeme Mluvu Slovanskua

Zadanie. Cestou na Velkii Moravu uvaZoval Konstantin nad metodolégiou edukdcie teoldgie v redlidch slovanskych.
Ako erudovany filozof po exorbitantnom elaborovani prisiel na meritérnu ideu a riekol: ,,Cuj, Metod, Slovanom
sa Bozie slovo lepsie uciti bude, pokial mu porozumiti schopni budu. Toz, pre jazyk slovansky, je potrebné pisma
vytvoriti, aby sme do jazyka ludu slovo BoZie mohli preloZiti.“ A Metod odvetil: ,,OK.*

Postup tvorby slovanského pisma vyuziva rozpisovanie. Pod rozpisanim postupnosti rozumieme nasledovnii ope-
rdciu: Danti postupnost prirodzenych Cisel (ay, ...,a,) nahradime postupnostou (1,2,...,a; — 1,a1,1,2,...,a; —
1,a5,1,2,...,a3s—1,as,...,1,2,...,a,— 1,a,), teda kazdy prvok p nahradime prvkami 1,2, ..., p. Konstantin si zobral
postupnost (1,2,...,9) a rozpisal ju n-krdt. Teraz ho zaujima vzhladom na n, kolko ¢isel bude v postupnosti a kolko
z nich sii jednotky. To mu umozni konstantovat, ¢i uz ide o pismo findlne.

Riesenie. opravuje Kubko (poljovkaj@gmail.com)

V rieeni tejto tlohy budeme vyuzivat kombindacie a kombinaéné ¢isla. Kombinac¢né ¢islo (Z) = #W nam hovori,
kolkymi spdsobmi vieme vybrat k prvkov z n prvkov (napriklad kolkymi sposobmi si vieme z n ziakov vybrat k,
ktorych posleme na sttaz). Ak si sa s kombina¢nymi ¢islami este nestretol/la, odporuc¢am zhliadnut nasledovné
video®.

Na tivod by som rozhodne odporucil, aby ste si rozmysleli, ako bude dana postupnost vyzerat po jednom, pripadne
dvoch rozpisaniach (¢o nam pomadze vybudovat si zakladnu intuiciu ohladom tlohy).

8https ://www.youtube.com/watch?v=awhaF8pYIwo
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Nazvime si postupnost vzniknuvsiu po # rozpisaniach ako n-tt generaciu ¢isel. Zamyslime sa teraz spolo¢ne nad
povodom lubovolného ¢isla v n-tej generacii. Nech pre lepsiu nazornost je to napr. ¢islo 5.

Vsimnime si, ze ¢islo 5 vzniklo bud rozpisanim iného ¢isla 5 z predoslej generacie, alebo rozpisanim nejakého
vacsieho cisla z predoslej generacie. Podme sa ale lepsie zamysliet nad celym ,,rodokmenom®.

Zoberme si nejaké ¢islo 5 z napr. 4. generacie. Ako mohla tato pétka vzniknut? Uvedomme si, Ze tato pitka
musi mat jednoznac¢ne dany ,,rodokmen’, napriklad 8 — 6 — 6 — 5 — 5. Tento zapis znamend, Ze nasa patka je
potomkom osmicky z nultej generacie, ktorej potomkom v prvej generdcii sa stala 6-ka, ktorej potomkom sa v dru-
hej generacii stala opdt 6-ka, potomkom ktorej bola 5-ka, z ktorej vznikla v $tvrtej generacii nasa 5-ka. V $tvrtej
generacii budeme mat potom tolko pitiek, kolko réznych rodokmenov vieme vytvorit.

Vsimnime si, Ze tento rodokmen je vzdy nerastuci (¢ize napriklad potomkom 3—ky uz nikdy nebude 4, ani ziadne
viacsie &islo).

A teraz na rad pride mensi trik. Uvedomme si, Ze [ubovolny rodokmen vieme jednoznac¢ne zakédovat pomocou
binarneho kédu. Napr. rodokmen 8 — 6 — 6 — 5 — 5 vieme zakddovat ako 10110010. Cifry 0 v tomto
kdde funguju ako oddelovac generacii. Cifry 1 funguju ako pokles hodnoty v predoslej generacii. Pocet jednotiek
na zadiatku nam teda v podstate iba uréi, od akého ¢isla chceme v nultej generdcii zacat. Cize v nagom pripade
v 0. generacii poklesneme jednotkou z 9 na 8, prejdeme nulou do 1. generacie, prostrednictvom dvoch jednotiek
znizime hodnotu o 2 na 6, nulou prejdeme do dalsej generacie, znova nulou prejdeme do dalsej generacie...Pre
lepsiu nazornost uvedieme zopar alternativnych pripadov:

9—-8—-8—6—>5=01001101,
7—7—7—7—5= 11000011,

9—-8—>7—6—>5=01010101.

Ako teda vyzeraju vsetky kody, ktorymi vieme v $tvrtej generacii ziskat ¢islo 52 KedZe z deviny musime poklesnut
na patku, v kdde potrebujeme 4 jednotky. No a kedze musime prejst z 0. generacie do 4., potrebujeme 4 jednotky.
Kazdy kéd obsahujuci 4 jednotky a 4 nuly potom jednoznacéne urcuje prave jednu patku zo 4. generdcie. A naopak,
kazdej pétke v $tvrtej generdcii vieme priradit prave jeden takyto kdd.

Celkovo bude teda v §tvrtej generacii tolko pétiek, kolko vieme takychto kddov vytvorit. Tieto kody maja 8 pozicii
a z nich si musime vybrat 4 pozicie, ktoré urc¢ime ako 0 (zvy$né budu 1). To mame spolu (2) = 70 moznosti (Cize
spolu 70 pitiek).

No a ked uz mame predstavu, ako to celé funguje, sta¢i nam uz iba nase Gvahy zovseobecnit. Druha podotazka
z ulohy sa nds pyta, kolko jednotiek budeme mat v n-tej generacii. A teraz sa skuste zamysliet sami! Ako budu
vyzerat kody, ktoré budeme obdobnym sposobom priradovat jednotkdm v n-tej generacii? No dobre, ja vam to
teda poviem...Tieto kody musia pozostavat z 8 jednotiek (musime poklesnitz 9 na 1) a n nul (prechadzame medzi
n generaciami).

A kolko takychto kédov vieme vytvorit? Kazdy kéd ma spolu # + 8 pozicii, pri¢om si potrebujeme vybrat 8, ktoré
ur¢ime ako jednotky (zvysné budu nuly). Dohromady teda mame (”;8) kodow.

Odpoved: Po n rozpisaniach budeme mat (";8) jednotiek.

kms@kms . sk 7 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola letnej casti @@@

Joooj, a teraz musime este pracne spocitat, kolko bude po n rozpisaniach vsetkych cisel...Alebo nemusime?! Ej
veru, v§imnime si, ze z kazdého ¢isla v n-tej generdcii vznikne v (n + 1)-vej generacii prdve jedna jednotka.
Vsetkych ¢isel po n rozpisaniach je teda presne tolko, kolko je jednotiek po n + 1 rozpisaniach, ¢ize dokopy
(n+1+8) — (i’l+9) éisel.

8 8

1.7 Kradnu Mi Starosloviendinu

Zadanie. Konstantin s Metodom na Velkej Morave ucili, ucili, ucili, az vyucili armddu ucriov. Aby vsak mohli tiito
armadu pouZit, museli ich nechat najprv vysvitit. Vybrali sa teda do Rima za papezom Mikuldsom I. Ked do Rima
dorazili, cakalo ich nepekné prekvapenie. Do cesty sa im postavili trojjazycnici.

Trojjazycnik je hroznd potvora s troma jazykmi, ktoré sii oznacené H, G, L’ a tvoria trojuholnik. Na strane HG
sa nachddza bod S, pricom plati, Ze kruznice vpisané trojuholnikom HLS a GLS sa dotykaju tisecky LS v rovnakom
bode. Dokdzte, Ze bod S je bodom dotyku vpisanej kruznice trojuholnika HGL so stranou HG.

Riesenie. opravuje Lukas (lukas.gaborik@trojsten.sk)

Oznac¢me dotykové body kruznic s trojuholnikmi ako na obrazku nizsie.

Pokial z bodu vedieme doty¢nice ku kruznici, zo symetrie vyplyva, ze vzdialenost dotykovych bodov od tohto
bodu je rovnaka. Z toho méame, ze |HT| = |HV|, |LT| = [LX|, |[LU| = |LX|, |GU| = |GW]|, |SV| = |SX] a |SW] = |SX].

Z predoslého odseku je zrejmé, Ze aby body A’, B/, C' leziace postupne na stranach BC, CA, AB trojuholnika ABC
mohli byt dotykovymi bodmi kruZnice vpisanej, musi platit, ze |AB’| = |AC'|, |BA’| = |[BC'| a |CA’| = |CB/|. Uka-
zeme vsak, Ze tato podmienka nie je iba nutna, ale aj postacujtca.

*hebrejcina, gréctina a latinc¢ina
starosloviencina
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Uvazujme bezné oznacenie uhlov trojuholnika, ¢ize pri vrcholoch A, B, C st postupne uhly a, 8, y. Zo stctu uhlov

vrovnoramennom trojuholniku AB'C’ mame, ze | < AB'C’| = 90°—. Analogicky vieme dostataj|<BC'A’| = 90°—§

a|<CB'A’| = 90° - 1. Nakoniec vieme vdaka « + 8 + y = 180° dopo¢itat velkost uhla <A’B’C’ ako

+ 180° —
y_ery 180 o f
2 2 2 2

180° — | < AB'C'| - | < CB'A’| = 180° — 90° + g ~90° +

Z vety o obvodovom a usekovom uhle preto vyplyva, Ze AB sa dotyka kruznici opisanej A’B’C’. Toto vieme analo-
gicky urobit aj pre zvy$né strany, ¢im sa presvedcime, ze A’, B/, C’ su dotykové body kruznice vpisanej trojuholniku
ABC, kedze té je jednoznacne urcena.

Preto nam stadi zostrojit na useckach HL, GL postupne body P, R také, ze |HP| = |HS| a |GR| = |GS|.

Ak pre ne plati aj |[LP| = |LR|, sme hotovi. A naozaj,
|LP| = |LT|+ |[HT| - |HP| = |LU| + |HV| - |HS| = [LU| - | VS| =

= |LU| - |WS| = |LU| - |GS| + |GW] = |LU| + |GU]| - |GR]| = |LR)|.
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V skuto¢nosti vSak este treba overit, ze body P, R lezia vnutri useciek LH, LG, a teda, ze |HS| = |HP| < |[HL|. To
vSak vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti, ktora hovori, Ze

LH| + |LG| > |HG],

(|ILT|+|TH|) + ([LU| + |UG]|) > [HV| + |[VS| + [SW| + |[WG

ILT| + |[HV| + |LT| + |WG]| > |[HV| + 2| VS| + |WG],
ILT| > |VS],
ILT| + |TH| > |HV| +|VS],

IHL| > |HS|.

1.8 Kostantujeme Mudre Slova

Zadanie. Nanestastie, armdda ucfiov nebola este vysvitend, tak ju nemohli pouzit proti trojjazycnikom. Nastastie,
Konstantin studoval geometriu, tak s nejakymi trojuholnikmi si poradi. Potrebuje vsak, aby jeho argumenty padli na
urodnii podu.

Konstantin mal pred recnickym siibojom s trojjazycnikmi podiel poctu tispesnych argumentov a poctu vsetkych ar-
gumentov (Uspesnost argumentov) mensi ako p, kde 0 < p < 1. Pocas siiboja pouzil niekolko argumentov tak, Ze po
ako p. Pre ktoré redlne p musel mat nutne v nejakom momente suboja podiel poctu tispesnych argumentov a poctu
vsetkych argumentov (tispesnost argumentov) presne p?

Riesenie. opravuje Baska (barbora.javorova@trojsten.sk)

Konstantinova tspesnost argumentov je v kazdom momente vzdy v tvare 7, kde a je celé nezéporné cislo, vy-
jadrujice pocet uspe$nych argumentov a b je celé kladné ¢islo, vyjadrujiuce pocet vsetkych argumentov. Teda
Konstantinova uspesnost argumentov je vzdy racionalna, ¢iZe véetky iraciondlne p st nevyhovujuce.

Teraz sa pozrime na p v tvare ]—;, kde k, I st kladné celé nesudelitelné ¢isla. KedZe pouzitim niekolkych argumentov
sa Konstantin z uspesnosti mensej ako p dostal na hodnotu vacsiu ako p, vieme, Ze existuje aspon jeden argument
(zjavne uspesny), pred ktorym bola Konstantinova tuspesnost mensia alebo rovna p a po jeho pouziti bola jeho
uspesnost vacsia alebo rovnd ako p. MozZeme to teda zapisat ako

+1

< .
b+1

<

SHEN
—1
Q
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Ak sa pozrieme na jednotlivé nerovnosti samostatne, dostdvame

a k k a+1

—< -, =< )

b1 I " b+1

al < bk, (b+1)k< (a+1)]
al — ak < bk — ak, (b+1)k-(a+1)k<(a+1)-(a+1)k
a(l-k) < (b-a)k, (b-a)k< (a+1)(1-k).

Ked nase dve vysledné nerovnosti spojime dohromady, dostavame

a(l-k)<(b-a)k<(a+1)(1-k).

Tu si m6Zeme v8§imnut, Ze ak by I —k = 1, taka-1a (a + 1) - 1 st dve po sebe iduce ¢isla. V jednej z nerovnosti
musi teda nastdvat rovnost, kedze (b — a)k je celé kladné, a teda sa nevie ,,zmestit“ medzi dve po sebe idice celé
kladné ¢isla. Spatne to znamend, Ze Konstantinova pravdepodobnost sa bud pred alebo po pouziti skimaného
argumentu presne rovnala p.

Teraz sa pozrime na pripad [ -k # 1. V tomto pripade existuje I — k— 1 kladnych celych ¢isel medzi ¢islami a(l- k)
a (a+1)(I- k), teda urite plati nerovnost

a(l-k)<a(l-k)+1<(a+1)(I-k).
Ak by platilo, Ze existuju nejaké a, b, pre ktoré by platila rovnost a(l - k) + 1 = (b — a)k, tak potom existuje takd
pociato¢na tspesnost argumentov, ktora nikdy nenadobudne hodnotu p. Skiisme si teda tuto rovnost upravit.
a(l-k)+1=(b-a)k,
al —ak + 1 = bk — ak,
bk —al=1.

KedZe k a I s nesudelitelné, z Bézoutovej rovnosti vyplyva, Ze existuju také celé ¢isla o a by, ktoré spliajii dant
rovnost. AvSak ay, by nam nemusia vyjst kladné. Ak si v§ak a, b postupne nahradime a, + nk, by + nl a n zvolime
dostatoc¢ne velké, tak aby a, + nk aj by + nl boli kladné, dostavame rovnost

(bo + nl)k — (ag + nk)l = bok + nlk — agl — nlk = bk — apl = 1,

teda aj ao + nk a by + nl spliraji rovnost. Preto pre nejaké kladné celé a, b plati aj povodna rovnost, kedze sme robili
len ekvivalentné upravy.

Teda Konstantinova uspesnost argumentov musela niekedy nadobudnut hodnotu p prave vtedy, ked p = ﬁ
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1.9 Klastor Miesto Smrti

Zadanie. Pocas pobytu v Rime sa Konstantinovi zjavil Boh a povedal: ., Konstantin, verny sluzobnik svetla si bol, no
moja teta, Smrtka, sa uz blizi. Je cas sa rozlicit so svitom svitskym.“ Konstantin sa zlakol tejto spravy. Bol to vsak
fiskus, tak sa rozhodol, Ze sa skiisi pred Smrtkou ukryt. Vstupil teda do kldstora, kde si nechal zmenit meno na Cyril.
V klastore sa opdt venoval svojim duchovnym radostiam, netusiac, Zze Smrtka sledovala jeho kroky.

Konstantinove kroky tvoria postupnost kladnych raciondlnych ¢isel {ay, a,, as, ..., ay, ...} definovanii ako

a, + 2024

Api2 = —
1+ Ans1

pre n > 1. Urcte najmensiu moznii hodnotu a, + a, tak, aby vsetky cleny postupnosti boli celociselné.

Riesenie. opravuje Stepi (martin.stepanek@trojsten.sk)

Ukéazeme si viacero roznych rieseni, lebo v kazdom je nejaka zaujimava myslienka ind od tych ostatnych. Na

zaciatok predpokladajme, Ze vSetky a, st celé ¢isla a podme zistit, aky najmensi modze byt sucet a; + a,.

Riesenie cez algebru

Vyjadrime si pomocou zadania a,,,3 a dosadme hodnotu a,,,,:

a _ Ay + 2024 _ (a,,,ﬂ + 1)(an+1 + 2024) _ +1- (an + 1)(an+1 + 1)
S Gy + Ay + 2025 " Gy + Ay +2025

Posledna tprava je celkom trikova, ale vlastne robime nieco podobné ako pri deleni so zvyskom - chceme zlomok
vyjadrit ako celé ¢islo plus nejaky zlomok s mensim citatelom. KedZe sme v prirodzenych ¢islach, zlomok musi
mat hodnotu aspon 1, teda a,,;3 < a,4;.

Cleny ay, a4, ag, ... teda tvoria nerasticu postupnost, a kedze sme v prirodzenych &islach, musi byt od nejakého
bodu konstantnd, teda ten zlomok musi mat od nejakého n hodnotu stale 1. Vtedy plati (a, + 1)(a,.; + 1) =
a, + ay. + 2025, ¢o vieme upravit na a,a,,; = 2024.

Nas ale zaujimaju ¢leny na zaciatku, tak ¢o s tym? Ked uz pozname a, a a,.,, vieme si z nich vyjadrit
Ap-1 = Aplpy1 + Apy1 — 2024 = a4,

teda postupnost celd vyzerad tak, ze sa v nej striedaju a, a a,.

Kolko najmenej teda moze byt a; + a,? Bud rozpisanim si delitelov 2024 alebo pomocou AG-nerovnosti lahko
zistime, Ze najmensi sucet dostavame pri a; = 44 a a, = 46 (alebo naopak) a to 90, a mame aj konstrukciu.
Riesenie cez tedriu Cisel

KedZe a,,, ma byt celé, musi a,,; + 1| a, + 2024. Zaroven si ale vieme vyjadrit

a,_; +2024 1= a,_1 +a, + 2025
a,+1 - a,+1

ap1 t1 =

b

https://www.kms.sk/ 12 kms@kms. sk


mailto:martin.stepanek@trojsten.sk
https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 1. kola letnej casti

teda plati a,,1 + 1 | a,-; + a, + 2025. Od¢itanim tychto dvoch delitelnosti dostaneme a,,; + 1 | a,_; + 1. Kedze
sme v prirodzenych ¢islach, delitelnost znamena nerovnost, teda a,.,; < a,;.

Postupnost a;,as, as, ... je teda nerastuca, preto je od nejakého bodu konstantna. Potom plati

a, + 2024

an = Apy2 = >
Ap1 + 1

z ¢oho dostaneme a,a,,; = 2024. Potom uz rieSenie dokon¢ime rovnako ako to predchadzajuce.

Riesenie cez kombinatoriku

Dokazeme najprv, Ze postupnost je ohranic¢ena (zhora; zdola je to zrejmé, kedZze su to prirodzené ¢isla). Ak je

v postupnosti lubovolny prvok a, > 2024, potom a,,., je najviac 23224 < g, Pre prvok a,, < 2024 analogicky plati
ay.2 < 2024. Postupnost teda vieme ohranicit 2024 alebo prvym vac¢$im prvkom na parnych alebo neparnych

indexoch.

V postupnosti teda moze byt len konecne vela hodnot, ¢ize aj konec¢ne vela rdznych po sebe idacich dvojic. Od
nejakého bodu sa teda postupnost zacne opakovat. Navyse, kedze z dvoch ¢lenov vieme jednoznacne povedat
predchadzajuci (zo zadania si vyjadrime a,,), musi sa zacat opakovat od zaciatku, inak by pred bodom, kde sa za¢ne
opakovat, boli dve rozne hodnoty. Postupnost teda tvori jeden cyklus.

Preto od nejakého indexu t plati, Ze a; = a,1,d; = apy, ... . Kedze postupnost je cyklus, nezalezi, kde zac¢iname,
mozeme teda BUNV predpokladat, Ze pre nejaky cyklus si vyberieme taky zaciatok a,, a,, aby ich stcet bol ¢o
najmensi. Bude teda nanajvys taky ako stucet a; + a;., = a; + a,, teda a, < a,. Zo zadania si vyjadrime

a;+2024 a, +2024
a, = > .

a1+1 h 611+1

Z toho potom dostaneme a,a, > 2024. Nas ale zaujima sucet, pouzijeme teda AG-nerovnost:

ap +ap
2

> \/aya; > \/2024,
a; +ay > 2\2024.

No a najblizsie vacsie celé ¢islo je 24/2025 = 90, konstrukciu spravime rovnako ako v predoslych dvoch riese-
niach.

1.10 Ked Metoda Stratis

Zadanie. Po timornom rmiiteni za bratom sa Metod pobral spit na Velkii Moravu. Jeho utrapdam vsak nebolo konca.
Cestou ho totiz zajali sily pekelné konajiice prostrednictvom tych najhorsich z najhorsich - Frankov. Ti priviazali
Metoda k betonovému prazcu a isli sa zo svojho ¢inu vyspovedat. Ked sa vsak vratili, po Metodovi nebolo ani chyru,
ani slychu. Ako ho tak hladali, narazili na studnu, pri ktorej stdli dvaja mladenci. Jeden z Frankov sa ich pyta: ,Hallo
Jungen, nevideli ste tu takého alte pana Metoda?* Mlddenci odvetili: ,,No, pred chvilou tu taky starsi pan prebehol
a skocil do studne.” ,,Aber, to nemohol byt nds Metod, on bol priviazany o beténovy praZec.*
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Metodovi na dne studne neostdvalo nic iné ako cakat na zachranu. Kazdy deri vyryl do kameria inti postupnost niil
a jednotiek dizky 2023. Po n diioch bol zachrdneny. Ked si zoberieme vietky podpostupnosti'! dizky 1012 vsetkych
postupnosti, ktoré Metod stihol za ten éas napisat, tak nedostaneme vietkych 212 bindrnych postupnosti dizky 1012.
Aké je najvicsie mozné n?

Riesenie. opravuje Jakub Sosovicka (jakubsosovicka73@gmail.com)

Ako prvé mdzeme pri takejto tlohe skusit hladat konstrukciu. Teda si vyberme nejaka podpostupnost dizky 1012
a skonstruujme ¢o najviac postupnosti, ktoré neobsahuju tuto postupnost. No a ktorti podpostupnost skiasime
ako prvu? Najprirodzenejsie je zobrat podpostupnost zo samych jednotiek (resp. nul). Mozeme si vS§imnut, ze
presne polovica postupnosti dizky 2023 obsahuje viac niil ako jednotiek, napriklad preto, ze ked poparujeme
binarnu postupnost s jej inverzom, prave jedna z dvojice bude obsahovat aspon 1012 jednotiek. Teda n = 2202
vyhovuje (uvazujeme vSetky postupnosti s najviac 1011 jednotkami). Je to ale to najvacsie vyhovujice n? Mdzeme
si to skusit na malych ¢islach a vidime, Ze asi ano. Dokazeme, Ze to tak naozaj je.

Trikové riesenie (pravdepodobnostna metdoda)

Sporom, ak by to tak nebolo, musela by existovat podpostupnost S zapisana ako a;a,...a;012, ktora by nebola
obsiahnuta vo viac ako polovici postupnosti. Podme sa teraz zahrat taki hru. Hodme si férovou mincou. Ak padne
hlava, zapisme jednotku, ak padne znak zapisSme nulu. Toto spravme postupne 2023-krat. Ak padne v prvom hode
cifra a,, dostaneme bod. V opa¢nom pripade nedostaneme bod. Vzdy, ked dostaneme bod po padnuti cifry a;,
kde i < 1012, budeme chciet v dalsich hodoch hodit cifru a;;; (za nu dostaneme bod), az kym nedostaneme
dalsi bod. Priklad: nech nasa podpostupnost je 1000.... Pokial na minci hodime postupne 01110..., body, ktoré
postupne dostaneme, st 0,1,0,0, 1, ... . Pokial aj nazbierame vsetkych 1012 bodov, pokracujme v hre dalej (az do
2023 hodov), pricom dostaneme bod napriklad vzdy prave vtedy, ked hodime hlavu. M6zeme si v§imnut, Ze nasa
postupnost obsahuje podpostupnost S prave vtedy, ked sme nazbierali aspon 1012 bodov. Aka je pravdepodobnost,
ze sme nazbierali aspon 1012 bodov? V kazdom hode sme mali na ziskanie bodu polovi¢nu pravdepodobnost.
Pravdepodobnost, Ze sme viackrat ziskali bod ako neziskali je preto rovnaka ako pravdepodobnost, Ze sme viackrat
neziskali bod ako ziskali. Teda je to presne polovica. Pre ndhodnu postupnost mame teda polovi¢nu $ancu, ze
obsahuje S. Preto presne polovica postupnosti obsahuje S. Z toho uz vyplyva, ze ak by bolo n > 22022, kazda
podpostupnost S dlzky 1012 by v nich bola obsiahnuta. Preto n = 22022,

Poznamka: Podobny postup sa da spravit aj bez pravdepodobnostnej metody, a to ndjdenim bijekcie medzi po-
stupnostami, ktoré obsahuju viac jednotiek ako nul a postupnostami obsahujicimi S (pouzitim rovnakého prin-
cipu ako pri hadzani mince).

Klasické rieSenie (indukcia)

Indukujme. Uvazujme Iubovolnt podpostupnost S dizky k. Nech ' je S bez prvého bitu. Ozna¢me P(S, n) pocet
postupnosti dizky n obsahujucich podpostupnost S. Pre n > 2 si mézeme rozmysliet rekurentny vztah P(S,n) =
P(S',n—-1)+P(S,n—1). Pokial je totiZ prvy bit postupnosti zhodny s prvym bitom S, uz ndm staci, aby postupnost
z dalsich n — 1 cifier obsahovala §’. Ak sa prvy bit nezhoduje, potrebujeme, aby zvysok obsahoval S. Teraz by
sme z rekurencie mohli zratat vyraz vSeobecne alebo odsledovat spravanie, tipnit a dokazat indukciou. Vyslo by
nam, ze pre podpostupnost S dlzky k plati P(S,n) = (Z) + (nfl) + ..+ (Z), z ¢oho by sme potom doratali, Ze pri

(n,k) = (2023,1012) je to polovica stctu 2023-tieho riadku Pascalovho trojuholnika, teda 22022, To ale nemusime

"Podpostupnost vznikne poskrtanim niektorych prvkov pévodnej postupnosti. Napriklad {2,3,5,7} je podpostupnost postupnosti
{1,2,3,4,5,6,7}
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robit. Sta¢i indukciou dokazat, ze P(S,n) = P(T,n) pre vietky dvojice S, T dlzky k. To zrejme plati pre n = 1.
A zrekurencie P(S,n) = P(S',n-1)+P(S, n—1) dostédvame indukény krok, kedZze P(S,n) = P(S',n—1)+P(S,n-1) =
P(T',n - 1) + P(T,n - 1) = P(T,n). Preto pre kazdt podpostupnost dizky 1012 je pocet postupnosti dizky
2023 obsahujucich dant podpostupnost rovnaky. Pre podpostupnost samych jednotiek sme uz pocet postupnosti
zratali, a je ich 22022, Preto n > 22022 nevyhovuje.

Kazdopadne, najvacsie n vyhovujice zadaniu je n = 22022,
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