Vzorové rieSenia 1. série letnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &.1: Ako kazdé Vianoce, aj tie minuloroéné sa Kevin stratil v New Yorku. Bol tam uplne sdm. Ostali mu
len dve prirodzené ¢isla n, m. Dokdzte, Ze ak je 2™ 4 3™ delitelné piatimi, tak je aj 2™ + 3" delitelné piatimi.
Riesenie: (opravovali Iveta a Veronika)

Ked'Ze méame dokazovat nie¢o o delitelnosti, pride ndm vhod pozrief sa na zvysky po deleni 5-timi. Skutoénost,
7e dve &fsla a, b davaji po deleni 5-timi rovnaky zvysok, budeme zapisovat ako a = b (mod 5). Na zagiatok sa
pozrieme na zvysky mocnin ¢isel 2 a 3 po deleni 5-timi:

n | 2™ | zvysok 2 | 3™ | zvySok 3"
0|1 1 1 1
11 2 2 3
2| 4 4 9 4
318 3 27 2
4116 1 81 1

Zvysky sa od §tvrtej mocniny (2%, 3%) zaéni opakovat. Preco je to tak? Vezmime si dve mocniny dvojky, ktoré
nam dajui rovnaky zvysSok:

2°=1 (mod5), 2*=1 (mod5), teda 2*=5k+1.
Ak chceme zistif zvysok nasledujicej mocniny, tak staéf zvySok povodnej vyndsobit dvomi. Dostaneme:
25=(5k+1)-2=2-5k+2=2 (mod 5).

Clen 2 - 5k po deleni 5-timi zjavne dé nulu, preto zvysok po deleni 5-timi bude 2. TaktieZ veobecne, ak by sme
checeli mocninu zvysif o m, ndsobili by sme vyrazom 2", no prvy élen by bol stile ndsobkom 5-tich, teda dava
nulu (mod 5). Preto staéi nésobit zvysok, z toho ale mame 24" = 2" (mod 5), teda zvysky sa musia pravidelne
opakovat. Podobne to bude fungovaf pre trojku a 3™.

Preto sa staéi pozriet na prvé styri riadky tabulky, aby sme zistili aké st mozné kombindcie zvyskov po deleni
5-timi. Cislo 2™ +3™ je delitelné piatimi, ak je sicet zvyskov 2 a 3™ po deleni 5-timi delitelny 5-timi. Rozoberme
si teraz vetky moznosti, ktoré mozu nastat:

e ak 2" =1 (mod 5), tak mus{ byt 3™ =4 (mod 5),
e ak 2" =2 (mod 5), tak mus{ byt 3™ = 3 (mod 5),
e ak 2" = 3 (mod 5), tak mus{ byt 3™ = 2 (mod 5),
e ak 2" =4 (mod 5), tak musi byt 3™ =1 (mod 5).

Co sa stane, ak vymenime n a m? V tabulke sa mozeme presvedéif, ze ndm to aj potom bude sedief. Vsade
tam, kde trojka dava zvysok 3, ndm dvojka da zvysok 2 a naopak, vSetky mocniny, ktoré nam daju z dvojky zvysok
2, davaju z trojky zvysok 3. Mame teda sicet zvyskov 2 + 3 = 5.

Podobne, ak mame zvysok 2" rovny §tyrom, potom zvysok 3™ musi byt 1. No z tabulky znova vidno, Ze ak
vymenime n a m tak iba menime jednotky za Stvorky a Stvorky za jednotky, teda znovu dostaneme sucet 5.

Ukézali sme, ze ak je 2" + 3™ delitelné piatimi, tak je aj 2™ + 3™ delitené piatimi.

Uloha &.2: V New Yorkskej letiskovej hale treba vymenit dlaZdice. Hala md tvar trojuholnika ABC a vnaitri neho sa
nachddza bod P. Bodom P st vedené tri priamky rovnobeiné so stranami trojuholnika, ktoré rozdeluji podlahu haly
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na mensie casti (ako na obrdzku). Robotnici uz odmerali plochy troch mengich trojuholnikov: S; = 4cm?, Sy = 9 cm?
a S3 = 16 cm?. Zistite, akyj je obsah celej podlahy ABC, ktori treba vydldzdit.
Riesenie: (opravovali Dusky a Zajo)
Ako prvé si viimneme, Ze vSetky tri malé trojuholniky sd si navzajom podobné a zdroveii sti podobné aj s velkym
trojuholnikom ABC'. S si podobné, pretoze ich vnitorné uhly st totozné s uhlami trojuholnika ABC'. Tato zhoda
uhlov nie je ndhodou, ked’ si zoberieme rovnobezku k ramenu uhla, tak vidime, Ze uhol medzi druhym ramenom
uhla a rovnobezkou je rovnaky ako povodny uhol.

Teraz dajme do vztahu pomery obsahov a pomery strdn trojuholnikov. Ak a a b si strany podobnych troju-
holnikov, v, a v st vysky a k je koeficient podobnosti danych trojuholnikov tak plati:

Ua

b - Vp b-vy Sb

Z toho vyplyva, ze ak je pomer stran trojuholnikov k, potom pomer ich obsahov je k2. V nasom priklade to
pouzijeme na tri trojuholniky zo zadania:

C

51252253:4:9:16
ai:az:a3=2:3:4

7 pomeru vieme, ze diZky strdn a1, a2 a az vieme nahradit nejakym nasobkom é&isla = takto: a; = 2z, as = 3z a
ag = 4x. Zo zadania vyplyva, Ze stvoruholniky ADPI, EBFP a HPGC st rovnobezniky, preto |[P| = |AD| = 3z
a |PF| = |EB| = 2z. Potom |AB| = |AD| + |DE| + |EB| = 3z + 4z + 2z = 9z.

Ked'Ze trojuholniky ABC a DEP st podobné a |AB|: |DE| =9 : 4, z vysie odvodeného vzfahu vyplyva:

S:85=9%:4%=81:16.
Priklad je teraz uz takmer vyrieseny, sta¢i ndm z predchddzajiicej rovnice vyjadrit obsah celého trojuholnika:

81 81
S—E53—1—6-16—81.

Obsah celej trojuholnikovej podlahy ABC je 81 cm?.

Uloha &. 3: Centrum New Yorku sa skladd zn severojuznych a n zdpadovijchodnijch ciest, ktoré tvoria stvorcekovi
sief

(n—1)x(n—1) stvorcovych blokov. V kaZdej z n* kriZovatiek sa nachddza autobusovd zastdvka. Po uliciach premdvagi
autobusové linky so zastavkami vo vsetkych kriZovatkdch. Trasa kaZdej linky obsahuje najviac jednu zdkrutu a je
obojsmernd. Kolko najmenej liniek je potrebnijch na to, aby sa dalo medzi lubovolngmi dvomi zastdvkami cestovat
na najviac jeden prestup? Visledok uréte v zdvislosti od celého éisla m > 2. Nezabudnite zdévodnit, preco menej
liniek nestaci.

Riesenie: (opravoval Dominik)

Riesenie tejto tlohy a tiloh podobného typu zvyéajne pozostéva z dvoch Easti: potrebujeme ukdzat, Ze pre nas
vysledok vieme n4jst rieSenie a tiez n4jst a popisat dovod, preco to nevieme spravit lepsie.
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Zagat mozeme napriklad tym, Ze zistime, kolko najmene;j liniek je potrebnych k tomu, aby bola kazda zastévka
obsltiZzens. Vieme, Ze §tvoréekové siet centra New Yorku sa skladé z n riadkov a n stipcov. Kazd4 linka moéze mat
maximélne 1 zdkrutu, teda sa nemoze stat, aby jedna linka presla v dvoch réznych riadkoch alebo stipcoch aspon
dve policka. MozZe prejst jeden cely riadok/ Stipec, ale z nejakého iného riadka/ stipca vie obsadif maximélne jedno
policko. Co z toho vyplyva? Ak by sme cheeli n riadkov / stfpcov obsadit menej ako n linkami, nejaky riadok/ stfpec
by sme nutne nemohli obsadit cely, pretoze bude existovat riadok/ stfpec, pre ktory kazda linka obsadila maximalne
jedno policko, teda celkovo maximalne n — 1 policok. Preto potrebujeme aspon n liniek.

Teraz este potrebujeme ukazat, Ze pre n liniek naozaj zadanie splnit vieme. Ak chceme, aby sa medzi ubo-
volnymi dvomi zastdvkami dalo cestovat na jeden prestup, potom musi mat kazd4 dvojica liniek nejaki spoloénii
zastdvku. Ak by nejaké dve linky A a B nemali spoloénti zastdvku (vyuzijeme fakt, Ze linku zrusit nemozeme,
pretoze pre n — 1 liniek to nejde, z ¢oho vyplyva, Ze na kazdej linke existuje zastdvka, na ktorej jazdi len jedna
linka, inak by sme ju mohli zrusit), potom by sa zo zastdvky, na ktorej jazd{ len linka A nedalo dostat do zastavky,
na ktorej jazd{ len linka B na jeden prestup. Ako jedno z jednoduchsich riesen{ sa ukazuje moznost, Ze by v centre
New Yorku bola jedna hlavné stanica, kde by stéli vSetky linky. Potom by stacilo, aby cestujtici prestipil na nej
a na jeden prestup sa tak dostane hocikam. Ako by takdto stvoréekovd sief mohla vyzerat?

Ako hlavnu stanicu si uréime bod, ktory je uplne najviac vpravo dole. Linku 1 zavedieme z lavého horného
rohu cez lavy dolny roh a potom do pravého dolného rohu, spravime tak linku podobni pismenu L. Nésledne linka
2 zaéne zo zastdvky o jedna vpravo od zaéiatku linky 1, opit ide najviac na juh, ako moze, a potom na zdpad az
do hlavnej stanice. Takto skonstruujeme linky od 1 az po n, kde linka n bude uz len severojuzna linka v poslednom
stipci. Z toho, ako sme si linky a hlavnt stanicu zadefinovali, je jasné, Ze nasa siet bude spiflat’ zadanie a teda je
priklad vyrieSeny.

Uloha ¢&. 4: Newyorkski stredoskoldci travia svoj volng éas streetballom. Nemaji tam totiz KMS. Najlepsie sa hrd
takej partii, ktord sa vie rovnomerne rozdelit.

Ndjdite vsetky Sestice po sebe idicich prirodzenych cisel, ktoré je mozné rozdelit do dvoch skupin (nie nutne rovnako
velkyjch) s rovnakym sicinom.

Riesenie: (opravovali Adam a Marek)

Po chvilke sktiSania a hladania nadobidame dojem, Ze taka Sestica neexistuje. Tak sa to poktsime dokdzaf. Ak
maji mat dve skupiny &sel rovnaky siéin, musia mat oba stéiny v rozklade na prvoéisla rovnako vela toho istého
prvocisla. Teda ak v rozklade prvého stiéinu mame p”*, potom aj v druhom rozklade musi byt p¥. Preto sa pozrieme
na jednotlivé prvocisla.

Najskor sa pozrieme na prvocisla vécsie ako 6. Ak nejaké prvocislo p > 6 deli niektoré z ¢isel a, a+1, ..., a+5,
oznacme si to ¢islo a + k, tak deli aj ¢isla a + k — p a a + k + p, obe zjavne nepatria medzi a, a+ 1, ..., a+ 5. No
a na to, aby sme ta skupinu rozdelili ,spravodlivo“, tak potrebujeme aby p delilo aj iné ¢islo ako a + k, aby sme
ho mohli dat do druhej skupiny. Keby nedelilo, tak rozklady na prvoéisla sa nezhoduji, a teda nemdzu sa stiéiny
rovnat. To ale znamen4, Ze v prvoéiselnom rozklade éisel a, a+1, ..., a+5 budu len prvoéisla 2, 3, 5 a kazdé musi
delit aspoii dve é&isla.

Teraz mame na vyber viacero moznosti, ¢o s tym. Mo6zme skusit vSetky moznosti, ako by mohli prvoéisla delit
a,a+1, .., a+5 Mozime sa taktiez pozerat na zvysky po deleni éislami 2, 3 alebo 5. My sa najprv pozrieme na
zvysky po deleni piatimi.

O é&fslach delitelnych piatimi vieme, Zze majt byt dve a vieme, Ze rozdiel dvoch réznych &isel delitelnych piatimi
je aspon 5. Jediné dve ¢isla z a, a+ 1, ..., a+ 5, ktoré maju rozdiel 5 si a a a + 5. Na tento fakt ste prisli viaceri,
a to vdm mohlo nahintif delitelnost piatimi. Teraz mame é&isla a + 1, ..., a + 4. Z nich st delitelné dvoma bud
a+1aa+3, alebo a+2 aa+ 4. Teraz by sme potrebovali, aby tie &sla, ¢o ostali, boli delitené tromi, teda bud
3la+2a3|a+4,alebo3|a+1a3]|a+3. No ale tieto ¢isla st od seba vzdialené o dva, a teda aj keby 3 delilo
jedno z nich, nedeli to druhé. Co znamend, ze vady méame nejaké ¢islo, ktoré je nedelitelné ani dvomi, ani tromi,
ani piatimi. Moze to byt uZ len ¢islo 1 (prvocisla viicsie ako 6 sme uz zakazali), ale jedind Sestica obsahujiica 1 je
1,2, 3,4, 5, 6. A ta zjavne nevyhovuje.

Zéver je, Ze ziadna Sestica po sebe idicich é&isel sa neda rozdelit do dvoch skupin s rovnakym siéinom.

Uloha &. 5: Okraj podstaveca Sochy slobody md tvar kruznice k. Na nej st umiestnené v dvoch réznych bodoch
A, B reflektory, ktoré ju osvetluji. Robotnici maji na obvod podstavca umiestnit este treti reflektor, ale nevedia sa
dohodniit kam. Pre dané body A, B na kruznici k ndjdite bod C leZiaci na kruznici k tak, aby

a) obsah trojuholnika ABC' bol ¢o najvicst,
b) obvod trojuholnika ABC bol ¢o najuicsi.

Riesenie: (opravovali Katka a Kika)
Pozrime sa najprv na éast a). Chceme ndjst bod C tak, aby trojuholnik ABC mal o najviiési obsah. Obsah
trojuholnika vieme vypoéitat ako 1 - ¢ - v, a ked'ze nasa strana c trojuholnika ABC je tsecka AB (ktord m4 fixnt
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dfzku), tak ndm staéi maximalizovat vysku na tito stranu. MnoZina bodov, ktoré si rovnako vzdialené od priamky
AB je rovnobezka s touto priamkou. To znamend, Ze vSetky trojuholniky so stranou AB a bodom C' na tejto
rovnobezke majui rovnaky obsah. Ktord rovnobezka je od AB najdalej a siéasne mé aspon jeden spoloény bod
s kruznicou, na ktorej je AB? Je zrejmé, ze takato rovnobezka musi byt doty¢nica. Co je zaé ten dotykovy bod?
Musi to byt prieseénik kruznice a osi strany AB. Tak najvacsi obsah sme nasli.

Ok, to bolo Tahké, tak sa podme pozrief na ¢ast b). Je jasné, Zze bod C m4 zmysel hladat len v dlhsom
z oblikov, na ktoré je kruznica rozdelend tseckou AB. Ak ndhodou ti to nie je zjavné, tak si to dokdz. To je také
jednoduché cvigenie. Zvolme si v tomto obliiku Tubovolny bod C’. Prese¢nik osi tisecky AB a kruznice (vifaza ¢asti
a)) si ozna¢me N. Spojme si body C’ a N priamkou.

Cl

Obr. 2

Dokézeme, ze uhly AC'X a BC'N sii zhodné. Zadefinujeme si bod S, bude to stred kratsieho oblika AB. Ak
je [$AC'B| = v, tak [ ASB| = 180° — . Trojuholnik ASB je rovnoramenny, a teda |[JSAB| = [ SBA| = 1.
Uhly SAB a SC'B st obvodové uhly prislichajice k obliku SB, teda st zhodné. Kedze |4 SC'B| = 37, tak
priamka C’S je os uhla AC’B. Usecka SN je priemer, z ¢oho vyplyva, ze |3 SC'N| = 90°. Vieme dopoéitat, ze
|[SBC'N| = 90° — 37 a [JAC'X| = 90° — 17 takisto. Dokézali sme, ¢o sme chceli a sice, ze uhly AC'X a BC'N
st zhodné.

Teraz najdeme bod B’, tak Ze body B a B’ budd osovo simerné podla priamky C’N. Aké je najkratsia
vzdialenost medzi bodmi A a B’? Jednoducho ich spojime priamkou. Vieme, Ze tato priamka prechddza bodom
C’, pretoze uhly AC’X a NC'B' st zhodné (st vrcholové) a takisto uhly BC'N a NC'B’ st zhodné Usecka €’ B’
je rovnako dlhd ako C’B (tieto dve tsecky st osovo stimerné podla priamky C’N). Najkratsia vzdialenost z bodu
A na priamku a odtial do bodu B vedie prave cez bod C’. Cesta, ktora vedie cez bod N je od nej uréite dlhsia,
a teda trojuholnik ABN m4 viiési obvod ako trojuholnik ABC’. Toto ale plati pre akykolvek bod C’, preto mozeme
povedaf, ze trojuholnik s najvii¢sim obvodom je trojuholnik ABN. Bod N je teda nds hladany bod C.

Uloha &. 6: New Yoréania volia, ktoré prirodzené cislo sa stane ich starostom. Cisla vsak nemagi svojich volitelov,
ale delitelov. Nech dy, do, ..., dy spliajice 1 = di < dy < --- < dp = N st vsetky kladné delitele prirodzeného
¢isla N > 2. Prirodzené ¢islo N postipi do druhého kola volieb prdve vtedy, ked pre neho plati

(d1>d2) + (d2,d3) + -+ (dr_1,dx) = N — 2.

Ndjdite vsetky prirodzené ¢isla N, ktoré postipia do druhého kola volieb. Nezabudnite zdévodnit, Ze ste naozaj nasli
vsetky cisla.

Pozndmka. (a,b) oznaéuje najvicsicho spolocného delitela ¢isel a, b.

Riesenie: (opravovali Sima a Vodka)

Uloha mala len jedno rieSenie, a to N = 3, ktoré nasli vSetci riesitelia. Na to aby sme dokdazali, ze iné rieSenia
neexistuju, bol klticovy poznatok horny odhad pre S(N) = (d1,d2) + -+ + (dk—1,dx) < N — 1. To sa d4 sa vidiet,
lebo ak pre rozne a, b plati, ze (a,b) = D, tak D |a a D | b, a potom aj D | (a — b). Pre rozne a, b moézeme preto
napisat: (a,b) < |a — b| a S(n) mozeme odhadnit ako

(d1,d2) + (da,d3) + -+ (dk—1,d) < (da —dy) + (dg —d2) + -+ (dx, —dg—1) =dp —dy = N — 1.

KedZe my potrebujeme N — 2, to znamend, Ze vietky dvojice najvicsich spoloénych delitelov sa musia rovnat
ich rozdielu ((dg,day1) = day1 — d,) okrem jednej, ktord musi byt o jedna menej, teda existuje jediné také i, ze
D = (diadi-&-l) = di+1 — dl — 1. Potom D I d,‘+1, D | dl aD ‘ di+1 — d,‘ — 1 takze D | —1 ¢ize D = 1. Takze z
D =d;yq — d; — 1 vieme, ze d;j+1 — d; = 2. Teraz vidime, Ze oba delitele st nepdrne (ak by boli oba parne tak by
2| D a nasledne 2| 1). Cislo N si mézeme zapisat ako N = d, - d;;, - R, pre vhodné prirodzené R.
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Teraz sa pozrieme na dva pripady. Ak by R = 1, tak bud d; = 1 a v tom pripade lahko zistime, Ze d; 1 = 3,
a teda N = 3, alebo d; > 1. Teraz bude mat N delitelov: 1, da, ..., d;, diy1, ..., N. Tu problém nastane v dvojici
(1,d3). Vieme, Ze ds je nepéarne, lebo N = d;d;11 je neparne. Tu mame problém, lebo (1,d3) = 1, ale dy — 1 > 2
(kvoli parite d2) a to je spor z predpokladom, ze (d;,d;+1) je jedind dvojica, ¢o sa nerovna vlastnému rozdielu
(diy1 — di).

Druhy pripad je, ak R > 1. Pozrieme sa na ¢isla Rd; a Rd;1+1. Tieto dva delitele N pojdu urcite za sebou.
Lahko si overfme, 7e ak by pre nejaké prirodzené P platilo P | N a Rd; < P < Rd;,1, tak N/P by padlo medzi d;
a d; i1, ¢o sa nemdze stat. Zjavne je (Rd;, Rd;y1) = R. VyuZitim d;,1 — d; = 2 odvodime Rd; 1 — Rd; = 2R. Tieto
dve &isla by sa mali rovnat, ale R # 2R, takZze mame spor.

Teda jediné ¢islo, ¢o postiipi do dalsieho kola je N = 3.

Uloha &. 7: Oznacme I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC a X, Y, Z postupne jej body dotyku so stranami
BC, CA, AB. Priamky BI a CI pretinaji priamku Y Z v bodoch P a Q. Dokdzte, Ze ak bod X leZi na osi isecky
PQ, tak potom je trojuholnik ABC' rovnoramenng.

Riesenie: (opravoval Jozo)

Na za&iatok si musime ujasnit, ¢o je cielom tlohy. Mdme dany nejaky trojuholnik ABC a v fiom niekolko bodov.
Avsak nie je to hocijaky trojuholnik. Zadanie ndm hovori, Ze bod X m4 lezat na osi tsecky PQ. Isto ste si v&imli,
Ze to neplat{ v kazdom trojuholniku. Taktiez je lahké si rozmyslief, Ze ak trojuholnik ABC bude rovnoramenny
so zdkladiiou BC, tak bod X na osi PQ naozaj bude lezat. O tomto v3ak tloha nie je. My mame dokazat, Ze ak
si narysujeme nejaky trojuholnik ABC, v ktorom bude bod X lezat na osi tsecky PQ, tak ten trojuholnik musi
byt rovnoramenny. Je dobré, aby sme si nakreslili trojuholnik, ktory nie je rovnoramenny, aby nds naért zbytoéne
nezvédzal pouzivat tvrdenia, ktoré sme nedokézali.

Co vieme z toho, 7e bod X lezi na osi tsecky PQ? Vieme, ze je rovnako vzdialeny od jej krajnych bodov,
teda |PX| = |QX|. Tak podme hladaf nejaké vatahy medzi dizkami strdn a pokisime sa dopracovaf k tomu, ze
|AB| = |AC.

Zaéneme s niekolkymi poéiatoénymi pozorovaniami. Trojuholniky BZI a BXI st zhodné podla vety sus
(rozmyslite si to). Z rovnakého dévodu platia aj zhodnosti ACXT =2 ACYT a AAYT = NAZI. Mbzeme teda
povedat, ze |BX| = |BZ|, |CX| = |CY| a |AY| = |AZ]. Trojuholnik AZY je rovnoramenny. Priamka Al je v iom
osou uhla pri vrchole A, a preto je zaroven aj osou usecky Y Z. Podobne, priamky BI a C1I si osami useciek ZX
a XY. Tieto pozorovania je dobré mat na pamiti, ked’ sa v tilohe objavi vpisand kruZnica a jej body dotyku so
stranami.

Ked uz vieme toto, mdzeme si v&imnit zhodné trojuholniky BXP a BZP, teraz podla vety sus. Z tejto
podobnosti dostaneme uz zaujimavejsiu rovnost |[PZ| = | PX|. Analogicky zo zhodnych trojuholnikov CXQ a CY Q
dostaneme, Ze |QY| = |QX|. Teraz mézeme vyuzit nas poznatok o tom, ze |PX| = |QX|. Spojenim tychto rovnost{
dostaneme |PZ| = |PX| = |QX]| = |QY].

Oznacéme si S stred usecky PQ. Ak sa pozrieme na nas obréazok [3] viimneme si, Ze pati |ZP| = |ZS| + |SP|,
QY| = |QS] + |SY| a ako sme vyssie ukdzali, tak |ZP| = |QY|. Po rozpisani teda dostaneme |ZS| 4+ |SP| =
= |QS|+|SY|. Ak vyuZijeme, 7e |QS| = |SP|, tak mame rovnost |ZS| = |SY|. T4 nam hovori, Ze bod S je zaroveii
aj stredom usecky ZY.

Obr. 3

Obr. 4

To ndm nahréva do kariet, lebo ako sme vyssie ukdzali, priamka Al je osou tusecky ZY. Priamka SX je tiez
kolméa na usecku ZY a prechddza jej stredom, teda je tiez jej osou. To znamend, ze os usecky PQ a priamka Al
splyvaju. Inymi slovami, body A, S, I, X lezia na jednej priamke. Avsak uhol IX B je pravy, lebo dotycnica BC
je kolméa na polomer I X vpisanej kruznice. Dostali sme teda, Ze os uhla BAC' je kolméa na stranu BC'. Z toho uz
lahko vyplyva, Ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny.
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Sme teda spokojni, lebo sme dokézali, co sme mali. Zabudli sme v8ak na jednu vec. Pri dokazovani, ze S je
stred tsecky Y Z sme vyuzivali, ze body Z, @, S, P, Y lezia na priamke v uvedenom poradi. Tieto body vsak vo
véeobecnonﬂ trojuholniku ABC mozu lezaf aj niekolkych inych poradiach (aj napr. Q, S, Z, Y, P, kedy neplati
|ZP| =|ZS|+ |SP|). Tieto poradia budeme vzdy uddvat v smere od Y ku Z. Ako sa riesenie tlohy zmenf a ktoré
pozicie vlastne mozu nastat?

Sta¢i ndm ukdzaf, Ze platia rovnosti |ZP| = |ZS| + |SP|, resp. |QY| = |QS| + |SY|. Tie vyuzivaji poradie
bodov Z, S, P, resp. Q, S, Y. Ocividne body P, S, Q lezia na priamke Y Z v tomto poradi. Co by sa stalo, ak by
bod S lezal pred bodom Z? Potom by |PZ| < |SP| a |QY| > |QS| = |SP|, teda tsecky ZP a QY nemdzu byt
rovnako dlhé, ¢o je spor, lebo sme ukdzali rovnost ich dizok. Preto body Z, S, Q vzdy lezia na priamke ZY v tomto
poradi. Analogicky to plati aj pre body @, S, Y. Modze sa nam ete stat, ze nejaké body splynd v jeden, vtedy
budeme mat nulovii vzdialenost, ale to ndm rovnosti nepokazi. Rovnosti |ZP| = |ZS|+|SP| a |QY| = |QS|+|SY|
teda platia vzdy a z nich vieme uz ukézat, Ze bod S je stredom tsecky Y Z.

Ak si prejdeme nase zvysné uvahy, tak ziadne d'alie uz nevyuzivaji nejakid $pecidlnu polohu bodov. Ukézali
sme teda, Ze pri lubovolnom moznom rozmiestnenf bodov, musf byt trojuholnik ABC rovnoramenny.

Iné riesSenie:

Strucne si naznac¢ime eSte jedno rieSenie. Namiesto dizok stran budeme pracovat s uhlami. Budeme pouzivat
standardné oznacenie velkost{ uhlov v trojuholniku. Trojuholnik AZY je rovnoramenny preto |[JAY Z| = 90° —a/2
a|IZYC|=90°+ «/2. V trojuholniku CY @ potom vieme dopocitat | PQC| = 180° — (90° + «o/2) —v/2 = 3/2.
Uhly PQC a PBZ majt rovnaki velkost, preto body B, I, Z, O lezia na kruznici. AvSak podobne, ako v prvom
rieSeni, aj tu si musime dat pozor na polohu bodov. Od nej zavisi dévod, preco je stvoruholnik BIZQ tetivovy.

e Ak je bod @ vnitri trojuholnika ABC, tak je to rovnost [SIBZ|+ |[FIQZ| = 180°.
e Ak je bod @ mimo trojuholnika ABC, tak je to rovnost obvodovych uholov IBZ a IQZ.
e Ak bod @ lezi na strane AB, t. j. v bode Y, tak ide o tri body, ktoré na kruznici lezia vzdy.

Prvé dva pripady mozete najst na obrsizku Stvor(troj)uholnik BIZQ je teda vidy tetivovy a preto |4 BQC| =
= | BZI| = 90°. Analogicky na druhej strane dopocitame |{BPC| = 90°. Z toho vyplyva, ze body B, C, P, Q
leZia na tdlesovej kruznici nad priemerom BC. Teraz si len staéi uvedomit, Ze os tiseéky P@ prechddza stredom
talesovej kruznice — stredom strany BC. Ked'ze os PQ pretina stranu BC v bode X, tak X musi byt stred strany
BC. Ak sa mé4 kruznica vpisand trojuholniku ABC dotykat strany BC' v strede, tak ABC musi byt rovnoramenny
trojuholnik.

Komentér: Castou chybou pri rieseni bolo nerozobratie moznych poléh bodov. Tie totiz ovplyviiuji niektoré vzahy,
ktoré pri rieseni pouZivame. V prvom riefeni to na ne nemalo vplyv. V druhom rieSeni uz vZdy neplatila zhodnost
uhlov IBZ a IQZ. Ak by sme vyuZivali iné uhly, tak by sme mohli nespravne tvrdit, ze |[SPYC| = [SAY Z| =
= 90° — a/2, lebo st to vrcholové uhly. Pri inej polohe bodov (ak by bol P vnitri trojuholnika ABC') totiz moze
ist aj o susedné a dostaneme int velkost uhla PY C.

Na zaver by sme vam dali do pozornosti este jedno riesenie tejto tilohy, v ktorom nie je dobre rozobrand poloha
bodov. Dokonca toto rieSenie nevyuziva ani predpoklad, Ze bod X lezi na osi usecky PQ a tlohu riesi vSeobecne!
Néajdete ho ako priklad 5 v ¢lanku https://old.kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Uloha &.8: V New Yorku maju n Htych tazikov. Kvoli lepsiemu prehladu ich maji ocislované kladnymi redlnymi
c¢islami aq, as, ..., ap so suctom s. Dokdzte, Ze
a1 az (079 n

et > .
s—ai S—aso S — anp n—1

Riesenie: (opravovali Slavo a Fero)
Nerovnost je symetrickd, preto mézeme predpokladat, Ze a; < as < ... < a,,. Potom platia nasledovné vztahy:

—G1 > —Qg > - 2 —0p,

$—a1>28—a2 2> "> 5— Qn,

1 1 1
< <. <

s—a; ~ S—as — S5 — Gy

Ivtedy o fiom este nevieme, Ze je rovnoramenny


https://old.kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf
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Postupnosti
1 1 1

s—a; S—as  s—an

A1, A2y ..y Qp  AJ

st obe rovnako zoradené. Teraz si budeme éleny tychto postupnosti navzajom parovat. V ramci paru éfsla vynasobime
a vysledky séitame. Budeme to robif pre rdzne parovania. Poparovanim najmensich élenov spolu, druhych naj-
mensich ¢lenov spolu az n-tych najmensich ¢lenov spolu ziskame Tavii stranu (L) nerovnosti zo zadania. Navyse
podla permutacnej nerovnostﬂ je

ai az an

+ + -+
s—ay S—as s —ap

L =

maximdélny sicet spomedzi poparovani danych postupnosti. Vyuzime tento fakt na dokdzanie nerovnosti zo zadania.
Vytvorme si iné popdrovania ¢lenov postupnosti aq, as, ...,a, al/(s —a1),1/(s — a2), ..., 1/(s — a,) (ich hodnota
bude nanajvys L) tak, aby sa po ich s¢itani odstrénili menovatele zlomkov.

aq a2 Qp a2 asz a1
+ +... Z + P
s —ap S —as S — ap S —ap S —as S — anp
a1 a2 ap as 2 a2
- +oot > + st
S —aq S — ag S — ap S —aq S — ag S — ap
ai a2 Gnp Qnp ai An—1
S —aq S — asg S — ap S —aq S — ag S — ap

Séitanim tychto n — 1 nerovnosti dostaneme

a a a as+az+---+a ay+az+---+a a;t+ag+ -+ ap—
(7’1,71)( 1 + 2 4t n )Z 2 3 n+ 1 3 n++ 1 2 nl’
s—a; S—ay s — ap §—aq s —ay S — ap
a a a s—a s—a s—a
(=1 (——t —— ot —) > 2T Moy
s—a; S—ay s — ap s—a; S—ay s — ap

Predelenim n — 1 (pre n = 1 nerovnost zo zadania nems zmysel) dostaneme

a a a. n
1o, e — > , €o bolo treba dokéazat.
s —aq S — as S — Qnp n—1

Uloha &.9: V New Yorku si oblibené $tvorcekové siete. Preto aj kvetinovy zdahon v Central Parku md tvar
Stvorcekovej siete m x n policok. V kazZdom policku rastie jeden typ kvetiny — nezdporné celé cislo. Takyto zdhon sa
nazyva zdhradou, ak su spinené nasledujice dve podmienky:

o Rozdiel ¢isel na dvoch polickach, ktoré susedia stranou, je 0 alebo 1.

o Ak je ¢islo v nejakom policku mensie alebo rovné ako cislo na vsetkych polickach susediacich stranou, tak je
rovné 0.

V zdvislosti od kladnych celijch éisel m a n urcte, kolkymi spésobmi mézu byt v zdhone vysadené kvety, aby tvoril
zahradu.

Riesenie: (opravovali Juro a Miso)
Najprv si ofetrime pripad, ked m = n = 1, lebo vtedy to jedno policko nem4 suseda, takze obe pravidl4 st splnené
bez toho aby nds nejako obmedzovali. Na tom policku moéze byt hocijaké nezdporné celé &islo.

V pripade, Ze je policok viac, tak z druhého pravidla vieme, Ze kazdé nenulové policko musi mat za suseda
policko mensie o 1 (vd'aka prvému pravidlu). Aj ten sused musf mat mensie poliko za suseda (ak nie je nulou),
potom jeho sused tiezZ a tak d'alej, az kym neddjdeme k nule.

Kaizd4 siet s aspont dvomi polickami teda obsahuje nejaki nulu. Méze ich mat aj viac, dokonca moze byt celd
vyplnend nulami. Vd'aka prvému pravidlu st susedia niil iba jednotky a nuly. TakZe ak mame vietky nuly, tak
jednotky st tiez uréené. Susedia jednotiek mozu byt dvojky, jednotky a nuly. Takze ak uz v sieti mame vsetky nuly
a jednotky, tak dvojky su tiez jednoznacne uréené. Podobne, ak mame uz urcené vsetky ¢isla po k vratane, tak
vietky k + 1 s nimi uréené. Zaénime nulami a pozrime sa, & uz ndm to uréi celd tabulku.

Najprv zistime, kde v8ade mézu byt nuly. No vsade. Musi tam byt aspon jedna a najviac vsetky. To je do-
hromady 2™" — 1 moznosti. Pre kazdé z mn poli méme 2 moznosti — bud’ tam nula je alebo nie je. Zo vsetkych
moznosti potom musime odpocitat moznost, ked nie je Ziadna nula.

2http://files.dokazy.webnode.sk/200000004-9d3329e2ca/Permuta¥c4%8dnY%c3%al%20nerovnosycs%as . pdf| (Pozor! Cast ,iné zne-
nie“ obsahuje chybny zapis), https://en.wikipedia.org/wiki/Rearrangement_inequality


http://files.dokazy.webnode.sk/200000004-9d3329e2ca/Permuta%c4%8dn%c3%a1%20nerovnos%c5%a5.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Rearrangement_inequality
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Ked uz mame dané rozlozenie nil, tak tabulka je celd uréend. Dalsie nuly doplnif nemézeme, tie uz si predsa
uréené. Na nenulové policka susediace s nulami ddme jednotky, z prvého pravidla vieme, Ze iné éislo tam byt
nemoze. Iné jednotky tam nebudd, lebo vdaka druhému pravidlu musi mat jednotka za suseda 0. Na nevyplnené
policka susediace s jednotkami ddme 2. Inde dvojky nebudt, lebo tie musia mat za suseda 1. A zase iné &isla na ich
mieste byt nemozu, lebo za suseda maji 1. Takto postupne doplnime é&isla 3, 4. .., az kym nebude tabulka plna.

Podla toho, ako to Vypfﬁame vidno, ze dostaneme zahradu. Kazdé ¢islo ma susedov s rozdielmi najviac 1
a okrem ntl mé kazdé mensicho suseda. Treba si vSak uvedomit, Ze je to zaroven jediny sposob, akym sa d4
tabulka tymi ¢islami vyplnif. Zase to vieme skontrolovat od najmensich &sel. Vietky jednotky st tam, kde mozu
byt a inde byt nemdzu (lebo by nemali za suseda 0) a zaroven na ich mieste nemdze byt iné &fslo (Iebo by mali
za suseda 0). Rovnako s ostatnymi, teda k je na vsetkych neobsadenych miestach vedla k — 1, nesusedi s mensim
¢islom, lebo ti susedia boli obsadeni skor a na miestach pre k nemoze pribudntt iné &islo, lebo najmensi sused bude
k—1.

Z nul tak vieme odvodit celtd tabulku. Zéroveii je to jediny spdsob ako tabulku s tymi nulami vyplnit, teda
moznosti je 2™ — 1 pre siet s aspont 2 polickami a nekoneéno pre siet s jednym.

Uloha &.10: Mr. Miro (¢itaj magro) wviazol v zdpche. Aby si sprijemnil éakanie, zamyslel sa nad nasledujicou
geometrickou ulohou.

V trojuholniku ABC (|AC| > |AB]) sa vpisand kruznica so stredom v bode I dotyka strany BC v bode D. Nech M
je stred strany BC'. Dokdzte, Ze kolmice z bodov M, D postupne na priamky AI, M1 a vyska trojuholnika ABC na
stranu BC' sa pretinaji v jednom bode.

Riesenie: (opravoval Pedro)

Chceme ukdzat, Ze nejaké tri priamky sa pretinaji v jednom bode. Na to mdme v geometrii niekol’ko moznosti.
Jednou z nich je, Ze dve z troch priamok nakreslime podla definicie z lohy, tretiu dokreslime tak, aby sa pretinala
v jednom bode so zvySnymi dvomi a ukdzeme, ze tato priamka ma defini¢né vlastnosti zo zadania tlohy, ¢im vlastne
ukazeme, Ze je to ta priamka zo zadania.

Inou moZnostou je (v tlohdch, kde sa to hodi), ze dve priamky nakreslime podla definié¢nych vlastnosti a potom
z nejakych dvoch bodov o ktorych vieme, zZe lezia na tretej priamke vedieme tsecky do prieniku pévodnych dvoch
priamok a o tychto tseckach ukazeme, ze zvieraju priamy uhol, teda ze st v skutoc¢nosti priamka.

Dalsou moznostou je, ze vietky tri priamky zoberieme podla definicie zo zadania a ukaZeme o nich, ze si to
nejaké vyznamné tri priamky, trebars nejaké Specidlne priamky v nejakom trojuholniku. Vyhodou tejto metody
je, 7e sa vicSinou nemusime zaoberat samotnym prieseénikom, ale iba tymi priamkami a zvyskom obrazka (to,
ze ten priesec¢nik je len jeden ndm uz totiz samo vyplynie z toho, ze tie tri vyznamné priamky trojuholnika sa
zo znamych dévodov pretinaji v jednom bode). Ttito metédu je vhodné pouzif v rdznych pripadoch, $pecilne
ju véak odportucame skisit vtedy, ked definicie priamok zo zadania napadne pripominaji definicie nejakych troch
vyznamnych priamok v trojuholniku. Cize napriklad teraz. Vsetky tri priamky sme mali definované ako kolmice
na nejakd ind priamku, ¢o sa podobd definiciam vySok v trojuholniku. Preto, ak by sa ndam podarilo néjst vhodny
trojuholnik a dokézaf, Ze v tomto trojuholniku st dané tri priamky vyskami, mali by sme vyhraté. Podme na to.

Potrebujeme teda najst trojuholnik, v ktorom by sa ndm dobre dokazovalo, ze dané tri priamky st jeho vysky.
Oznaéme pétu vysky z bodu A na priamku BC ako P. Priamka AP je vySkou trojuholnika ABC| ¢o je mimoriadne
znédma a dobre spracovatelnd priamka, preto by sa nam hodilo, aby nami zvoleny trojuholnik mal tito vysku uz
dant z definicie. Preto jeden z vrcholov trojuholnika by mal lezat na tejto vyske a jedna zo stran trojuholnika by
mala lezat na priamke BC.

Na priamke BC st aj body D a M, body z ktorych idd priamky v zadani, preto sa ndm pontika moznost zvolit
ako dva vrcholy nasho trojuholnika tieto dva body. Ozna¢me si X priese¢nik priamok MI a AP. Keby bol bod
X tretim vrcholom nasho trojuholnika, mali by sme dve vysky hned zadarmo — vysku AP a tiez kolmicu z bodu
D na priamku M1, pretoze tie uz zo zadania st kolmé na priamky ur¢ené nasim trojuholnikom. O tretej priamke
vieme, Ze je to kolmica z bodu M na priamku A, no my potrebujeme ukézat, Ze je to zdroveii kolmica na priamku
X D. Na to by nam stacilo, aby priamky XD a A, resp. AE, kde F je priese¢nik priamky Al so stranou BC, boli
rovnobezné.

Preco? Ak priamka pretina dve iné priamky, tak s nimi zviera rovnaky uhol prave vtedy, ked’ st dané priamky
rovnobezné (teda ak neberieme do tvahy pripad, Ze by s jednou zvierala uhol ,do jednej strany“ a s druhou ,do
druhej“, ¢o vsak prave pri pravom uhle strica na relevantnosti). Teda z rovnobeznosti priamok XD a Al a z toho,
ze skiimame kolmicu z bodu M na priamku AI uz bude vyplyvat aj kolmost na priamku X D.

Trojuholniky M DI a M PX st podobné (ba ¢o viac rovholahlé podla bodu M) a priamky XD a I E st vedené
z k sebe prislichajicich bodov. Ak by sme teda ukézali, Ze k sebe prislichajice strany M D a M P st nimi delené
v rovnakom pomere, tak z rovnolahlosti by vyplyvala ich rovnobeznost. Nagim novym cielom je teda ukézat rovnost

|PD|  |DE|
\PM|  |DM|
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Zaujimavé je, Ze tymto krokom sme sa vlastne akoby ,,zbavili“ nagej povodnej tilohy a mame dokézaf nie¢o uz iba
o velmi znémych bodoch v trojuholniku. Cisto teoreticky by sme oddialto mohli postupovat ¢istym vyjadrovanim,
ked'ze dlzky vietkych styroch tseciek st Iahko vyjadritelné pomocou zndmych vzorcov. My ale budeme pokracovaf
v syntetickom rieseni.

Teraz prichddza trochu tricky cast, ale nie zas az tak velmi. Viimnime si, Ze ak by sme robili kolmice na
priamku BC' v bodoch P, D, E a M, dostali by sme dost fajné priese¢niky s priamkou AI (teda osou uhla). Pre
bod P je to bod A, pre bod D je to bod I, bod E ostéva a pre bod M to nie je ni¢ iné, ako bod S, teda Svrékov
bod! Co takto nase body na ne sprojektovat?

Preéo takéto nieco spravit? Ak si véimneme, aké pekné body tym dostaneme, mame na to az dva velmi dobré
dovody. Prvy je, Ze tak sikovne vyuZijeme definicie tych bodov. Teda napriklad sa koneéne zbavime farchy bodu
M, s ktorym sa vidy tak zle pracuje, lebo jediné, ¢o o fiom vieme je, Ze lez{ v strede strany a to je éasto dost
mélo. Takto budeme mat ovela ,sikovnejsi“ bod S, ktory je zo syntetického hladiska priam dokonaly na pouzivanie.
Drubhym dévodom, pre¢o takéto nieo spravit je, ze vzdialenost Iubovolnych dvoch bodov na priamke BC sa ich
ssprojektovanim® na priamku Al (projekcia nie kolma na AI, ale na BC) prenesie na vzdialenost novych dvoch
bodov, ktord bude konstantnym nasobkom povodnej vzdialenosti. Teda inak povedané, ak chceme dokézat rovnost
pomerov |PD|/|PM| = |DE|/|DM]|, je to to isté, akoby sme chceli ukazat rovnost pomerov

|AIl  |IE]
|AS|  |IS|

T4to rovnost je o nieéo prijemnejsia, lebo v nej vystupuju krajsie body. T si moézeme upravit na podobnt
rovnost |IS|/|AS| = |IE|/|AI|. Teraz vyuzijeme bod I. Je to stred vpisanej kruznice, preto lezi na osiach uhlov.
V trojuholniku AEC je to dokonca priese¢nik osi uhla ACE s priamkou AFE. O takychto priese¢nikoch vieme, ze
lezia na svojich stranach v Specidlnom pomere. Konkrétne |IE|/|AI| = |EC|/|CA|.

Pozrime sa teraz na druhy zlomok nami dokazovanej rovnosti. Teda |I.5]/|AS|. Menej znémou, ale mimoriadne
uzitoénou vetou stvisiacou so Svrékovym bodom je tzv. veta o trojprste, ktora hovori, ze |SI| = |SC| = |SB| pri
nasej konfigurécif bodov. Vyuzijeme rovnost |SI| = |SB| a zlomok |IS|/|AS| je teda rovny | BS|/|AS|. Potrebujeme
teda dokazat, ze |BS|/|AS| = |EC|/|AC|. Této ale uz vyplyva z podobnosti trojuholnikov BSA a ECA. Tie st
podobné preto, lebo jednak |JCAFE| = |SEAB|, lebo AE je osou uhla BAC, a dvak preto, ze |3 BSA| = |4 BCA,
¢o zas vyplyva z toho, ze sui to obvodové uhly k tetive AB kruznice opisanej trojuholniku ABC' (na ktorej, ako
vieme, S lez{). Tym by sme mali tilohu dokdzant.

Vyvsledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Ro¢. | Skola |k |4|5|6|7|8|9(10] >
1. Dévid Misiak 2 GJH 41919 91919 45

) Marién Poturnay 2 GPiest |4 (8]9[9[9]9 44

3. Pavol Kollar 2 GAMCA | 5 919|81]19]8 43




KMS 2016/2017

1. séria letnej casti

10

Por. | Meno Roc. Skola k|4 |5|6|7|8|9(10] >
Tomas Sasik 3 | GAMCA | 8 97199943
Samuel Krajci 2 GAIKE 5 91819198 43

6. Martin Stevko 2 GAIKE 4 19197719 41
Radek Olsak 2 Ina skola 3 (1819 7 819 41
8. Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 [ 9|9 |6 | 7|9 40
9. Pavol Kebis 2 GJH 41919121993 39
10. | Akos Zahorsky 3 GSahy 7 9 8198|4138
11. | Lucia Kraj¢oviechova 1 GJH 3181912199 37
12. | Richard Oravkin 2 GBajkBA | 4 | 9|9 9 8 35
Tereza Prokopova 2 GJH 4 1919 819 35
Peter Ondus 3 SpMNDaG | 6 9131698 35
15. | Jakub Parada 1 GAMCA 31919 719 34
Filip Cermak 3 Ina skola 31919 719 34
Monika Machalova 2 GJH 4 1919 7 9 34
18. | Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 | 5|3 81918 33
Matej Mosko 2 GAMCA 4191912419 33
Viktéria Brezinova 2 GAIKE 4 191916 9 33
21. | Miska Dlugosova 3 GKuPP 7 7151919 30
Stefania Glevitzka 2 GPriev 41919139 30
23. | Peter Ralbovsky 4 GJH 11 219198 28
Maria Durackova 2 GJH 4 1819 3 8 28
25. | Jakub Poljovka 3 GParNT 7 9 919 27
Lukés Baléz 2 GBénov 31919 9 27
Michal Stanik 2 GLSTN 4 19191 8 27
Martina Kalasova 2 GJH 3196 9 3127
Jozef Fiilop 1 GAMCA 31919 9 27
30. | Michaela Zdimalova 2 GJH 31219 619 26
Daniel Magula 3 GPiaNT 4 81925 2 26
Juraj Rosinsky 2 ITdeLancy | 3 | 8 |9 712 26
Nina Benkova 2 GPiest 4 |8]9f2]7 26
34. | Michal Mraz 2 SpMNDaG | 4 | 9 |9 6|0 24
35. | Jonas Dujava 2 SPIPO 4 9 319 21
Jaroslav Paska 2 SpMNDaG | 3 |9 |9 | 2 1 21
37. | Michal Molnér 2 GAMCA 4 191]19]2 20
38. | Jozef Ciz 2 GJH 41919 18
39. | Matus Zubcdk 2 GPaNT 4 1918 17
Veronika Ganzova 3 GMerTT 4 1913 5 17
41. | Pavol Klein 2 GPiest 4 1719 16
42. | Karolina Pisonova 2 GBéanov 4 1914 13
43. | Jana Cernikova 2 GJH 31713 0 10
44. | Kristina Galikova 2 SpMNDaG | 4 | 3 | 4 7
45. | Lucia Ondovcikova 2 GModra 4 113 010 4
kategéria ALFA

Por. | Meno Roc. Skola kK|11]213[4]|5|6|7]|>

1. Miro Macko 1 Leaf 2 91918199 |7| 4
2. Eliska Macédkova 6z8 | SZScenada | -3 |8 |98 [9]9|3]|4]43
3. Barbora Baranc¢ikova 1 SpMNDaG | 2 91911918 7| 42
4. Matej Priesol 1 SpMNDaG | 2 9191919 5| 41
5. Michal Kajan 1 GBajkBA | 2 | 9[9(19|9|8]2]|5]40
6. Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 51719196738
7. Lucia Krajc¢oviechova 1 GJH 3 9181912937

Martin Starovicé 1 GAMCA 2 916|9|7]|6 37
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Por. | Meno Roc. Skola K 2(3|4|5 7>
Roéberta Jurikova 2 In& skola 3 91919 7 37

10. Michal Masrna 1 GPosKE 2 9191919 36

11. | Kristina Grolmusova 1 BiGSuc 1 916|119 2| 34

12. | Erik Rehulka 1 SpMNDaG | 2 913|718 51 32

13. | Timea Szollésova 1 GAMCA 1 9191910 31

Jitka Muravska 1 GAMCA 1 9191910 31

15. | Filip Csonka 2 GAIKE 2 91993 30

Lukas Géborik 9z8 ZSRadBB | 0 913|193 30

Matej Hanus 1 GPosKE | 2 9191913 30

18. | Tatiana Matejkova 1 GParNT | 2 319|198 29

Patrik Rusnak 1 GAIKE 2 9191119 1129

20. | Ondrej Tomasik 1 Ind skola | 1 919 3 2 | 28

21. | Tomas Ganz 1 SpMNDaG | 2 31411817 5|27

Matej Vojtek 1 GAMCA | 2 9191910 27

Andrej Pe¢imuth 3 GNZam 1 91919 27

24. | Kornélia Nemcova 1 GAMCA 2 9111913 4] 26

Marianna Hronska 9z3 BiGSu¢ 1 91918 26

26. | Jakub Parada 1 GAMCA |3 919 7125

Filip Cermak 3 Iné skola | 3 919 7| 25

Alex Chudic 1 SpMNDaG | 2 6198 7125

29. | Juraj Rosinsky 2 I de Lancy | 3 819 7124

Martina Kalasova 2 GJH 3 916 9| 24

Martin Koutensky 1 GAMCA | 2 916|910 24

Radek Olsak 2 In4 skola | 3 819 7| 24

33. | Toméas Sumsala 1 GJH 2 9131219 23

Gabriela Savelova 1 GAMCA 2 9151910 23

35. | Adam Barla 1 GTajBB 1 913 3 22

36. | Jasmina Portagikova 2 GVarZA 3 9 9 2| 21

37. | Jaroslav Pagka 2 SpMNDaG | 3 9 20

38. | Adam Kuniak 1 GAMCA 1 913 0 19

39. | Lukas Balaz 2 GBéanov 3 919 18

Toméas Simek 9z8 | SpMNDaG | 0 9 18

Jozef Fiilop 1 GAMCA |3 919 18

42. Michaela Zdimalova 2 GJH 3 219 6| 17

Jakub Hlugko 2 SpMNDaG | 2 9 8 17

44. | Jana Cernikova 2 GJH 3 6|73 16

Marek Tran 1 GAMCA 2 9131410 16

Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 513 8 | 16

47. | Alzbeta Jurecekova 2 ezsmt 3 41011 7115

48. | Ténicka Bielakova 1 GAMCA | 2 90|12 2|14

Alexandra Géciova 1 GJH 1 313|013 14

50. Ema Hartmannova 2 GPriev 2 413|101 1|13

51. | Natalia Calvo 1 GParNT 2 215 3 10

52. Matus Tamasi 2 Inéa gkola 2 9 9

Karin Demkova 1 GJH 2 9 0|0 9

54. | Andrej Gencur 1 Iné skola | 2 8 8

55. | Andrej Bederka 2 SpMNDaG | 2 3 5

Anezka Pajunkova 1 Ind skola | 2 3 115

57. | Jana Viktoéria Kovécikova 3 In4 skola | 3 4 4

Natalia Grigova 1 GAMCA |1 4 4

59. | Michal Vranovsky 1 GCSLewis | 2 0 1| 2




