Vzorové rieSenia 3. série letnej ¢asti KMS 2016/2017

Uloha &.1: V Krajine osi és si pre lepsi prehlad ofarbili vietky celé ¢isla nabielo alebo nacierno. Vieme, Ze ak
vezmeme lubovolné dve biele ¢isla a, b, tak ¢isla a +b, a — b maji rézne farby. Navyse vieme, Ze ¢islo 1 je biele.
Zistite, ktorej farby je ¢islo 2017.

Riesenie: (opravovala Kika)

Vieme, Ze &islo 1 je biele. Skiisme sa zamysliet nad tym, akej farby musi byt &islo 0. Ak by bolo biele, tak by
vdaka podmienke zo zadania o dvoch bielych &fslach muselo platit, Ze 1 +0 a 1 — 0 boli réznej farby. Nakolko
1+0=1-0 =1, tak to docielif nevieme. Teda &fslo 0 nemoze byt biele a musi byt ¢ierne. Akej farby je éislo
2?7 Zoberme si dve biele ¢isla a konkrétne ¢isla 1 a 1. Cisla 1 +1 = 2 a 1 — 1 = 0 musia byt roznej farby. Cislo
0 je cierne, ¢islo 2 musi byt biele. Akej farby je &islo 3? Zoberme si dve biele éisla a konkrétne éisla 2 a 1. Cisla
2+1=3a2—1=1 musia byf roznej farby. Cislo 1 je biele, ¢islo 3 musi byt ¢ierne. Takto sa s tym vieme hraf
a zistovat d'alsie a mali by sme dospiet k tomu, Ze éisla 0, 3, 6 a 9 st &ierne a &isla 1, 2, 4, 5, 7, 8 a 10 st biele. To,
Ze Cierne &fsla st prave ndsobky troch je kisok podozrivé. Podme si dokézaf, Ze to tak musi byt.

Predstavme si, ze vieme o ¢islach n, n + 1 a n + 2, Ze su ofarbené nasledovne: n je ¢ierne an+1 an+ 2 st
biele. Akej farby musi byt n+3, n+4an+5? Cisla (n +2)+1=n+3a (n+2) — 1 = n+ 1 musia byt roznej
farby, teda n 4 3 je cierne. Cisla (n +2) +2 =n+4 a (n 4 2) — 2 = n musia byt roznej farby, teda n + 4 je biele.
Cisla (n+4)+1=n+5a (n+4) —1=n+ 3 musia byt roznej farby, teda n + 5 je biele. Vieme sfarbenie ¢isel 0,
1 a 2, z toho vieme farbu 3, 4 a 5, z toho vieme farbu... Takze vieme farbu kazdého ¢isla.

Je vizdy zachovand nasa podmienka? Nase biele ¢isla nie st delitené tromi. Ak obe davaji zvysok 1 po deleni
tromi, ich sicet dava zvySok 2, a teda je to biele ¢islo, ich rozdiel dava zvysok 0, a teda je to Cierne ¢islo. Ak davaja
obe zvysok 2 po deleni tromi, ich stucet dava zvysok 1, a teda je to biele ¢islo, ich rozdiel ddva zvysok 0, a teda je
to Cierne ¢islo. Ak jedno ¢islo déava zvysok 1 a druhé zvysok 2 po deleni tromi. Tak ich stucet dava zvysok 0, a teda
je ¢ierne, ich rozdiel dava zvysok 1 alebo 2 a je to biele ¢islo. Vsetko sedi, vietko pasuje. Cierne éisla si delitelné
tromi a biele &isla nie s delitené tromi. 2017 nie je ndsobkom troch, a teda to musi byt biele éislo.

Uloha ¢&. 2: Najuzndvenejsou osobou krajiny je ¢arodejnik S. Je zndmy tym, Ze svojou mdgiou kresli rézne geomet-
rické obrazce, napriklad takéto. Kruznice k al, sa pretinaji v dvoch bodoch A a B. Stred S kruznice k lezi na kruznici
. Tetiva AC kruznice k pretina | po druhijkrdt v bode D. Dokdzte, Ze isecky SD a BC st na seba kolméﬂ

Obr. 1

1K tejto tlohe vdm odporicame pripomentt si, resp. nastudovat vzfahy medzi uhlami v kruznici. Mézete sa o nich docitat v lanku
https://old.kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf, hlavne v priklade 2.


https://old.kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf
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Riegenie: (opravovala Ceky)

Ked'ze mame v zadani kruznice, budeme sa snazit vyuzivaf stredové a obvodové uhly. Uhol ADS si oznaéme a.
Tento uhol je obvodovy uhol kruznice ! k obliku AS. Obvodovy uhol k tomu istému obliku je aj uhol ABS,
preto je jeho velkost tieZz a. Trojuholnik ABS je rovnoramenny, lebo S je stred kruZnmice k, teda tsecky SA aj
SB st jej polomery. V tomto trojuholniku musia mat uhly pri zakladni rovnaki velkost, takze aj uhol SAB je
a. Dopoéitanim tretiecho uhla v spominanom trojuholniku dostdvame, ze velkost uhla ASB je 180° — 2a. Tento
uhol je stredovym uhlom k obvodovému uhlu BC A, preto musi byt jeho dvojndsobkom, teda velkost uhla BCA
je 90° — a. Oznacme si priesecnik priamok SD a BC ako E. Pozrime sa teraz na trojuholnik C DE. Dva vntutorné
uhly pozndme, podme dopoéitaf treti. Dostdvame, ze velkost uhla DEC je 90°, €ize priamky SD a BC st na seba
kolmé, ¢o je presne to, ¢o sme chceli.

Uloha ¢&. 3: Duaja susedia Krajiny osi 6s, Kornélia a Leopold, nerobia celé dni nic¢ iné, len hraju nasledovni hru.
Napisu si na papier éisla 1,2, ..., 100. Hru zacina Kornélia a potom sa s Leopoldom striedajii v fahoch. Hrdé
v jednom svojom fahu vpise znamienko +, — alebo - (plus, minus alebo krdt) medzi lubovolné dve susedné &isla,
medzi ktorymi este Ziadne nie je. Hra konéd, ked medzi kazdymi dvomi susednyymi ¢islami je prdve jedno znamienko.
Moze Kornélia docielit, aby bol na konci vijsledok pdrny, nech hrd Leopold akokolvek? Moze Kornélia docielit, aby
bol vysledok nepdrny?

Riesenie: (opravoval Marek)

Na za&iatok je dobré si v&imnut zopar drobnosti. Parne &isla a neparne é&isla sa striedaji. Takisto si viimneme, Ze
méame 99 medzier medzi éislami, a teda ked Kornélia za¢ina, bude aj konéit. Znamienka + a — narabaji s paritou
rovnako, t. . n+p=n,p+n=nn—p=nap—n= nﬂ Teda ndm staéi uvazovat len jedno z nich. Budeme
pouzivat znamienko +. Pre znamienko - zas plati p-n=n-p = p.

Ak by sa Kornélif podarilo sparovat kazdé nepérne &islo s asponi jednym parnym é&islom pomocou znamienka -,
bolo by jedno, ako hré super, pretoze vyraz by bol zaru¢ene parny.

Teraz vyvstava otézka, ako hrat, aby toto docielila. KedZe kazdé neparne é&islo okrem 1 mé dvoch susedov,
medzi ktorych vieme daf znamienka. Moézme tak hrat nasledovnym spésobom: Vzdy ked Leonard zahrd, pozrieme
sa, u ktorého neparneho ¢&isla N to zahral. Mozu nastat nasledovné situdcie: +N, N+, N-, -N. Ked vo vsetkych
pripadoch doplnime -, tak dostaneme: +N-, -N+, -N-, -N- a to zarucCuje, ze kazdé neparne ¢islo sa spari s jednym
parnym ¢&islom a vysledok bude parny. Zostala ndm uz len 1 ktori treba oSetrit samostatne. Ak chceme teda zaruéit
celkovo parny vysledok tak zahrame na zaciatku 1 -2 a potom hrame, ako je opisané vyssie. Ak chceme neparny
vysledok, sta¢i ndm hrat rovnaku taktiku, len na za¢iatku zahrame 1+ 2. Takto zjavne docielime nepérny vysledok.

V oboch pripadoch mame vyhravajicu taktiku, a teda Kornélia moze skérovat!

Uloha ¢&. 4: Zlatokop Zlatko sniva cely Zivot o tom, Ze ndjde majvzdcnejsi drahokam krajiny v tvare trojstenu.
Podarilo sa mu vsak ndjst iba §tv0rst67E| , tak by si z neho chcel spravit aspor trojuholnik.

Dokdzte, e v kazdom $tvorstene existuje vrchol, z ktorého vychddzajice hrany mézu vytvorit trojuholnik. Tri dsecky
moéZu vytvorit trojuholnik, prdve vtedy, ked je kaZdd z nich kratsia ako sucet dlzok zvysnych dvoch.

Riegenie: (opravovali Adam a Luxus)

Obr. 2

Kedy sa neda z troch stran spravit trojuholnik? Vtedy, ked je jedna z nich dlhSia alebo rovnako dlhd ako
zvy$né dve. Ttto muidrost voldme trojuholnikovd nerovnost a zjavne nds bude v tomto priklade zaujimat nejaké
jej vyuzitie.

Ulohu méZeme riesit sporom, teda skisime vytvorif nie¢o, ¢o nespfﬁa tvrdenie zo zadania, a popri tom
dokdzeme, Ze ni¢ také neexistuje, a teda tvrdenie zo zadania bude platif vidy. V zadani sa pise Ze v kazdom

2V tychto symbolickych rovniciach p zna&f nejaké parne &islo a n nepérne &islo.
3 Ak nevies ¢o je Stvorsten, pozri sa sem https://sk.wikipedia.org/wiki/Stvorsten


https://sk.wikipedia.org/wiki/%C5%A0tvorsten

KMS 2016/2017 3. séria letnej casti 3

§tvorstene existuje vrchol z ktorého vychadzajice hrany mozu vytvorit trojuholnik. Opakom je tvrdenie, Ze v ne-
jakom Stvorstene neexistuje ani jeden vrchol z ktorého vychadzajice hrany mozu vytvorit trojuholnik.

Ak m4 byt niektord z troch hrén vychadzajicich z vrchola dlhsia ako ostatné dve dokopy, musi to byt t4
najdlhsia. Stavka na istotu je zobrat najdlhsiu hranu v celom Stvorstene, povedzme Ze to bude napriklad hrana a
(hrany aj vrcholy sme si pomenovali tak, ako si na obrdzku . Je takto zjavne najdlh§ia z hran vychadzajicich
z vrcholu A aj z vrcholu B. Ak m4 platit, Ze dve z hran vychadzajicich z vrchola maji byt kratsie ako tretia,
dostaneme nerovnosti

a>c+d,

a>b+e.

Ziroven uz ale nejaké trojuholniky v §tvorstene mame — jeho steny. Pre tie vieme zapisaf nerovnosti
a<b+ec,

a<d+e.

Obe dvojice nerovnosti moézeme séitat a z kazdej dostaneme jednu novt nerovnicu:
2a>b+c+d+e,

2a <b+c+d—+e.

Na prvy pohlad je zjavné, Ze sme dostali spor. Z neho vyplyva, Ze nie je pravda, Ze v §tvorstene neexistuje ani
jeden vrchol, z ktorého hran by sme vedeli vytvorit trojuholnik. Z toho vyplyva Ze v tvorstene existuje vrchol,
z ktorého hréan by sme vedeli vytvorit trojuholnfk. A presne to sme mali dokézat.

Uloha &.5: V Krajine osi és vsak Zije aj 2l carodejnik, zndmy pod menom Devil Vorsiper. Dobryj carodejnik S ho
vyzval raz na suboj. Devil Vorsiper rozloZil na stol 2n kariet pezesa (n pdrov rovnakijch kariet). V kazdom tahu méze
S otocit k kariet licom nahor. Ak je medzi nimi aspori jeden pdr, S vyhral. Ak nie, tak Devil Vorsiper nachvilu oslepi
S-a. Kym S nevidi, tak Devil Vorsiper zoberie k kariet, ktoré S otocil, lubovolne ich zamiesa a potom v nejakom
poradi vrdti na tijch k pozicii, odkial ich zobral. Potom sa S-ovi otvoria o¢i a pokracuje dalsim fahom. Pre ktoré
dvojice celijch éisel n > k > 2 existuje prirodzené ¢islo m také, ze S moéze zaruéene vyhrat na nanajuys m tahov
bez ohladu na to, ako Devil Vorsiper miesa karty?

Riesenie: (opravoval Slavo, Dano)

Chceme zistit, pre ktoré k vie S zarucene vyhraf na konecny pocet fahov (potom bude existovat hladané m).
Aby sme zaruéili vitazstvo, musime predpokladat, Ze ak nevieme pred otdéanim o nejakom pére, tak otocenim
neotoéime Ziaden pér. Inak povedané, budeme predpokladat, Ze sme tiplni smoliari.

Bolo by fajn najst postup, ako vieme zistit hodnotu na nejakej karte. Potom by sme tymto vedeli postupne
zistovat hodnoty aj na ostatnych kartdch. Ked takto zistime hodnoty n + 1 kariet, tak uz uréite budeme vediet
aspon o jednom péare. Ako na to?

Sktisme otoéit nejakych k kariet. Zistili sme, ktorych k hodnot sa na nich nachddza. AvSak nevieme, ako si
teraz premiesané. Ak chceme zistit hodnotu niektorej z nich (ozna¢ime si ju X), tak zrejme nem4 zmysel otocit ju
znovu (po premieSan{ by sme stale mali k¥ moznosti na hodnotu na nej). Preto potrebujeme vylucit hodnoty, ktoré
na nej nie su. Tie hodnoty su na ostatnych k — 1 naposledy oto¢enych kartdch. Ak oto¢ime spominanych k — 1
kariet (a okrem nich eSte jednu ini — ked'Ze vieme otacat presne k kariet), tak zistime hodnoty na danych k — 1
kartach a tym padom aj hodnotu karty X.

Zistili sme hodnotu na jednej karte, mozeme to opakovat znovu. Presnejsie povedané, najprv oto¢ime karty 1
az k, potom karty 2 az k + 1 (zistime, ¢o je karte 1), potom otoc¢ime karty 3 az k + 2 (zistime, ¢o je na karte 2),

.., nakoniec oto¢ime karty 2n — k + 1 az 2n (zistime, ¢o je na karte 2n — k). Takto zistime 2n — k kariet. Ak je
k < n, tak vieme poziciu aspon n + 1 kariet. Ked'ze parov je m, z nejakého paru pozname obe karty, teda v d'alsom
tahu ich budeme vediet otocif — S vyhra.

Co sa stane, ak n = k? Predoslym postupom vieme zistit, ¢o je na k kartéch (oznac¢ime si ich A). Moze sa
nam stat, ze karty A st z roznych parov. Sice teraz nevieme hned povedaf poziciu nejakého paru, ale aj tak vieme
o kartach celkom vela. Jedind vec, ktorti nevieme, je usporiadanie k kariet, ktoré sme naposledy otoéili (ozna¢ime
si ich B).

Dalsfm otoenim otocime k kariet — niekolko kariet zo skupiny A a niekolko z B (pokojne aj 0 kariet zo
skupiny). Mo6Ze sa ndm stat, Ze ototené karty z B st pary neotocenych kariet z A, teda tymto oto¢enim nendjdeme
par.

Préve sme ukdzali, ze ak méme k kariet (z kazdého paru po jednej), o ktorych nevieme, ako st usporiadané, tak
v najblizéom fahu nevieme vyhrat. LenZe v takej situdcii moézeme byt vidy — pred lubovolnym otocenim nevieme
povedat o usporiadani naposledy odkrytych kariet (¢o, kedZe sme neskonéili, bolo k kariet z rdéznych péarov), a teda
ani tymto oto¢enim nendjdeme par. Tym padom pre k = n S nemusi vyhrat na koneény pocet tahov.
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Vitazstvo S pre k = n nevieme zarucit (teda neexistuje hladané m), pre k < n ho zarucit vieme (vtedy je jedno
z moznych m = 2n — k + 2).

Uloha &. 6: Devil Vorsiper nemd rdd osi. Preto ani jeho kuzelny magicky symbol Ziadne osi neobsahugje. Jeho symbol
tvort trojuholnik ABC, v ktorom D je stred strany BC. Bod E lezi na strane AC' tak, Ze plati 2| AE| = |CE|. Naviac
plati, Ze |SCBE| = |XADB|. Urcte velkost uhla ABC.

Riesenie: (opravoval Pedro, Lubo)

Potrebujeme nejako vyuzit to, Ze bod E sa nachadza v jednej tretine strany AC. To sa ale len tak lahko vyuzit ned4,
teda uréite nie vyjadrenim nejakého uhla. Mozno by mohlo poméct, keby sme sa do tlohy pustili goniometricky,
takyto postup vSak nechdme na odvéznejsich. Co keby sme si radsej dodefinovali bod F' tak, ze lez{ presne v strede
usecky EC? Takéto dodefinovanie by nam zdroven implikovalo, ze bod E lezi v strede usecky AF, pretoze F' deli
dve tretiny usecky AC na polovicu, teda na tretiny usecky AC. Vidime ze |AE| = |EF| = |FC|.

Vsimnime si usecku DF'. Oba krajné body tejto tisecky su stredmi nejakych stran, konkrétne stran trojuholnika
BCE. Teda DF je jeho strednou prieckou. O strednych prieckach vieme, Ze su rovnobezné s tou stranou troju-
holnika, ktorej sa nedotykaji. Lenze my vieme, Ze bod E leZ{ v strede AF a zéroveii DF || BE, teda ¢ast tsecky
BE je strednou prieckou v trojuholniku ADF. Dodefinujic si bod G ako priese¢nik AD a BE ziskavame, ze G je
stredom AD. Lenze z rovnosti uhlov CBE a ADB méme, zZe trojuholnik BDG je rovnoramenny so zékladiou BD,
a teda |BG| = |DG|. Lenze to mdme |BG| = |DG| = |AG]|, ¢ize bod G je stredom kruznice opisanej trojuholniku
ABD. Z Télesovej vety vyplyva, Ze kedze AD je priemerom tejto kruznice, tak | ABC| = 90°.

A
E
G
F
B D C

Obr. 3
Uloha &.7: V Krajine osi 6s namiesto zvierat chovaji ¢isla. Farmdrka Felicia chovd redlne ¢isla xq, xa, ..., Ty,
kde n > 2 je dané prirodzené c&islo. Ich dolné celé casti |x1], |x2], ..., |2n] maji v nejakom poradi hodnoty
1,2, ..., n (kaZdi prdve raz). Ndjdite mazimdlnu a minimdlnu hodnotu vgrazu

|_.’E2 —xlj + |_"E3 —SUQJ + |_£U4 —(E3J + -+ Ll'n —lL'nflJ.

Zdpis |a] oznacuge dolni celi ast redlneho isla a, t. j. najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje a.
Riesenie: (opravovali Jozo a Maridn)
Je celkom intuitivne, Ze pre maximalizovanie stétu sa zide maximalizovat jednotlivé sél’tanceﬁ Tak sa na ne
pozrime. Kazdy séitanec md tvar |z;4+1 — 2;]. Zo zadania vieme nie¢o o hodnotach |z;+1] a [2;]. Intuitivne sa
vyraz |x;11 — x;| sprava podobne ako |x;y1| — |z;]. Iné umiestnenie dolnych celych ¢asti ho len mdlo pozmeni.
My vsak potrebujeme presne uréit, o kolko sa moéze zmenit.

Kazdé redlne ¢islo x sa dé jednoznaéne vyjadrit pomocou jeho celej ¢asti |z| a desatinnej casti, ktord sa
oznacuje {z} a je z intervalu (0,1). Ak toto vyjadrenie dosadime do skimaného sé¢itanca, dostaneme

|Zit1 — @) = [[@iv1] — @] + {ziga} — {zi}].

Pripo¢itavanie celého &isla |x;41] — |2;] neovplyvituje celd ¢ast vysledku. MdzZeme ju preto vybraf z dolnej celej

Casti, ¢im dostaneme
[Zit1 — @] = [@ig1] — @] + {ziga} — {@i}]. (1)

Tu si mézeme viimnit, Ze desatinnd ¢ast {z;y1} je vZdy mensia ako 1 a odéitanim kladného éisla {z;} sa na
tom ni¢ nemoze pokazit. Teda |[{z;11} — {x;}] < 0. Obdobne, odéitanim ¢fsla mensieho nez 1 od kladného éisla
nikdy nedostaneme ni¢ mensie nez —1. Teda [{z; 11} — {z;}| > —1. Ked'ze |{z;11} — {zs}] je celé &islo, tak moze
nadobtdat len hodnoty —1 a 0.

4Vo veobecnosti sa ndm to viak nemusi podarit. Méze sa stat, Ze sa jednotlivé séitance budi navzéjom ovplyviiovat a nenadobudni
vSetky naraz maximélnu hodnotu. Vtedy musime rozobraf tie zavislosti a najst lepsf odhad vyrazu. V tejto tilohe to viak nebude potreba.
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Teraz si modzeme vyraz zo zadania upravif pomocou rovnosti . Dostaneme v nom tak dolné celé casti
1], |®2], ..., [Zn], 0 ktorych nie¢o vieme zo zadania. ViéSina z nich ndm vypadne a ostane ndm

[@2 — 2] + |23 — @2+ F [T — Tp1] =

= lon] = ] + [{z2} = {z ] + Hasy — {22} + -+ Han) —{zaa}].

Pozrime sa teraz na najvécsiu hodnotu tohto vyrazu. Séftanec |z, | moze byt najviac n, —|z1] moze byt najviac
—1 a zvysné s¢itance |{x;11} — {z;}] st najviac 0. Teda najvicsia hodnota, ktorti by sme mohli dosiahnut, je n—1.
Vieme vsak ttito hodnotu naozaj dosiahnut? Oé&ividne dno, sta¢i ndm zvolif si z; = i.

Podobne, ked' chceme zistif najmensiu hodnotu, tak plati |z, | > 1, —|z1] > —n a zvysné séitance st aspoii
—1. To nés privedie k najmensej hodnote —2(n — 1), ktori dostaneme, ak dosadime éisla, pre ktoré |z1] = n,
|7n] = 1 a desatinné ¢asti {z1}, {x2}, ..., {z,} tvoria klesajicu postupnost. Také ¢isla zjavne existujd, ¢o ndm
staci. Ked sa vSak trochu pohrdme s pismenkami, zvolime |z;| = n+1—1 a {z;} = 1 —i/n, tak vieme takto
zapisat aj jeden konkrétny priklad: x; =n+1—4i+1—1i/n.

Najmensia hodnota Feliciinho vyrazu je teda —2(n — 1) a najviicsia hodnota je n — 1.

Uloha &. 8: Felicia na svojej farme chovd aj funkcie, ktorym ddva papat ¢isla. Neddvno ich nakimile nulami, ktoré
nemaju rady, tak jej vietky poutekali. Pomoézte jej ndjst ich!
Ndjdite vietky funkcz’eﬂ f:R\ {0} = R také, Ze pre vietky nenulové redlne cisla x, y plati

z - f(oy) + f(~y) =z f(x).

Riesenie: (opravoval Zajo)

Typickou metddou riesnia funkciondlnych rovnic je dosadzovanie konkrétnych hodnot za nezname. Vieme totiz, ze
rovnica zo zadania musi platif pre vietky dvojice z, y € R\ {0}. Dosadenim konkrétnych dvojic vieme dostat tvar
rovnice, ktory ndm hovori nieco blizsie o funkcii f.

Vo vSeobecnosti je nasim cielom postupnym dosddzanim rovnicu upravit do tvaru f(z) = ..., kde na pravej
strane mozu vystupovat iba vyrazy zdvislé od z, y, pripadne funkéné hodnoty v konkrétnych bodoch. Sedliacky
povedané, na pravej strane nebude nikde z, y v argumente funkcii f.

Rozumnymi dosadeniami na zaciatok st éisla ako 0, 1. Nulu dosadzovat nemoZeme, zo zadania nie je v de-
finicnom obore. Ostdvaji ndm teda $tyri moznosti, vieme dosadif £1 za x aj za y. V tejto tilohe uz ni¢ dalsie
dosadzat ani nepotrebujeme.

Pozrime sa na dve z tychto Styroch dosadeni, ktoré pre nas budi zaujimavejsie. Po dosadeni z = 1 dostavame

fy) + f(=y) = f(1)
a po dosadeni y = —1 zas
zf(—z) + f(1) = zf(z).

Ako ciel sme si stanovili dostat vyjadrenie tvaru f(z) = ... a prdve sme dostali dve rovnice, v ktorych vystupuji
len dva vyrazy, ktoré neméozu byt na pravej strane koneéného vyjadrenia. Jednd sa o f(z), f(—x), resp. f(vy), f(—y)
(v jednej rovnici nezndmu sice voldme x a v druhej y, ale obe rovnice platia pre vSetky x, y z defini¢ného oboru,
polahky by sme preto nezndmu v jednej z rovnic mohli preoznaéit).

Staéi nam teda vyriesit ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych. Z prvej rovnice vyjadrime:

f(=y)=f(1) = fly), tedaplatiaj f(—z)=f(1)— f(z),
¢o rovno dosadime do druhej rovnice a vyjadrime f(z):

B(F(1) = f(@)) + (1) = 2f (@),
o= D S0 (1, 1))

2x 2

V tomto tvare f(1) mézeme chdpaf ako nejaki konstantu, typickd pre tiito funkciu. Vo funkciondlnych rov-
niciach moéZe nastat takito situdcia, Ze vieme vyjadrif vSetky funkéné hodnoty v zavislosti od jednej konkrétne;.
Prirodzenou otdzkou je teraz to, akéd moze byt t4 jedna zaujimavd funkénd hodnota f(1)?

5Pokial ste sa este nestretli s ilohou tohto typu, odpori¢ame védm pozriet si stranky
https://old.kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf
a http://mks.mff.cuni.cz/library/FunkcionalniRovniceVM/FunkcionalniRovniceVM.pdf.


https://old.kms.sk/~mazo/matematika/funkcionalne_rov.pdf
http://mks.mff.cuni.cz/library/FunkcionalniRovniceVM/FunkcionalniRovniceVM.pdf
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Odpovedou nemusi byt jedna hodnota, moze to byt Iubovolna mnozina hodnét. Uz v zadani vidime, Zze méme
néjst vietky funkcie spfﬁajlice rovnicu, nie len jednu. A ani v tomto pripade tomu nebude inak. Ukéze sa totiz, ze
pre Tubovolni realnu hodnotu f(1) bude funkcia f s nasfim predpisom spiiiat zadanie.

Ako to dokézat je pomerne intuitivne a sice skigkou (na ktord pri takychto prikladoch neméozeme zabudniit,
lebo skoro vzdy robime dosledkové dpravy), teda dosadenim ndsho zdveru do zadania:

L’:xf(xy)Jrf(fy):x@ <1+1>+f(1)(1+1)f(1)<x+?1/+1;>f(1) (x+1),

2 Ty 2 -y 2 2

P:J;f(a:)zjcgl)a:(l—ki):f(;)(x—kl).

Vidime, 7e Tava a pravd strana sa rovnaji pre Iubovolni hodnotu f(1). MnoZinou riegeni st preto funkcie

f(x):c<1+i>,

Uloha &.9: S nie je uzndvanym c¢arodejnikom Krajiny osi 0s len tak pre ni¢ za ni¢. Je majstrom v ¢arovant ost.
Jeho najsilnejsie kuzlo pozostdva z trojuholnika ABC'. Os uhla CAB pretina stranu BC v bode L a os uhla CBA
pretina stranu AC v bode K. Os usecky (teda os osi) BK pretina priamku AL v bode M. Bod N lezi na priamke
BK tak, ze priamky LN a MK si rovnobezné. Dokdzte, Ze [LN| = |NA|.

Riesenie: (opravoval Miso)

Na to, aby sme vyriesili iilohu, potrebujeme zistif nieo viac o bodoch N a M. Zaéneme s bodom M, lebo bod N
je udany pomocou neho. Bod M je priese¢nikom osi strany BK a osi uhla BAK. Pripomina vam to nie¢o? Bod
M musf lezaf na kruznici opfsanej trojuholniku ABK, lebo je prieseénikom jeho osi uhla a osi protilahlej strany,
takze je Svrékovynﬁ bodom k bodu B.

Oznacme si I stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC'. Je to zaujimavy bod, lebo lezi na prieseéniku uhlop-
riecok tetivového Stvoruholnika ABM K. 7Z jeho mocnosti ku kruznici opisanej Stvrouholniku ABM K vyplyva
|AI||IL| = |BI||IN|. Bod I je zdrovein stredom rovnolahlosti tisetieck M K a LN. To vieme ukézat pomocou toho,
ze trojice bodov I, M, L a I, K, N su kolineédrne (t. j. lezia na jednej priamke) a zaroven priamka KM je rovnobeznd
s priamkou LN. Z rovnolahlosti ziskame druhi rovnost pomerov |[IM|: |IL| = |IK|: |[IN]|.

Skombinovanim oboch rovnosti pomerov ziskame rovnost |AI||IL| = |BI||IN|, takze z mocnosti bodu I vieme
povedat, Ze stvoruholnik ABLN je tiez tetivovy. Ked uz vieme, 7e ABLN je tetivovy stvoruholnik, staéi ndm
preniest par obvodovych uhlov. [SNAL| = |[SNBL|, |[SALN| = |SABN]|. NavySe obe ¢asti st polovice uhla
ABC, takze st rovnaké. Trojuholnik ALN je preto rovnoramenny so zakladiiou AL, z ¢oho vyplyva dokazované
tvrdenie |[AN| = |NL|.

kde ¢ je Iubovolné redlne é&islo.

Uloha &.10: V Krajine osi 6s maju Sachovnice nezvycéajnijch rozmerov, ktoré este nezvycajnesie farbia tromi
farbami. Policka Sachovnice (n+1) x (n—1) st zafarbené tromi farbami tak, Ze neezistuje dvojica riadkov a dvojica
stl})cov, pre ktoré magji Styri policka na ich prieniku rovnakid farbu. Ndjdite najvdcsiu mozni hodnotu prirodzeného
c¢isla n, pre ktoré je to mozné.

Riegenie: (opravoval Vodka)

Riesenie takychto tloh pozostava vidy z dvoch Easti. Najprv ukdzeme, Ze pre n > N taki Sachovnicu zostrojit
nemozeme a potom ukiZeme Ze pre n = N sa taks Sachovnica zostrojif d4. Len potom moZeme s istotou povedat,
7e najvicsie mozné n je rovné N. Prist na hodnotu N samozrejme nie je vidy l'ahké, Gasto sa stane, ze ukdzeme, Ze
napr. pre n > 47 to nejde, ale pre n = 42 to vieme. Potom musime jednu alebo obe ¢asti urobit lepsie, t.j. vylepsit
odhad a/alebo najst konstrukciu pre vicsie n.

V nagej tlohe ukdzeme, ze N = 10. Teda najprv ukdZeme, Ze pre n > 10 sa tak Sachovnica ofarbif neds. Je
jasné, zZe staci, ak ukdzeme, Ze sa to nedd pre n = 11. Ak by sa to totiz dalo pre vicsie n, tak Sachovnica, ktort
dostaneme pre viésie n, obsahuje aj $achovnicu 12 x 10. Pod'me teda ukézat, Ze Sachovnica 12 x 10 sa ned4 zafarbit
podla podmienok zadania.

Predpokladajme (sporom), Ze sa tak zafarbit da. Zoberme si teda jej vhodné zafarbenie a oznaéme b;, c;, r; pocty
bielych, ¢iernych a ruéovyc}ﬂ policok v i-tom riadku. Zjavne platf b; + ¢; + r; = 10, pre vietky 1 < i < 12. Podme
teraz spocitat pocet (neubporladanych) dvojic bielych policok, ktoré si v jednom riadku. Oznac¢me si ich pocet
ako B. Pre kazdu dvojicu stlpcov existuje najviac jedna takéa dvojica, ze jedno policko je v prvom st1p01 a druhé
v druhom stlpCL Ak by boli dve, tak by vytvorili §tvoricu bielych poli¢ok, ktoré ale podla zadania neexistuji. Preto

6Tu by bolo vhodné vas upozornit, ze aj ked Svrékov bod pouzivame hojne, nie je to oficidlny nézov a pouziva sa iba v niektorych
ceskych a slovenskych matematickych seminaroch.
7Je jasné, ze to mdézeme BUNV farbit bielou, Giernou a ruzovou.
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B < (120) = 45. Na druht stranu moézme tento poéet spoéitat po riadkoch. V i-tom riadku je takychto dvojic zrejme

(bz Preto
by ba b12
B— )
-l

Uplne analogicky spoc¢itame dvojice takych ¢iernych a ruzovych policok, ich pocty ozna¢ime C a R. Zrejme plati

C.R < 45 o= (@) (2) e (B) m= ()4 (7)o (D)

Dalej si uvedomime nerovnost

(00 ()= (-6

D4 sa to dokdzat dvoma sposobmi. Prvy je ten, 7e
bi i i 1 1
(2> + <02) + (g) = §(b? —bi+ =i ri—r) = g(b?—kc?—&-rf) - 5.

To znamen4 , 7e ked’ hladdme minimalnu hodnotu toho stiétu, tak vlastne len minimalizujeme siéet druhych mocnin
bi, ci, ri. A ked'Ze ich stcet je 10 (konstantny), tak je najmensi, ak st ¢o najbliZsie pri sebe, teda (4, 3, 3) v nejakom
poradﬂ Alebo ak sme lenivi, tak ked'ze st to malé celé &isla, staci proste vyskusat par moznosti. Totiz ak je jedno
z nich aspon 6, tak uz (g) > 12. A ak nie tak sta¢i preverif moznosti (4,3,3), (4,4,2),(5,5,0),(5,4,1),(5,3,2)
a naozaj to vyjde.

Potom ale dostavame, ze

by 6] T1 b2 C12 T12
> pry oo > . pry .
135>B+C+R <2)+(2>+<2>+ +(2>+<2>+<2>_12 12 =144

To je samozrejme spor, a preto pre n = 11 taka Sachovnica neexistuje.

Teraz ukazeme také ofarbenie Sachovnice 11 x 9. V skuto¢nosti trochu zafrajerujeme a ukédzeme ofarbenie
dokonca pre Sachovnicu 12 x 9. Oznaéme si stipce ¢islami od 1 po 9 (snad’ to Sachisti prezijii). Napisme si teraz
¢isla do tabulky 3 x 3 takto:

1123
41516
71819

Teraz si vieme vytvorif 12 trojic &sel ako riadky, stipce a uhloprie¢ky tejto tabulky, kde uhloprieéky berieme
»akoby to bol torus“, t.j. prechddzame cez kraje tabulky. Skrétka si to tieto: 123, 456, 789; 147, 258, 369; 159,
267, 348; 168, 249, 357. Nazvime tieto trojice ako magické. Vsimnime si, ze kazdd dvojica ¢isel sa nachadza prave
v jednej magickej trojici (¢o je zjavné, lebo kazdé dve policka uréuji jednu liniu).

Konstrukcia nasej sachovnice 12 x 9 je uz jednoduchd — v kazdom riadku zafarbime nabielo policka z troch
stipcov ktoré st v jednej magickej trojici (a pre kazdy riadok pouZijeme int). Potom trividlne nebude existovat
takd Stvorica bielych policok, ktord by kazila podmienku.

No a ¢o spravime s Ciernymi a ruzovymi polickami? V podstate to isté. VSimneme si, Ze magické trojice, sa
daju rozdelit do trojic (no krdsa) tak, ze v kazdej trojici magickych trojic (:D) sa kazdé ¢&islo od 1 do 9 nachddza
prave raz. Toto rozdelenie som uz pred tym naznacil bodkociarkami a zodpoveda to rozdeleniu na riadky, stfpce
a uhlopriecky jednym a druhym smerom. Zoberme si jednu taku trojicu napr. t, ktord zodpoveda riadkom tabulky
3 x 3, t.j. 123, 456 a 789.

Bielou sme zafarbili napr. v prvom riadku stfpce 123, v druhom 456 a v trefom 789. Pre &iernu a ruzovi to len
posunieme — v prvom riadku budi erne 456 a ruzové 789, v druhom éierne 789, ruzové 123 a v trefom &ierne
123 a ruzové 456. Toto spravime aj s ostatnymi trojicami magickych trojic. Tak dosiahneme to, Ze aj ¢iernou, aj
ruzovou su v kazdom riadku zafarbené policka z nejakej magickej trojice stfpcov a znovu v kazdom riadku z inej —
a to znamend, Zze nendjdeme ani 4 Cierne, ani 4 ruzové policka, ktoré by mi nam to pokazili. Teda taka Sachovnica
12 x 9 existuje.

Preto najvacsie mozné n je n = 10.

Tu by som rieSenie mohol skongéit, ale dal som si t11 ndmahu, Ze pre tych ktorym by to nebolo tplne jasné, som
rucne vyplnil aj celd Sachovnicu 12 x 9:

8 Ak tomu neverite, dokazte si, ze ak x —y > 1, tak (z — 1)% + (y + 1)? < 22 + 32
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Vyvsledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roc. Skola k| P|4|5|6|7|8|9|10]| X
1. Dévid Misiak 2 GJH 4 19019 919919 135
2. Maridn Poturnay 2 GPiest 4 18 |9 9191919 134
3. Tomas Sasik 3 GAMCA 8 | 87 919(19|19|9]132
4. Pavol Kollar 2 GAMCA 5 | 87 91919194127
5. Martin Stevko 2 GAIKE 4 17619 6191919 118
6. Lucia Kraj¢oviechova 1 GJH 317219191919 9 117
7. Akos Zahorsky 3 GSahy 7 | 82 919 9|6 | 115
8. Samuel Krajci 2 GAIKE 5|79 919|819 114
9. Matej Mosko 2 GAMCA 4 16619 91719 109
10. | Peter Ralbovsky 4 GJH 11| 72 9171919 106
11. | Pavol Kebis 2 GJH 4 1601919191919 105
12. | Miro Macko 1 Leaf 21641919198 |4 103
13. | Stefdnia Glevitzka 2 GPriev 4 1561919191919 101
14. | Viktéria Brezinova 2 GAIKE 4 1601913191919 99
15. | Réberta Jurikova 2 Ina skola 3152191919199 97
16. | Monika Machalova 2 GJH 4 171911619 95
17. | Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 |59 9|6 |9|3]|8 94
18. | Maéria Durackové 2 GJH 4 |5519(19|9]8 90
18. | Tereza Prokopova 2 GJH 4 {61|0[6|9]|5 9 90
20. | Peter Ondus 3 SpMNDaG | 6 | 62 619912 88
21. | Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 |66 | 9|6 | 4|2 87
22. | Jonds Dujava 2 SPIPO 4 57191819 83
23. | Michal Stanik 2 GLSTN 4 [ 559 919 82
24. | Michal Molnar 2 GAMCA 4 14419 9 9 77
25. | Richard Oravkin 2 GBajkBA | 4 | 58 | 0 9 76
25. | Jozef Filop 1 GAMCA 314919 919 76
27. | Nina Benkov4 2 GPiest 4 14619]91]9 73
28. | Daniel Magula 3 GPiaNT 4 (46 |95 1913 72
28. | Eliska Macédkova 6z8 | SZScenada | -3 (43 [ 0|5 |9 | 7|8 72
30. | Lukas Balaz 2 GBanov 3 |44 919 9 71
30. | Michaela Zdimalova 2 GJH 3146|7693 71
32. | Pavol Klein 2 GPiest 4 |47 919 4 69
33. | Martina Kalasové 2 GJH 3 13719|6|9 |7 68
34. | Timea SzollGsova 1 GAMCA 1 13(9(3]9|2]8 67
35. | Tomas Ganz 1 SpMNDaG | 2 (409 (4|9 |4 0 66
36. | Karolina Pisonova 2 GBanov 4 13019181919 65
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kategor

Por. | Meno Roc. Skola k| P |4|5|6|7|8|9](10]>
37. | Jakub Parada 1 | GAMCA |346]03 915 63 |
38. | Matis Zubcdk 2 GParNT | 4|44 |9 9 62
39. | Filip Cermék 3 Ind skola | 3 | 34 91919 61
40. | Erik Rehulka 1 SpMNDaG | 2 | 41 | 9| 7 3 0 60
41. | Radek Olgdk 2 Iné skola | 3 | 50 9 59
42. | Jakub Poljovka 3 GParNT 7| 49 019 58
43. | Veronika Ganzova 3 GMerTT |4 (35|97 3 54
44. | Miska Dlugosova 3 GPUK 7 | 48 48
44. | Jozef Ciz 2 GJH 4133|156 4 48
46. | Tatiana Matejkova 1 GParNT | 2|28 |9 |6 43
47. Marianna Hronska 9z5 BiGSuc 11291091 39
48. | Katarina Studenic¢ova 3 GDKubi 5| 16 7191312 1|38
49. | Jaroslav Paska 2 SpMNDaG | 3 | 34 | 1 0 2 37
50. | Lenka Kopfova 2 Ind skola | 4| O 9191919 36
51. | Alan Marko 3 Leaf 7|31 31
52. | Martina Suchova 3 GParNT 6 | 17 119 27
53. | Hana Kluvancova 1 GParNT 1|17 9 0| 26
53. | Juraj Rosinsky 2 I de Lancy | 3 | 26 26
55. | Jana Cernikova 2 GJH 3115|181 25
56. | Michal Mraz 2 SpMNDaG | 4 | 24 24
57. | Svetlana Rampasekova 1 GParNT 119 9 0| 18
58. | Kristina Galikova 2 SpMNDaG | 4 | 7 7
59. | Lucia Ondovéikova 2 GModra 4| 4 4

ia ALFA

Por. | Meno Roc. Skola k| P |1 3|4|5|6|7] >

1. Miro Macko 1 Leaf 2 | 88 919199 8] 133
2. Lucia Krajc¢oviechova 1 GJH 3 | 81 91919199 126
3. Michal Kajan 1 GBajkBA | 2 | 85 913|1219]9)|8]|123
4. Barbora Barancikova 1 SpMNDaG | 2 | 79 919191619 121
5. Eligka Macakova 623 SZScenada | -3 {81 |9 |9 |10 |59 7120
6. Jakub Pravda 1 SpMNDaG | 2 | 82 919196 |4]|2]119
7. Matej Priesol 1 SpMNDaG | 2 | 85 9111909 4] 117
8. Réberta Jurikova 2 In4 skola 3|70 919191919115
9. Timea Szoll6sova 1 GAMCA 1 (748 9139|2105
10. | Erik Rehulka 1 SpMNDaG | 2 | 71 91519 |7 3| 104
11. | Tomés Ganz 1 SpMNDaG | 2 | 64 91119141941 99
12. | Tatiana Matejkova 1 GParNT 2 | 58 9191916 91
13. | Kornélia Nemcova 1 GAMCA 2 | 54 91219 8|71 89
14. | Martin Starovic 1 GAMCA 2 | 70 9 910 88
15. | Kristina Grolmusova 1 BiGSuc¢ 1 (649910 111 85
16. | Filip Csonka 2 GAIKE 2 | 62 913 74
17. | Alex Chudic 1 SpMNDaG | 2 | 45 91198 72
17. | Patrik Rusnak 1 GAIKE 2 | 54 9 9 72
19. | Matej Hanus 1 GPosKE 2 | 62 719 71
19. | Michal Masrna 1 GPosKE 2 |71 71
21. | Michal Horansky 1 SpMNDaG | 2 | 39 91693 66
22. Martina KalaSova 2 GJH 3| 34 916|197/ 65
23. | Ténicka Bielakova 1 GAMCA 2 |39 913 517 63
24. | Michaela Zdimalova 2 GJH 3 |37 7T16(19] 3| 62
25. | Alexandra Géciova 1 GJH 1 (367199 61
26. | Jasmina Portasikova 2 GVarZA 3|35 91319 4 | 60
27. | Jozef Fiilop 1 GAMCA 3 140 9 9| 58
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Por. | Meno Roc¢ Skola k| P >
28. | Lukas Gaborik 975 | ZSRadBB | 0 | 54 54 |
29. | Luké&s Balaz 2 GBénov 3135 53
29. | Ondrej Tom4&sik 1 GTajBB 1128 53
29. | Gabriela Savelova 1 GAMCA | 2| 51 53
32. | Jitka Muravska 1 GAMCA |1 |42 50
33. Hana Kluvancova 1 GParNT 1|31 49
34. Marianna Hronska 9z3 BiGSu¢ 1|37 47
35. | Jakub Parada 1 GAMCA |3 | 34 46
36. | Filip Cermak 3 Ind skola | 3 | 25 43
37. | Adam Kuniak 1 GAMCA |1 |42 42
37. Radek Olsak 2 Ina skola 3| 33 42
39. | Toméas Sumsala 1 GJH 2 | 23 41
39. | Andrej Pec¢imith 3 GNZam 3|41 41
41. | Jana Cernikova 2 GJH 3130 40
41. | Svetlana Rampasekova 1 GParNT 1122 40
43. | Jaroslav Paska 2 SpMNDaG | 3 | 33 34
44. | Anezka Pajunkové 1 Iné skola | 2 | 23 28
44. | Andrej Gencur 1 Iné skola | 2 | 24 28
46. | Matej Vojtek 1 GAMCA | 2 | 27 27
47. | Karin Demkova 1 GJH 2| 26 26
47. | Rébert Sabovéik 1 GPosKE 11|26 26
49. | Juraj Rosinsky 2 I de Lancy | 3 | 24 24
49. | Martin Koutensky 1 GAMCA | 2| 24 24
51. | Adam Barla 1 GTajBB 1122 22
52. | Alzbeta Jurecekova 2 ezsmt 3119 19
53. | Tomas Simek 9z5 | SpMNDaG | 0 | 18 18
54. | Jakub Hlusko 2 SpMNDaG | 2 | 17 17
54. | Karin Ghirbakova 2 GAMCA | 2 | 17 17
56. | Marek Tran 1 GAMCA | 2|16 16
57. | Ema Hartmannova 2 GPriev 2|13 13
58. | Natalia Calvo 1 GP4arNT 2|10 10
59. Matus Tamasi 2 In4 skola 219 9
60. | Laura Sladeckova 2 GVarZA 219 9
61. | Andrej Bederka 2 SpMNDaG | 2 | 5 5
62. | Natélia Grigova 1 GAMCA | 1] 4 4
62. Jana Viktoéria Kovacikova 3 Ina skola 3| 4 4
64. | Michal Vranovsky 1 GCSLewis | 2 | 2 2




