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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Kvetinky musim sadit opravovali Veronika a Rado

Zadanie. Veronika a Ana sadia kvetinky v zdhrade s rozmermi 7 x8. Zdhrada je rozdelend na stvorcekové policka
1 x 1. Veronika sadi fialové kvetinky a Ana sadi ruzové kvetinky. Dievcatd sa striedajii v sadeni a td, ktord zasadi
poslednii kvetinku, prehrd. Dievéa, ktoré je na tahu, rozdeli pole na dve casti ¢iarou rovnobeZnou so stranou pola.
Potom si vyberie jednu Cast pola, ktord obsahuje aspori jedno volné policko, a na vsetky volné policka tej casti
vysadi svoje kvetinky. Ak zacina Ania, ktoré z dievéat mad vitaznii stratégiu?'

Ana a Veronika sadia kvetinky. Podme sa na to ich sadenie pozriet odzadu. Zo zadania vieme, Ze komu zostane
len jedno volné poli¢ko 1x 1, prehréva. Dievéa, ktorému zostane len jeden rad velkosti 1 xn;, kde n; € {2, ..., 8},
vyhrava, ked rozdeli rad na dve Casti: na policka 1 x (n; — 1) vysadi kvetinky a policko 1 x 1 nechd volné pre
druhé dievca. Pri velkosti zahradky 2 x n,, kde n, € {3,...,8}, vyhrava diev¢a, ktoré je na tahu, lebo vysadi
kvietky na vSetky policka okrem $tvorca 2 x 2. Druhému dievcatu teda zostal Stvorec 2 x 2 a musi zasadit
kvietky jedinym spdsobom, a to tak, Ze zostane rad velkosti 1 x 2 (¢o je pre nu prehravajuca situdcia).

Pri velkosti zahradky 3 x n3, kde n3 € {4,...,8}, znovu vyhréva dieva, ktoré je na tahu. Dievca vysadi kvietky
na vsetkych polickach okrem $tvorca 3 x 3. Druhé diev¢a musi skratit pole na bud 2 x 3, ¢im prvé diev¢a moze
skratit pole na 2 x 2 a tato situdcia je pre druhé dievc¢a prehravajuica, alebo 1 x 3, ¢im prvé dievca skrati pole
na 1 x 1 a druhé dievca opit prehrava. Analogicky sa to da ukazat aj pre dalsie velkosti zahradky 4 x ny4, kde
ny € {5,..,8}, az 7 x n7, kde n; € {8}. Véimnime si, Ze diev¢a, ktoré je na tahu a mé pred sebou $tvorcovu
plochu prehrd. Moze teda Afia vyhrat? Ano. Stali, ak bude Veronike od za¢iatku nechédvat tvorce n x n, pre
vhodnén e {1,...,7}.

Ana zacne svoj prvy tah tak, Ze vysadi kvietky v 6smom rade, ¢im nechd 7 x 7 poli¢ok pre Veroniku. Nezalezi
na tom kam Veronika teraz vysadi kvietky, Ana ju vzdy bude vediet ,,dorovnat do $tvorca“ Veronika bude
musiet sadit stale v mensom a mensom $tvorci, az kym bude sadit v $tvorci 1 x 1, ¢im prehra. Ana mad vitazna
stratégiu a kedZe zacina na poli 7 x 8, vie vzdy vyhrat.

1.2 Kdpka Minci on the Stol opravoval Dominik

Zadanie. Adam a Milan hrajii hru. Na zaciatku majii na stole kopku n minci. Adam zalina a ndsledne sa
s Milanom striedaju v tahoch. Vo svojom tahu hrac zoberie z kopky taky pocet minci, ktory je delitelom aktudlneho
poctu minci na kopke, avsak nesmie zobrat vsetky mince. Hrdc, ktory je na tahu a na stole lezi len jedna minca,
prehrdva. 'V zdvislosti od prirodzeného Cisla n urcte, ktory z hrdcov md vitaznii stratégiu.”

Ked zac¢iname riesit takuto ulohu, je dobré uvedomit si, o o¢akdvame na konci, ked rieSenie dopiSeme. Zvy-
¢ajne, ked sa pytame na to, pre ktoré n ma nieco platit, potrebujeme ukazat, preco to pre niektoré n plati a pre
ziadne iné nie. V tomto pripade si za takuto otazku moézeme zvolit to, pre aké n ma vitaznu stratégiu ten, kto
je prave na tahu - ¢i uz ho budeme volat Adam alebo Milan, to je ndm vo vSeobecnosti jedno.

V tlohach ako tato je dobry napad skusit zopar jednoduchych pripadov, aby sme zistili, o dostaneme, napr.
akjen=1, 2, 3, 4... (netreba to vSak prehanat). Nasledne je vhodné zamysliet sa nad tym, na aké skupiny sa

"Hr4¢ ma vitaznu stratégiu, ak si vie svojimi tahmi zaruéit vyhru bez ohladu na to, ako hré jeho stiper.
*Hra¢ m4 vitaznu stratégiu, ak si vie svojimi tahmi zarucit vyhru bez ohladu na to, ako hré jeho stiper.
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daju prirodzené ¢isla rozdelit, Casto sa totiz stava, ze vlastnost, ktoru chceme ukazat maju len prvocisla, parne
¢i neparne Cisla alebo také, ktoré davaju zvysok 4 po deleni deviatimi, a podobne.

Vidsina z vas zacala presne takto — vyskdsala, ¢i je mozné mat vitaznu stratégiu pre n = 2, 3,4, ... Ak to
urobime, zistime, Ze pre parne » zvitazi ten, ¢o je na tahu, v tomto pripade Adam, zatial ¢o v pripade, Ze n je

neparne, zvitazi jeho super, ak teda obaja rozmyslaju racionalne. To ale nie je vSetko, treba ukazat, preco to
tak je.

Preco teda Adam vyhra pri parnom #? Ak ma Adam na stole parny pocet minci, dokaze z neho vzdy spravit
neparny (napr. odoberie jednu), ale aj parny (napr. odoberie dve), okrem pripadu, kedy tam su dve mince,
vtedy ma len jednu moznost — vezme jednu z nich a vyhral. Avsak, ked je na stole neparny pocet minci, po
dalSom tahu bude tento pocet naisto parny. Preco? PretoZe neparne ¢islo n nemdze mat parnych delitelov.
Ak by malo, muselo by obsahovat vo svojom prvociselnom rozklade dvojku, a teda by muselo byt parne. A je
lahké ukazat, ze rozdiel dvoch neparnych ¢isel bude vzdy parny. To je pre nas ale dost zaujimavé, pretoze ak
po takomto tahu vzdy zostane parny pocet minci, tak ten, ktory sa dostane na tah, urcite neprehra - jedna
minca na stole byt predsa nemoze. To znamena, Ze ak siperovi na stole vzdy nechame neparny pocet minci,
zarucene neprehrame - teda vyhrame. No ale to vie hocikto lahko zarucit, ked ma na stole parny pocet minci
— staci zobrat jednu. A to je vitaznd stratégia :).

Ak by sme zacali s neparnym poc¢tom minci, Adam musi odobrat neparny pocet a pre Milana ich zostane parny
pocet, takze zvladne vyhrat pomocou vyssie popisanej stratégie.

Vdaka tomu, ¢o sme ukazali vys$sie, uz mozeme tvrdit, Ze pre parne n zvitazi ten, ¢o zacina, v tomto pripade
Adam, v opa¢nom pripade ma vitaznu stratégiu Milan.

1.3 Konstrukcia Mila Srdcu opravovali Kika a Kika

Zadanie. Iveta md na papieri narysované dve polpriamky k, s vychddzajiice zo spolocného bodu. Mimo pol-
priamok k, s sa nachddza bod M. Iveta chce narysovat body K a S, ktoré leZia postupne na polpriamkach k a s.
Navyse chce, aby platilo |[KM| = |MS| a aby body K, M, S lezali na jednej priamke. Ivetd md k dispozicii eukli-
dovské pravitko a kruzidlo.” Ndjdite pre Ivetu vSeobecny postup konstrukcie, ktorym narysuje spomenuté body
K S.

Najprv sa ospravedlnime, za nepresnost zadania. Bod M mal byt bod vnutri mensieho z uhlov, ktoré zvieraju
polpriamky k a s. Ak by tam nebol, tak velmi jednoduchymi tivahami by sme dospeli k tomu, Ze v tom pripade
sabody K a S s pozadovanou vlastnostou nedaju najst.

Podme sa pozriet teraz na ten zaujimavy pripad. Oznacme si eSte prienik polpriamok k a s ako F. Chceme,
aby body K, M a S, lezali na jednej priamke a aby |[KM| = |MS|. Pozrime sa na trojuholnik FKS. Bod M je
stred usecky KS. Toto je kli¢ov4 informécia, skiisme sa nad fiou zamysliet. Co vieme o strede strany v troj-
uholniku? Pozndme nejaké tsecky, ktoré nim prechddzaji? Co st za¢ usecky v tomto trojuholniku, ktoré st
jedna rovnobezna so stranou FK, druha so stranou FS a taktiez prechadzaju cez bod M? Su to stredné priecky
trojuholnika FKS. Ich zostrojenim najdeme stredy stran FK a FS. Nazvime ich postupne X a Y. Potom uz len
zostrojime kruzZnice x (so stredom v bode X a polomerom |FX]) a y (so stredom v bode Y a polomerom |FY)).
Tam, kde maju tieto kruznice prienik s polpriamkami k a s (a nie je to bod F), sa nachadzaji body K a S.

Ako skonstruovat rovnobezku s polpriamkou k cez bod M? Spravime najprv kruznicu so stredom v bode M,
ktora sa s polpriamkou k pretne v dvoch bodoch, ktoré ozna¢ime A a B. Tieto body st od bodu M rovnako
vzdialené, pretoze su na kruznici so stredom v bode M. Ndjdeme este jeden bod, ktory je od bodov A a B
rovnako vzdialeny. Staci, ked spravime kruznicu so stredom v bode A a kruznicu so stredom v bode B, obe

0 tom, ¢o je to euklidovské pravitko a kruzidlo a ¢o vietko sa s nimi moZze a nemoze robit si precitajte na stranke .
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s rovnakym polomerom dostato¢ne velkym na to, aby sa pretali. Body, v ktorych sa pretnu, su, prirodzene,
taktiez rovnako vzdialené od bodov A a B. Teraz sta¢i ked ich spojime a mame kolmicu. Zopakovanim tohto
postupu dostaneme hladant rovnobezku. Rovnobezku s polpriamkou s narysujeme podobne.

Iné rieSenie

Vieme, ze uhlopriecky rovnobeznika sa rozpoluju. Skusme teda najst body K a S tak, aby boli protilahlé vr-
choly tohto rovnobeznika. KedZe bod K ma byt na polpriamke k a bod S na polpriamke s, tak ¢o keby tieto
polpriamky aj urcovali dve strany tohto rovnobeznika. Potom by bod F mohol byt dal§im vrcholom rovno-
beznika. Ndjdime aj posledny vrchol rovnobeznika. Staci, ked spravime polpriamku z bodu F, prechadzajicu
cez bod M. Nasledne ndjdeme bod P na tejto polpriamke, ktory je od bodu M rovnako vzdialeny ako bod
F. Potom uz len zostrojime rovnobezky s polpriamkami k a s, ktoré prechadzaju bodom P. Body K a S su
prienikom tychto rovnobeziek s polpriamkami k a s. Mame teda rovnobeznik KPSF, v ktorom sa uhlopriecky
pretinaju v bode M.

1.4 Kika, Mudry Sedliak opravoval Adam

Zadanie. Kika pestuje tekvicu na poli, ktoré ma tvar konvexného mnohouholnika.* Kazdy mudry sedliak viak
vie, Ze tekvicové pole sa najlepsie obraba, ked' ma tvar rovnoramenného trojuholnika. Kika si dalej vsimla, zZe svoje
pole moéze rozdelit pomocou niekolkych uhlopriecok na rovnoramenné trojuholniky, ¢o aj urobila. Uhlopriecky,
ktorymi je pole rozdelené, sa nepretinajui vniitri mnohouholnika. Dokdzte, ze niektoré dve strany povodného
mnohouholnika maji rovnaki dlzku.

Kikino pole sa celé skladd s rovnhoramennych trojuholnikov, ktoré vzdy susedia najviac dva naraz (nevieme
ndjst trojicu trojuholnikov ktoré by spolu vietky susedili stranou, inak by boli vytvorené z uhlopriecok ktoré
sa pretinaju). Viacerych z vas to viedlo k jednej z viacerych metdd rieSenia — bud ste jej pole postupne po
jednom rozoberali, alebo skladali. Tento spdsob funguje tak, Ze si na zaciatku v§imneme nejaku vlastnost,
a potom sledujeme, ¢i ostane zachovanad aj pri tom, ked postupne pridavame/odoberame casti. Pozrime sa,
ako sa takto dala vyriesit tato uloha.

Vysktisame na to ist sporom, budeme sa snazit spravit mnohouholnik, ktory nesplia podmienku zo zadania,
a ak dokdzeme, Ze sa takyto neda skonstruovat, dokdzeme zaroven, Ze podmienka plati pre vsetky mnohou-
holniky. Kikino pole mézeme miesto sekania uhloprieckami zacat konstruovat. A to tak, Ze budeme zaradom
k sebe lepit rovnoramenné trojuholniky. Budeme si davat pozor, aby bol vysledok vzdy konvexny. Napriklad
aj tak, Ze ked k sebe prilepime dva trojuholniky, budii musiet mat rovnaku spolo¢nu stranu, cez ktoru budu
zlepené.

*Konvexny mnohouholnik je taky mnohouholnik, v ktorom spojnica fubovolnych dvoch bodov lezi celd vnitri mnohouholnika.
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Zacneme teda s jednym trojuholnikom. Je rovnoramenny, mézme si teda povedat, Ze dve strany maja dizku
a a jedna dlzku b. Super, mame prvé mnohouholnikové pole, i ked mnoho je tu len tri. Takéto pole nevieme
rozseknut uhloprie¢kou. Dve strany ma rovnaké, splia teda podmienku zo zadania.

Podme vsak dalej, ak chceme dostat $tvoruholnikové pole, potrebujeme k prvému trojuholniku prilepit dru-
hy. Strana, ktord budd mat spolo¢nd, bude uhlopriecka vysledného mnohouholnika. Ak novy trojuholnik
prilepime k strane s dizkou b, vo vyslednom mnohouholniku ostant obe strany s dizkou a, ¢o by zase splnilo
zadanie. Skusime teda novy trojuholnik prilepit k jednej zo stran dlzky a. Pre novy trojuholnik stale plati, Ze je
rovnoramenny. Jednu jeho stranu uz pozname, je dlzky a, lebo sme ju prilepili o druht tak dlha stranu. Zvys-
né dve strany nového trojuholnika budt bud rovnaké (napr. dizky c), alebo bude aspon jedna z nich rovnaké
ako t4, ktort sme lepili, teda dlZzky a.

Vysledny mnohouholnik teda bude mat isto jednu stranu a a jednu stranu b z pévodného trojuholnika (jedna
strana a je schovana vnutri). Z nového trojuholnika bude mat bud dve strany ¢ (¢o rovno potvrdzuje pod-
mienku a tuto moznost nechceme), alebo jednu stranu c a jednu a (tu to kazi zase strana a). Kazdopadne,
v oboch pripadoch ostane platit podmienka zo zadania, ktoru sa snazime (netispesne) porusit.

Co moézme spravit je pridat dal$i trojuholnik, ¢im ndm mnoho v mnohouholniku stipne na pit. Ak chceme
zrusit podmienku zo zadania, musime ho prilepit o jednu zo stran ktoré robili problémy (boli v mnohouhol-
niku dva krat). Ako si uz ale asi za¢inate v§imat, nezbavime sa jej tiplne kompletne. Z nového trojuholnika
budu vo vyslednom mnohouholniku dve strany. Ak nemaju byt rovnaké, musi byt jedna z nich rovnaka ako
strana, ktord sme lepili, a teda rovnaka ako strana, ktord nam minule robila problémy. Tym sa problémova
strana zase dostane medzi strany mnohouholnika a zase bude robit problémy.

Uz sme tam, kde sme chceli byt. Nech budeme nové trojuholniky lepit akokolvek (a vytvarat tak ¢oraz viac-
uholniky), nikdy sa nezbavime strany, ktora je rovnaka ako ina strana v trojuholniku. Z toho teda vyplyva, ze
podmienka zo zadania bude platit pre hocijaky mnohouholnik zo zadania, ktory vieme vytvorit postupnym
skladanim. KedZe Kikino pole sa musi dat postupne poskladat, musi pren platit aj podmienka ktora plati pre
vsetky takéto mnohouholniky - teda ze aspon dve jeho strany budu rovnako dlhé.

1.5 Klenoty Moje Spoznaj opravovali Ceky a Marian

Zadanie. Ceky md 11 ndramdcekov, kaZdy inej farby. Odkladad si ich do vreca, ktoré by sa roztrhlo, ak by v fiom
bolo viac ako 11 kg. Ivka vie, Ze naramceky majii v nejakom poradi hmotnosti 1, 2, 3, ..., 11 kg, ale nevie v akom.
Ceky poznd hmotnosti vsetkych naramcekov a chce dokdzat Ivke, Ze ruzovy ndraméek vdzi 1kg. V jednom kroku
moze Ceky dat do vreca nejaké ndramceky a ukdzat Ivke, Ze sa neroztrhlo. Kolko najmenej krokov potrebuje
Ceky na to, aby Ivku presvedcila?

V tejto tlohe médme najst najmensi pocet krokov, na ktory moze Ceky presved¢it Ivku. Co to znamena? Ked
nijdeme, ze Ceky sta&i n krokov a myslime si, Ze je to najmenej, musime dokdzat, Ze na menej krokov to nie
je mozné. Ak sa nam to nebude darit, je mozné, ze nase rieSenie nie je dostatocné a budeme musiet najst
presvedcenie na menej krokov.

Jednym zo spdsobov, ako moze Ceky dokazat o ndramceku, Ze ma vahu 1kg, je pridat ho do vreca, o ktorého
obsahu vie presvedcit Ivku, ze ma Vahu 10kg. (Vrece sa nasledne neroztrhne, takze pridany naramcek musi
vazit 1kg.)

Najprv sa pozrieme, kolko najviac naramcéekov moze Ceky do takych 11kg zmestit. Ak vzdy vybera najmensi
naramcek, tak po styroch 1 + 2 + 3 + 4 = 10 tam uz dal$i neda (najmensi, ktory jej ostal, ma vahu 5kg, a do
vreca uz vieme dat len 1kg, aby sa neroztrhlo).
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Vieme naplnit vrece $tyrmi ndramcekmi aj inak? Na to musime aspon jeden vymenit. Jediné, ¢o sa ndm do
vreca eSte zmesti, je vymenit niektory naramcek za ten s vdhou 5kg, a vymienany naramcek musi byt ten
s vahou 4 kg. Mame teda dva sposoby ako zmestit Styri naramceky do vreca tak, aby sa neroztrhlo: 1, 2, 3, 4kg
al,2,3,5kg.

Ked teda Ivke ukazeme vrece so $tyrmi naramcekmi, urcite plati, ze niektory z nich je ten s vahou 1kg. Ostava
nam ju presvedc¢it o tom, ktory z nich to je. Na to pouzijeme jednoduchy trik - ukdzeme Ivke jeden zo $tyroch
naramcekov, ktoré boli vo vreci pri prvom pokuse, spolu s dal$imi dvomi, ktoré tam predtym neboli.

Ak sme prvykrat vo vreci ukazovali 1,2, 3,4 kg, tak tie dva odlisné by museli vazit aspon 5kg + 6kg = 11kg,
ku ktorym sa jednotka uz nezmesti. Ak sme ale zacali so $tvoricou 1, 2, 3, 5kg, tak jedina (nepouzitd) dvojica
naramkov, ku ktorej sa do vreca bez roztrhnutia zmesti este treti, je 4kg a 6 kg (vSetky vacsie dvojice by vazili
aspon 11kg).

Tym sme dostali nase riesenie na dva tahy: Ceky najprv d4 do vreca naraméeky s hmotnostami 1, 2, 3, 5kg
a potom 1, 4, 6kg, z ¢oho si Ivka musi byt istd, Ze naramok, ktory bol v oboch tychto meraniach, musi vazit
1kg.

To je pre nas super vysledok, lebo dokazat, e Ceky na menej tahov Ivku nepresved¢i, je jednoduché. Ak da
Ceky do vreca len jeden naraméek, tak to nemusi byt ten jednokilovy a ak ich tam da viac, tak st navzdjom
nerozligitelné. Ceky preto potrebuje najmenej dva kroky.

1.6 Kralik Maluje Stenu opravovali Marek a Zajo

Zadanie. Zajo si vymaloval steny a teraz hladd Cisla x, y, ktoré by si na #iu zavesil. Md viak na ne velké ndroky.
Musia vyhovovat rovniciam

3 - X _
x=5-==-, y =5 —=-.
y

Ndjdite vsetky redlne Cisla x, y, ktoré vyhovujii Zajovym ndrokom.

Pri rieSeni sustavy rovnic st najuzitocnejsie triky jej tprava, pripadne operacie ako s¢itanie a od¢itanie dvoch
rovnic. Z uprav typicky dostdvame rovnost sucinov niekolkych ¢lenov, z ktorych by sa aj nieco dalo vykratit,
ale treba oSetrit pripady, kedy sa to rovna nule. Presne takymto spdsobom budeme postupovat aj my. Spravime
par uprav, nie¢o vydelime, ¢im si bokom dame nejaké $pecialne pripady a takto budeme pokracovat az kym
nerozoberieme celt rovnicu.

Zlomky nam tentokrat nepomozu, upravme preto rovnice na tvar:
yx* -5y = 6x,
yx - 5x° = 6.
Rovnice teraz s¢itame a vyslednud rovnicu upravujeme:
yx*t + ytx = 59° = 5% = 6x + 6y,
xy(x* +y7) = 5(x" +y°) = 6(x+ ),
(oy =5)(x+y)(x* =2y +y) = 6(x +y).

V pripade, ze x = —y, tak zatvorkou (x + ) delit nemdZeme, tento pripad ale oetrime na konci, zatial si preto
rovnicu spokojne vydelme:

(xy-5)(x* - xy+y*) = 6.
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Naopak, ak obe rovnice od¢itame dostaneme:

yxt = ytx = 59° + 5% = 6x - 6y,
xy(x* =) +5(x° - y’) = 6(x - ),
(xy+5)(x=y) (&% —xy +y*) = 6(x - ).

Tentokrat si odlozime pripad x = y a rovnicu vydelime:

(xy+5)(x* —xy+y*) =6.

Porovnajme teraz [avé strany novych rovnic, kedze pravé sa rovnaju:

(o +5) (& —xy +y°) = (xy = 5)(x* =2y + 7).
Na oboch stranich sa nachédza vyraz (x? — xy + y*). Moze tento vyraz byt nulovy? Ak ano, kedy?
Odpovedou je, ze nulovy nebude, uvedme si dva spdsoby, ako to dokazat:

« Priamociaro ho vieme upravit na tvar

(Ge-) e

Oba cleny su zjavne nezaporné (Stvorce), preto ak by sa cely vyraz mal rovnat 0, tak sa obe zatvorky
musia rovnat 0, ¢o splia len pripad x = y = 0.

 Prvy spdsob celkom pdsobi, ze padol z neba, a ak nas toto nenapadlo, mohli sme postupovat nasledovne:
Ak x? — xy + y* = 0, tak x? + y? = xy, z ¢oho vyplyva, Ze xy je tiezZ nezaporné (lava strana je nezdpornd,
tak musi byt aj pravd). Potom uz len vyraz doplnime na $tvorec: x> — 2xy + y> + xy = (x — ¥)> + xy = 0.
Opit dostavame sucet dvoch clenov, ktoré musia byt oba nulové aby platila rovnost, ¢o nastava rovnako
v pripade x = y = 0.

Z poslednych dvoch paragrafov vyplyva, ze mdzeme zatvorkou x? — xy + * beztrestne delit, kedZe dany pripad
x = y oSetrime na konci. Ostane nam rovnica:

xy+5=xy-5 — 5=-5

Preto tato vetva nemad riesenie a vsetky rie$enia rovnic budu tie, kedy zatvorky ktorymi sme delili buda nulové.
Na zaver nam ostava preto vySetrit dva pripady: x = y a x = —y. Ak x = y, obe rovnice zo zadania maju tvar po
odstraneni zlomkov:
x*-5x*-6=0.
Takuto rovnicu vieme upravit na tvar:
(x*-6)(x*+1) =0.

Z neho dostdvame riesenie x = y = +1/6 (ked je prvé zatvorka nulovd, druha totiz nulova nikdy nebude). Ak
mate pocit, ze Gprava opat padla z neba, takéto rovnice sa daju poditat aj tak, Ze si zavedieme substituciu a = x?
a potom vyrie§ime kvadratickd rovnicu v a (napr. vypoctom diskriminantu) a potom spitne vyjadrime x.

Velmi podobne pripad x = —y:

xt-5x>+6=0,

(x*-3)(x*-2) =0,

https://www.kms.sk/ 6 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 1. kola zimnej Casti

kedy x moze byt +1/3 a +/2.

Ak to celé dame dokopy, dostavame $est rieSeni:

(%.7) € {(V2,-V2),(-V2,V2),(V3,-V3),(-V/3,V/3), (V6,V/6), (- V6, -/6) }.

1.7 K-nasobny Matematik Slavo opravovali Mato a Slavo

Zadanie. Slavo rdd pocita delitelov. Preto si zobral nepdrne prvocislo p. Potom pre kazdé celé ¢islo k splitajiice
1 <k < p—1spocital pocet delitelov Cisla kp + 1, ktoré sii vicsie ako k a mensie ako p, a vysledny pocet si zapisal
na papier. Urcte stucet vsetkych Cisel, co Slavo napisal na papier.

V prvom rade je dolezité uvedomit si, ¢o chceme spocitat. Mame prvocislo p, zoberieme si vSetky ¢isla k mensie
ako p, spocitame pocty delitelov (oznacime si ich ako vyhovujice alebo d) ¢isel kp + 1, ktoré su medzi k a p
(teda k < d < p). - Pre vyraz 1p + 1 chceme zistit, kolkymi z delitelov 2,3, 4, ...,p — 1 je delitelny. - Pre vyraz
2p + 1 chceme zistit, kolkymi z delitelov 3,4, 5, ..., p — 1 je delitelny. - Pre vyraz 3p + 1 chceme zistit, kolkymi
z delitelov 4,5,6,...,p — 1 je delitelny. ... - Pre vyraz (p — 2)p + 1 chceme zistit, kolkymi z delitelov p — 1 je
delitelny,

Zapi$me si to do tabulky (delitele a vyrazy, ktoré nas zaujimaju):

k\delitel 2 3 4 5 6
1 ptl p+tl  p+l  pt+tl  p+l
2 2p+1 2p+1 2p+1 2p+1
3 3p+l1 3p+l1 3p+l
4 4p+1  4p+l
5 5p+l

Ak sa na to pozrieme z iného uhla (po stlpcoch), sta¢i spocitat, & vyraz p + 1 je delitelny 2-mi, kolko z vyrazov
{p + 1,2p + 1} je delitelnych 3-mi, kolko z vyrazov {p + 1,2p + 1,3p + 1} je delitelnych 4-mi, ... , kolko

z{p+1,2p+1,...,(p-2)p+1} delip-1.

Chceme teda zistit, kolkokrat x deli vyrazy {p + 1,2p+ 1,...,(x = 1)p + 1} (pre x = 2, 3,4, ...,p - 1). Ak
si to vyskusame pre nejaké konkrétne x a p, zistime, Ze x deli prave jeden z danych vyrazov. Ako to dokazat?
Skusme sa pozriet na zvysky vyrazov po deleni x. Zaujima nas zvy$ok 0. Mdzeme si vSimnut, Ze zvysky vyrazov
p+1,2p+1, ..., (x=1)p+1suvsetky rozne. Ak sa ndm to podari dokdzat, tak budeme mat x — 1 roznych
zvyskov z x moznych. Potom stacit ukazat, Ze ten jeden zvysok, o tam chyba nie je 0. To ale plati, lebo chyba
zvy$ok 0p + 1 = 1 (¢o zrejme nie je delitelné zZiadnym delitelom).

Nech maja vyrazy ap+1abp+1 (0 < a, b < x) rovnaky zvy$ok po deleni x. Potom x deli (ap+1) - (bp+1) =
p(a— D). KedzZe p je prvoéislo vicsie ako x, tak x musi delit a — b, teda a aj b maju rovnaky zvy$ok po delent x.
Preto ¢isla a aj b musia byt rovnaké.

Lubovolny delitel x (1 < x < p) deli prave jeden vyraz kp + 1, preto bude zardtany prave raz. Sucet ¢isel na
papieri bude preto p — 2.

1.8 Kruznice Marian Sleduje opravoval Vodka

Zadanie. Maridn sa rozhodol, Ze sa zacne venovat geometrii. Carodejnik S mu poradil, Ze podstatou kazdej
geometrickej uilohy je ndjst 4 body, co lezia na jednej kruznici. Skuste to s nim aj vy!

kms@kms . sk 7 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti @@@

Majme rovnobeznik ABCD. Nech H je priesecnik vysok trojuholnika ABC. RovnobezZka so stranou AB cez bod H
pretina priamky AD a BC postupne v bodoch Q a P. Rovnobezka so stranou BC cez bod H pretina priamky AB
a CD postupne v bodoch R a S. Dokdzte, ze body P, Q, R, S leZia na jednej kruznici.

To, ze body P, Q, R, S lezia na jednej kruznici dokdaZzeme pomocou mocnosti bodu H”. Potrebujeme dokazat
vztah |PH| - |QH| = |RH| - |SH|. Podme na to.

Oznac¢me si postupne paty vysok v trojuholniku ABCzbodov A, Cako X, Y. Vieme, zebody A, C, X, Yleziana
jednej kruznici — na Talesovej kruznici nad priemerom AC. Z mocnosti bodu H k tejto kruznici dostavame, Ze
plati |AH|-|XH| = |CH]|-|YH|. Potrebujeme teraz len nejakym spdsobom prejst od tejto rovnosti k dokazovanej
rovnosti.

To spravime jednoducho. Vsimnime si trojuholniky PXH, QAH, RYH, SCH. Vsetky su pravouhlé, vdaka
tomu, Ze ABCD je rovnobeznik a AX a CY st vysky v trojuholniku ABC. Navyse vdaka rovnobeznostiam
AB || PQ || CDa BC || RS || AD plati, ze uhol pri vrcholoch P, Q, R, Sv tychto trojuholnikoch je vzdy uhol,
ktory zvieraju priamky AB a AC. Preto st vsetky tieto trojuholniky podobné.

Z podobnosti tychto Styroch trojuholnikov mame, ze plati:

PH _|QH| _ |RH| _ |sH
|XH| |AH| |YH| |CH|

Z tohto a rovnosti |AH| - | XH| = |CH| - |YH| zrejme vyplyva dokazovana rovnost |PH| - |QH| = |RH]| - |SH|. Preto
body P, Q, R, Slezia na jednej kruznici.

Na zaver geometrickej tlohy sa hodi urobit diskusiu 0 moznej polohe bodov. Riesenie je pisané tym Stylom,
ze ak trojuholniky PXH, QAH, RYH, SCH existuju, tak sa nema ¢o pokazit. Je jedno, ¢i je ABC tupouhly
a ¢i H lezi vnutri alebo nie, vSetky argumenty platia rovnako. Jediny problém mdze nastat ak spominané

>Pokial si sa s mocnostou bodu ku kruznici, ete nestretol, mozes si o nej precitat v Zbierke KMS od strany 37.
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trojuholniky neexistuju, a to nastane ked niektoré body splynt do jedného. To sa stane, ak je trojuholnik ABC
pravouhly. Nech je vSak pravouhly pri hociktorom vrchole, tak si lahko rozmyslime, Ze v tom pripade dva
zbodov P, Q, R, Ssplynu do jedného a dokazat, ze 3 body lezia na jednej kruznici je uz trividlne, lebo nelezia
na jednej priamke. Tym sme prebrali naozaj vsetko a tloha je dokazana.

1.9 Krasy Malebného Slovenska opravoval Pedro

Zadanie. Jozo cestoval autobusom obdivujiic krasy malebnom Slovensku. Prislo mu vsak nevolno kvéli nerov-
nostiam na slovenskych cestdch. Uplne ho dorazila nasledovnd nerovnost.

2<4/ a +\/ b +4/ ¢ <.
b+c a+c a+b

Najprv spravme zopar ddlezitych pozorovani, ktoré budeme moct vyuzit a vdaka ktorym nebudeme musiet
skusat blbosti.

 Nerovnosti st homogénne - t.j. mozeme vsetky premenné predelit alebo vynasobit lubovolnym klad-
nym ¢islom (pre vSetky tri rovnakym) a nezmeni to hodnotu vyrazu. Tento poznatok je ddlezity vdaka
tomu, Ze nam to umoziuje spravit predpoklad a + b + ¢ = 1 alebo abc = 1.

 Nerovnosti st symetrické. To znamena, Ze pre [ubovolnu trojicu a, b, c nadobuda vyraz v strede rovnaka
hodnotu pre vsetky jej permutacie. Vdaka tomu mézeme urobit predpoklad a > b > c.

o Po vyskusani par hodnot (trebars ked s ¢ ideme k nule a a a b sa nam v dosledku trojuholnikovej ne-
rovnosti takmer rovnaji) zistujeme, Ze lava nerovnost je nasim vyrazom ,limitne“ (t.j. lubovolne tesne)
dosiahnutelnd. Naopak, o pravej nerovnosti sa to povedat neda - po vyskusani mnohych dosadeni g, b,
¢ st hodnoty vyrazu od /6 nezanedbatelne daleko. Co z toho vyplyva? Ze pri tej favej strane musime
byt opatrnejsi pri odhadoch - ¢im bliZsie je hodnota nasho vyrazu k 2, tym tesnejsi na§ odhad musi byt.
Naopak, pri pravej nerovnosti si mozeme dovolit aj odhady, ktoré nezanedbatelne zva¢$uju hodnotu
vyrazu pre [ubovolné dosadenie — ak nebudu prili§ hrubé, mame stale zaruku ostrej nerovnosti.

o Zaroven sa da v§imnut, Ze ta fava nerovnost plati bez ohladu na to, ¢i mame strany trojuholnika alebo
nie, zatial ¢o td pravd je od tohto predpokladu zavisla — volbou obrovského a a malych b, ¢ by nas vyraz
\/a/(b + c¢) presiahol lubovolnu konstantu. Z toho vyplyva, ze pri dokazovani pravej nerovnosti tento
predpoklad urcite vyuzijeme (avSak pomdct ndm, samozrejme, moze aj pri dokazovani favej, kedze ju
musime dokazat pre vyrazne mensie mnozstvo hodnét a, b, c).

Dost bolo filozofovania, pozrime sa na prava nerovnost. Chceme teda dokazat, ze pre vietky a, b, c, ktoré

tvoria Strany trOjuhOlnﬂ(a plati:

Predpokladajme, ze a > b > c. Vidime tu sticet troch odmocnin na strane mensieho vyrazu a aj na pravej strane
vidime odmocninu. Co nam napadne? No predsa Cauchyho-Schwarzova nerovnost v odmocninovom tvare®.
Pripomenme si ju:

Varby +\/aby + -+ ayb, <\/(ay+ar+---+a,) (b + by +---+b,)

6Blizsie si o nej mozete preitat na https://mks.nff.cuni.cz/library/CauchySchwarzAS/CauchySchwarzAS. pdf.
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Toto plati pre vSetky a, b, c nezaporné. To, ze je to dosledkom klasického tvaru Cauchyho-Schwarzovej (CS)
nerovnosti, si mozete dokazat.

Jej priamym vyuzitim by uloha vyriesit isla, ukazeme si vSak rieSenie, vdaka ktorému po pouziti CS nerovnosti
nebudeme musiet robit Ziadne dalsie odhady ¢i upravy. Potrebujeme nejako zjednodusit vyraz na lavej strane.
Viimnime si, Ze za b-¢ka v nasej CS nerovnosti budeme musiet zvolit zlomky. Pri zZlomkoch s réznymi meno-
vatelmi by nam v ¢itateloch vznikali veci, ktoré by sa nedali dobre ,,skrtat®, resp. celkovo by sa nam s nimi zle
pracovalo, lebo by to boli ré6zne zmieSaniny pismen druhého stupna. To nds modze naviest na myslienku, ze
chceme este pred pouzitim CS nerovnosti poodhadovat nas vyraz tak, aby sme mali rovnaké menovatele. Po
tejto myslienke uz nemame vela roboty — potrebujeme menovatele zmensit (aby sme zvacsili nas vyraz, ¢o je
pri tejto nerovnosti smer odhadovania). Teda takmer jedina rozumna myslienka je nahradit a v menovateloch
V/b/(a+c)ay/c/(a+Db) b-tkom a c-¢kom (v danom poradi). Dostavame takyto vyraz:

\/ a \/ b c
+ + )
b+c b+c b+c

Nie je tazké uhadnut, Ze to a v prvom s¢itanci bude teraz problematické, kedZe je momentalne vo vyraze samo.
Ako sa ho zbavit? Tentoraz je v ¢itateli, teda ho potrebujeme nahradit va¢$im vyrazom. Tu sa priam na zlatom
podnose nuka moznost vyuzit trojuholnikovi nerovnost a < b + c¢. NielenZe sa zbavime a-cka, navyse aj
konecne spravime ostry odhad, ktory k nasej nerovnosti potrebujeme. Ked to spravime, dostavame

\/a+\/b+\/c<\/a+\/b+\/c<\/b+c+\/b+\/c
b+c a+c a+b” \V b+c b+c b+c b+c b+c b+c¢

To uz je podstatne krajsie, a v tomto momente vam odporucam prestat ¢itat tuto polovicu vzoraku a skusit
ulohu dopocitat.

Pre tych lenivsich to spravim ja. Na tento vyraz uz staci iba priamo aplikovat CS nerovnost v odmocninovom
tvare. Volbou a-¢iek ¢itatelov a b-Ciek menovatelov (dno, dochadza tu k pismenkovej duplicite) dostavame:

b+c b c 3
\/b+c+\/b+c+\/b+cS\/(b+c+b+c)(b+c)_\/g’

¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat.

Pozrime sa teraz na druht nasu nerovnost. Chceme ukdazat:

2<\/ a +\/ b +\/ ¢
b+c a+c a+b’

Spravme pre zmenu predpoklad a + b + ¢ = 1. Na zjavné zjednodus$enie vyrazu by nam teraz pomohlo, keby
sme sucty v menovateloch postupne nahradili vyrazmi 1 —a, 1 - b, 1 —c. Vidime tu tri rovnaké funkcie s inymi
argumentami. Pri takomto ¢omsi by ndm mohla napadntit Jensenova nerovnost. Zial, skusil som a ni¢ dobré
mi nevyslo.

Okrem toho by sme sa ale mohli pokusit odhadnut tieto vyrazy samostatne. Nahradit ich nejakou vhodnou,
mensou funkciou. Co od takejto funkcie o¢akdvame? V provom rade, vetky tri pismenka teraz patria do
intervalu (0;0,5), pretoze ich silet je 1 a zdroven stéle plati trojuholnikové nerovnost (tak predsa sme ju vy-
uzili, hoci po doc¢itani sa mozete zamysliet, ze sme ju v skuto¢nosti vyuzit nemuseli), teda Ziadne ¢islo nemoze
byt vacsie rovné 0, 5. Zaroven, pri hodnotach blizkych nule by mala mat nasa funkcia tiez hodnoty blizke nu-
le, pretoZe iba tak moZe byt mensia rovna ako nasa \/a/(1 — a). Takisto pri hodnotéch blizkych 0,5 by nasa
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funkcia mala mat hodnoty blizke 1, pretoze nas vyraz je v 0,5 rovny jednej a uz sme si povedali, ze pri tych-
to hodnotach dosahuje nas celkovy vyraz hodnoty nebezpecne blizke 2, teda na§ odhad musi byt pri tychto
hodnotach velmi tesny.

Vhodnou funkciou spliiajicou tieto nesmierne naro¢né poziadavky sa ukazuje byt funkcia f(a) = 2a. T4
je v nule rovna nule a v polovici je rovné jednej, navySe pre vSetky a patriace do intervalu (0;0,5) plati:
\/a/(1 - a) > 2a. Toto tvrdenie si méZeme potvrdit (v zmysle vnuitorne sa o nom presved¢it) obrazkom. Do-
kazat ho mozeme velmi jednoduchymi tipravami (skuste si, je to naozaj pristupné). Po urobeni tohto odhadu
pre vSetky tri s¢itance nasho vyrazu dostdvame

a b c
\/ +\/ +\/ >2a+2b+2c=2
l1-a 1-b 1-¢

vdaka na§mu predpokladua + b+ ¢ = 1.

Y

Komentar k rieSeniam

Musim vas pochvalit sa neuveritelntl vynaliezavost. Az pri ¢itani vasich rieSeni som zistil, Ze mnohé cesty,
ktoré som povazoval za slepé, naozaj viedli k cielu. Zaroven chcem pochvilit vase vedomosti nerovnosti, kedze
niektori z vas vyuzivali ozaj exotické alebo vysokoskolské nerovnosti.

1.10 Kiberneticka Mirova Skuska opravoval Jozo

Zadanie. Mr. Miro sa nenaucil na test, tak sa musi spolahniit na svoje hekerské schopnosti. Okrem Mr. Mira
sa testu ticastni n > 1 Studentov. Skusajiici postupne zaddva otdzky testu. Kazdii otdzku najprv precita a dd na
vyber dve moznosti, z ktorych je prdave jedna spravna. Skor, ako Mr. Miro napise svoju odpoved, je schopny pri
kazdej otdzke zistit vietky odpovede ostatnych studentov. Potom, o vsetci Studenti (vratane Mr. Mira) napisu
svoju odpoved, skusajiici ohldsi spravnu odpoved a pokracuje dalsou otdzkou. Spravna odpoved je hodnotend 0
bodmi a nesprdvna -2 bodmi, avsak nespravna odpoved Mr. Mira je hodnotend len —1 bodom, lebo Mr. Miro
hekol hodnotiaci systém. Taktiez si Mr. Miro pri hekovani nastavil 2"~1 bodov, pricom ostatni Studenti zacinali
s 0 bodmi. Dokdzte, Ze Mr. Miro moZe zahldsit: ,Easy!” a isto vie v teste skoncit najlepsie spomedzi vsetkych
Studentov bez ohladu na to, kolko otdzok mad test.

Na zaciatok spravime niekolko tivah, ktorymi si tlohu trochu sprijemnime, aby sa nam s niou lahsie pracovalo.
Bodovanie v teste je trochu divné, preto ho pozmenme. Za spravnu odpoved bude 1 bod, za nespravnu -1
bod pre Studentov a 0 bodov pre Mr. Mira. Mo6zZeme si to predstavit tak, Ze skusajuci d4 po kazdej otazke
kazdému skusanému (aj Mr. Mirovi) po jednom bode. Takato iprava nezmeni poradie Studentov, ktoré nas
zaujima, preto ju moZeme urobit. Taktiez vieme povedat, ze ak vetci Studenti odpovedia rovnako, Mr. Miro da
rovnaku odpoved ako oni. Takéto otdzky poradie vobec neovplyvnia, takze ich nemusime uvazovat. Musime
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taktiez zobrat do uvahy, ze Mr. Miro mdze mat jednoducho smolu — moze sa stale mylit. Tak si rovno pridajme
do nasich predpokladov, ze Mr. Miro odpoveda na kazda otazku nespravne.

Premyslite si, Ze ak Mr. Miro skon¢i najlepsie za takychto podmienok, skonéi najlepsie aj za podmienok a bo-
dovania, ktoré su v zadani tulohy. Dospeli sme tak k nasledovnej interpretacii ulohy. Pri kazdej otazke sa
$tudenti svojimi odpovedami rozdelia na dve neprdzdne mnoziny a Mr. Miro vyberie, ktora mnozina $tuden-
tov strati bod a ktord mnozina ziska bod. Peknti moc sme nasimi tvahami dostali, v§ak? Uloha uz znie viac
uchopitelnejsie. Podme teraz opisat, ako bude Mr. Miro odpovedat.

Mr. Miro si rozdeli studentov podla ich odpovedi na dve mnoziny. Pokial sa takéto rozdelenie vyskytlo pr-
vykrat, pridd bod lubovolnej mnozine. Ak sa uz takéto rozdelenie vyskytlo, pricom naposledy pridal bod
mnozine A, teraz mnozine A bod strhne.

V otazkach s rovnakym rozdelenim $tudentov dostava kazdy $tudent striedavo +1 a —1 bod. Preto jeden $tu-
dent moze ziskat najviac 1 bod pre jedno rozdelenie. Vsetkych rozdeleni n $tudentov na dve neprazdne mno-
ziny je 2"~! — 1 (premyslite si to). Preto moze jeden Student dosiahnut najviac 2"~! — 1 bodov v celom teste, ¢o
je ostro menej ako body Mr. Mira. Tymto spdsobom teda Mr. Miro skon¢i v teste najlepsie.

Komentar

Pri tejto ulohe bolo tazké prist na hlavni myslienku, ako Mr. Miro bude odpovedat. Na to bolo potrebné
identifikovat, ¢o znamena ¢islo 2"~! v zadni tlohy, a uvedomit si, Ze sivisi s poctom rozdeleni »n studentov na
dve mnoziny. Po tomto genidlnom ndpade sa tloha mdze zdat aj jednoducha. Jadro rieSenia sa dalo pekne
strucne spisat, ako to mozno vidiet v poslednych dvoch odsekoch vzoraku.
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