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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Kocka Miestami Sladka (x < 1) opravovala Ivka

Zadanie. Kuchdrka vyryla do kocky cukru dierky a spravila si z nej tak hraciu kocku. Potom sa ju snazila
pootdcat, aby vyzerala pekne. Kocka vyzerd pekne, ked mad na vrchu Sestku a na jej prednej strane (otocenej
ku kuchdrke) je stvorka. Kuchdrka moéze otdcat kockou okolo vsetkych hlavnych osi okrem vertikdlnej (pozri
obrdzok), a to vzdy len 0 90°. Kolko najmenej otoceni potrebuje, aby vedela s urcitostou, Ze kocka bude vyzerat
pekne, nech je na zaciatku otocend lubovolne?

Nasou tlohou je prist na najmensi pocet otoceni kocky (dovolené otocenia st okolo osi x a y) takych, ze ich
vysledkom pri lubovolnej vychodzej pozicii, je kocka, ktora ma na vrchnej strane ¢islo 6 a na prednej strane
¢islo 4.

Prva vec, ktoru je dobré si uvedomit, je, Ze na hracej kocke spolu susedia ¢isla 4 a 6 hranou. Z toho vyplyva,
ze mame 6 - 4 = 24 moznosti, ako kocka mohla vyzerat na zaciatku. Totiz prvé ¢islo mdzeme ulozit na kocku
Iubovolne, druhé uz musi byt vedla neho cez spolo¢nt hranu, teda uz mame na druhé ¢islo iba 4 moznosti.

Jedna cesta, ako vyriesit tlohu, by bola preskiimat vsetkych tychto 24 moznosti a vybrat zo vietkych poctov
otoceni ten najvacsi. My si tu vSak ukdzeme trochu menej pracné riesenie.

Podme najprv uvazovat o postvani ¢isla 4. Ak je na zaciatku 4 na prednej strane, nepotrebujeme uz toto
Cislo presuvat dalej. Ak by bola na vrchnej ¢i spodnej strane, staci nam jedno otocenie okolo osi x smerom
nahor/nadol a uz je 4 na svojom mieste. Ak by bola na niektorej z bo¢nych stien, najprv ju jednym otocenim
okolo osi y dostaneme na vrchni/spodnu a potom ju preto¢ime okolo osi x na jej pravoplatné miesto vpredu.
Ak by bola na zadnej strane, dvomi otoceniami okolo osi x ju dostaneme dopredu. Teda najviac na 2 otocenia
dopravime 4 na spravne miesto.

Ked sme si presli moznosti pre 4, podme sa pozriet aj na ¢islo 6. To chceme dostat na vrch nasej kocky. Ak je
na vrchu hned na zaciatku, vyhrali sme. Ak je na prednej ¢i zadnej strane, dostaneme ju tam jednym otocenim
okolo osi x. Pre pripady, Ze je nabo¢nych stenach, je to rovnaké, av§ak otacame okolo osiy. Ak by bola naspodu,
treba nam dve otocenia okolo niektorej z osi, aby bola navrchu. Teda aj pre 6 mame najviac 2 moznosti. Z toho
nam vyplyva, ze v najhorsom pripade kocku dostaneme do pozadovanej polohy 2 - 2 = 4 pohybmi .

Teraz este treba najst rozlozenie, pre ktoré sa to na menej ako 4 pohyby urobit nedd. Az vtedy bude dokaz, ze
nami hladané ¢islo je 4, ukonceny. Takéto rozlozenie je také, kedy je 6 vpredu a 4 na vrchu kocky. Vtedy nam
menej ako 4 otocenia nikdy nebudu stacit.

Odpovedje teda, Ze nasu sladucka kocku vieme dostat z [ubovolnej vychodzej pozicie do peknej pozicie Styrmi
otoCeniami.
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3.2 Kvoli Mastnému Soté (k < 2) opravovali Danka a Kika

Zadanie. Jurkovi nechutilo soté, ¢o mal na obed, tak namiesto jedenia obdivoval svoju tdcku. Ticka ma tvar
Sestuholnika ABCDEEF a je poloZend na kruhovom obruse tak, Ze vsetky vrcholy Sestuholnika ABCDEF lezZia na
jeho obvode. Jurko si zacal po tdcke a po stole kreslit a oznacil si priesecnik priamok AC a FD ako P a priesecnik
priamok AE a BF ako Q. Potom si vsimol, Ze plati |BF| = |BD|, |AC| = |CE|, |PA| = |PF| a Ze priamka PQ je osou
uhla APF. Zistite pomer obsahov trojuholnikov ACE a BDF.

Nasim prvym krokom bude spisanie si vSetkych danych veci:

» body A, B, C, D, E, F lezia na kruznici;
« bod P je priese¢nikom priamok AC a DF, pricom |AP| = |FP|;
« bod Q je priese¢nikom priamok AE a BF;
o priamka PQ je osou uhla APF;
« |BF| = |BD|;
« |AC| = |CE|.
Nasou ulohou je zistit pomer obsahov trojuholnikov ACE a BDF. Podme teda na to.

Uz pri prvom (dobrom) néérte si mézeme vimnut, Ze ide o symetricka ulohu. Use¢ky AP a FP su rovnako
dlhé, takze trojuholnik APF je rovnoramenny. Zjavne os zakladne rovnoramenného trojuholnika prechadza
vrcholom oproti nej a je zhodnd s osou uhla medzi ramenami. Ked tento fakt aplikujeme na nasu tlohu,
zistime, ze body P a Q lezia na osi usecky AF. To znamena, Ze tito os je totozna s priamkou PQ. O nej zas
vieme, Ze je osou uhla APF. ubovolny bod na osi tsecky je rovnako vzdialeny od jej krajnych bodov. Ak teda
Q lezi na osi tsecky AF, musi platit, Ze |AQ| = |FQ)|.

Teraz presunnme nasu pozornost na uhly. Zo zadania vieme, Ze trojuholniky BDF a ACE st tieZ rovnhoramenné.
Preto uhly pri ich zdkladniach st rovnaké, teda |[EAC| = |CEA| a |DFB| = |CDEF|.

Vieme, 7e |PFA| = |PAF| a taktiez |AFQ| = |FAQ| (pretoze |AQ| = |FQ|). Potom uhol DFQ, resp. DFB vieme
vyjadrit ako 180° — |[PFA| - |AFQ)|. Podobne vieme uhol CAQ, resp. CAE vyjadrit ako 180° — |PAF| — |FAQ).
Z toho vidime, Ze uhly DFB a CAE st rovnaké.

Trojuholniky, ktoré mame porovnavat maju teda rovnaké vnutorné uhly - st podobné. Pozor! To vsak este
neznamena, ze su zhodné. Aby sme mohli povedat, Ze maju rovnako dlhé strany potrebujeme kruznicu. Kaz-
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dému trojuholniku vieme jednoznacne opisat kruznicu. Pre trojuholniky ACE a BDF je to ta ista kruznica.
Oznacme si S jej stred. Bod § lezi na osi strany AF (usecke PQ), pretoze je rovnako vzdialeny od oboch tychto
bodov. Ked bod S spojime s lubovolnymi dvoma bodmi z mnoziny {A, B, C, D, E, F}, tak vytvorime rovno-
ramenny trojuholnik, nakolko bod § je rovnako vzdialeny od v$etkych. Na ziklade toho vieme jednoducho
dokazat, Ze aj |[FBD| = |ACE| = |BDF| = |CEA| = |DFB| = |[EAC]|. Teda trojuholniky ACE a BDF st rovnostranné.
Maju td istd opisanu kruznicu, z &oho vyplyva, ze st zhodné. Ak nevidite preco, tak si poratame dlzku strany,
ktoru si oznac¢ime a. Konkrétne ju vyjadrime pomocou polomeru kruznice.

V rovnostrannom trojuholniku je stred opisanej kruZznice aj taziskom. Taznice st sti¢asne vyskami. Polomer
tvorf 2 vy$ky. Teda 3r = v. Vysku vieme vypocitat z Pytagorovej vety. T4 ndm v tomto pripade tvrdi a? =
v + (a/2)?, z ¢oho ked vyjadrime a dostdvame:

2
a=—v=\/§r.
V3

Polomer je v oboch trojuholnikoch rovnaky, pretoze maju tu istu opisana kruznicu. Potom maju teda aj rov-
naké strany. Tym je dokazané, Ze trojuholniky ACE a BDF st zhodné a teda:

SACE -1

SBDF

Taktiez si moZete premysliet, Ze trojuholnik BDF je vlastne oto¢enim trojuholnika ACE alebo naopak.

3.3 Kamilka Musi Sediet (k < 3) opravoval Dominik

Zadanie. Kamilka uz dojedla obed, ale musi este cakat, kym pani ucitelka doniiti Jurka aspori ¢osi zjest. Nastastie
si na jeddlenskom obruse nasla stvorcekovii mriezku rozmerov 2x13. Zobrala si svojich 13 listkov na obed s ¢islami
1, 2, ..., 13 a uloZila ich do spodného riadku mriezky v tom istom poradi, na kazdé policko prave jeden listok.
Potom zacala listky presuvat. 'V jednom tahu moze presuniit listok do niektorého vedlajsieho prazdneho policka
(hore, vilavo, vpravo alebo dole). Kolko najmenej tahov potrebuje Kamilka spravit, aby sa vsetky listky nachddzali
v spodnom riadku a v opacnom poradi (13, 12, ..., 1)?

V tlohach ako je tato sa rieSenie zvycajne rozdeluje na dve casti: je potrebné ukazat, ako tlohu ¢o najefek-
tivnejsie riesit, a ¢o je nemenej podstatné - aj to, Ze to uz lepsie nejde. Pripadne naopak: najprv ukazat, ze
lepsie uloha riesit nejde, a potom ukazat svoje rieSenie. My za¢neme tym, Ze si minimalny pocet tahov zdola
ohranic¢ime.

Na to, aby sme posunuli listok ¢islo 13 na spravnu poziciu, teda na poziciu ¢islo 1, potrebujeme urcite mini-
malne 12 tahov, pretoze ho potrebujeme posuntt minimalne 12-krat dolava. Podobne potrebujeme 12 tahov
aj pre posun listka ¢islo 1 na poziciu ¢islo 13. Ak sa takto pozrieme na vsetky listky, zistime, Ze na takéto
posuvanie v riadku potrebujeme aspont 12+ 12+ 10+ 10+8+8+6+6+4 +2 + 2 + 0 = 84 tahow.

Lenze podla zadania na jednom policku nesmu byt naraz dva listky, ¢o znamena, ze budeme potrebovat aj
nejaké dalsie tahy na to, aby sa listky obisli. Kolko takych tahov potrebujeme? Vieme, ze v kazdej dvojici listkov
sa poradie v riadku zmeni, teda ak na zaciatku bol jeden listok nalavo od toho druhého, teraz bude napravo.
To znamend, Ze nemdze existovat dvojica listkov, ktoré sa navzajom nevyhnu, teda existuje maximalne jeden
listok, ktory nespravi ziadny tah nahor. Z toho vyplyva, ze 12 listkov takyto pohyb urobi. Samozrejme, ak sa
raz listok pohne hore, tak sa niekedy musi aj vratit, takze spravi v kone¢nom dosledku dva tahy. Celkovo nam
teda k 84 tahom v riadku pribudne este aspon 12 - 2 = 24 tahov, ¢im si minimalny pocet tahov ur¢ime na 108.

Ukazme si teraz, ako mozno ulohu vyriesit pre pocet tahov 108: Najprv posunieme vsetky ¢isla okrem 1-ky
o riadok vyssie — 12 tahov. Potom 1-ku presunieme na poziciu ¢islo 13 - 12 tahov. Nasledne za¢neme kazdy
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z listkov v poradi od 2 po 13 umiestiiovat na svoju poziciu. Pre listky s ¢islom 2 az 6 to budu len pohyby dole
avpravo, 7-ka sa posunie len dole a pre listky s ¢islom 8 az 13 to budu pohyby vlavo a dole. MoZeme si vSimnuit,
ze okrem 1-ky spravi kazdy listok presne 1 pohyb nahor, 1 pohyb nadol a zvys$ny pocet tahov bude rovnaky ako
Vv prvej Casti rieSenia, kedZe sa listky budud hybat len jednym smerom v riadku tak, aby sa posunuli na poziciu,
kde maju byt. Celkovo teda vyuzijeme 12 + 12+ (12+ 1) + (10 + 1) +--- + (10 + 1) = 108 tahov.

Tymto sme splnili obidve potrebné podmienky na to, aby sme dostali rieSenie. Teda Kamilka musi spravit
najmenej 108 tahov.

3.4 Korenicka, Makovnicka, Solnicka (x < 4) opravoval Adam

Zadanie. Tomdsko miluje, ked md na stole systém a poriadok. Preto si na obede uloZil lyZicku, vidlicku, noZik,
korenicku a solnicku postupne do bodov L, V, N, K a S. Vytvoril tak z priboru rovnoramenny trojuholnik LVN
so zdkladniou VN. Body K a S sa nachddzali postupne na strandch LV a LN. Vsetko bolo navrhnuté tak, Ze osi
uhlov VKS a KSN sa pretali v bode M, ktory lezal na zdkladni VN. Nakoniec umiestnil Tomdsko do bodu M
makovnicku. Dokdzte, Ze bod M sa nachddza v strede zdkladne VN.

M

Tato tloha sa dala vyriesit viacero sposobmi. Napriklad aj na menej ako $tyri regulérne riadky:

Uhly KSN a VKS su vonkajsie uhly trojuholnika LKS. Priesecnik ich osi je stred kruznice pripisanej tomuto
trojuholniku, podla zadania je to taktiez bod M. Z definicie tymto bodom prechadza aj os uhla KLS. Tato
os pretina stanu VN v jej strede, kedZze LVN je rovnoramenny. Bod M lezi na tejto osi aj na strane VN, ich
priesecnikom je stred VN, a teda bod M lezi v strede strany VN.

Dalo sa na to samozrejme ist aj inak. Ked si vyjadrime a doplnime vs$etky vnttorné uhly, vSimneme si, Ze
trojuholniky KVM, KMS a SMN maju rovnaké vnatorné uhly, a st si teda podobné (pre uhly konkrétne plati,
ze |< VKM| = | < MKS| = |<SMN]|, |<KVM| = |<KMS| = |<MNS| a | < VMK]| = |<KSM| = | < MSN|). Aby
to bolo zjavnejsie, mdézme si spravit obrazok len s tymito troma trojuholnikmi, kde strany medzi rovnakymi
uhlami ozna¢ime rovnakym pismenkom.
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Teraz uz si moézeme zostavovat rovnice od vymyslu sveta. Z toho, ze trojuholniky su si podobné vieme, Ze
plati y3/y, = x3/x,. Ked sa pozrieme na obrazok, uvidime, Ze z; = x, a y, = z;. Tak to pouzijeme a dostaneme
y3lz1 = x3/z3. A uzsilen vyjadrime y; ako y; = z;x3/z3. Okej, toto si pamdtdme, podme spravit nejaka inu
rovnicu.

Napriklad x,/x; = z,/z;. Vyjadrime x; ako x; = x3z,/z;. Staci sa pozriet o odsek vyssie vidime, ze x; = y;. Tieto
dve strany tvoria stranu VN, a kedZe st rovnaké, bod M bude lezat v strede strany VN. Hotovo.

3.5 Ked Musis Stat (k < 7) opravovali Janka a Katka

Zadanie. Pred jeddltiou je niekolko vesiakov, ktoré su olislované za sebou idiicimi celymi kladnymi cislami
(nemusia zacinat jednotkou). KaZdy vesiak je bud cervenej, alebo modrej farby, pricom z kazdej farby sa tam
nachddza aspori jeden vesiak. Stevko cakajiic v rade na obed spocital siicet najmensieho spolocného ndsobku Cisel
modrych vesiakov a najmensieho spolocného ndsobku cisel cervenych vesiakov. Je mozné, Ze dostal mocninu Cisla
2?

Najmensi spolo¢ny nasobok ¢ervenych ¢isel si ozna¢me ¢ a najmensi spolocny nasobok modrych ¢isel si oznac-
me m. Povedzme si, Ze Stevko mohol ako svoj vysledok dostat mocninu dvojky a podme sa pozriet, kam sa
s tymto predpokladom dostaneme.

Kedze z kazdej farby je aspon jeden vesiak, tak vesiaky st aspon dva a aspon jeden z nich md na sebe parne
¢islo, teda aspon jedno z ¢isel m, ¢ je parne. Ich sicet ma ale tiez byt parny, preto musia byt parne obe. No
a z toho vyplyva, Ze na vesiakoch mame aspon dve parne ¢isla — aspon jedno pre kazdu farbu.

Prvociselny rozklad ¢isel m a c je tvoreny prvocislami, ktoré sa nachadzaju v prvociselnych rozkladoch mod-
rych a ¢ervenych ¢isel a to tak, ze kazdé prvocislo je umocnené na najvacsiu z mocnin, v ktorej sa nachadza na
Cisle prislusnej farby. Ozna¢me 2* tuto (najvyssiu) mocninu dvojky v ¢isle m a 27 najvacsiu mocninu dvojky
v ¢isle c. Sucin vsetkych ostatnych prvocisel z ¢isla m je neparny a oznac¢ime ho k. Analogicky zadefinujeme /
pre Cervené Cisla. Vieme teda, Ze m =2*-kac=2'-1.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze x > y. Sucet m + ¢ teda mozeme zapisat ako
m+c=2k +2-1=2-(27 -k +1).

Aby tento sucet mohol byt mocninou dvojky, musi byt vyraz v zatvorke parny. To je ale problém, lebo ak x > y,
je to sucet parneho a neparneho ¢isla, teda je neparny.

Aby sme tomuto problému zabranili, potrebujeme aby platilo x = y (vyraz v zatvorke by bol v takomto pripade
parny). To znamena, Ze v postupnosti po sebe iducich ¢isel na vesiakoch existuju aspon dve ¢isla, ktoré maju
rovnaky (a v danej postupnosti najvacsi) exponent pri dvojke. tieto ¢isla sa daja vyjadrit ako 2¥-aa2*- (a+1)
(kedzZe je nasa postupnost stvisla, musia byt ¢isla, ktorymi nasobime najvyssie mocniny dvojky po sebe iduce).
LenzZez ¢isel aa a+1 je préave jedno pérne, teda dvojka sa v prvociselnom rozklade jedného z ¢isel 2%-a, 2%-(a+1)
vyskytuje o jeden krat viac. To ale nesedi s tym, ako sme si zvolili ¢islo x. Medzi za sebou idticimi ¢islami teda
nemdzu existovat dve &isla s najvy$$ou mocninou dvojky (nemdze platit, ze x = y). Predpoklad, ze Stevkov
vysledok bol mocninou dvojky teda musi byt nespravny.

Stevko preto nemohol s¢itanim najmensieho spolo¢ného ndsobku modrych &isel a najmensieho spolo¢ného
nasobku cervenych ¢isel dostat mocninu dvojky.

kms@kms . sk 5 https://www.kms.sk/


mailto:kms@kms.sk
https://www.kms.sk/

Riesenia 3. kola zimnej Casti @@@

3.6 Kasa Musi Stuhnut opravoval Marek

Zadanie. Do cesta ide | ldsky, d droZdia a o univerzdlnej hnedej omdcky, kde 1, d, o sii rozne nezdporné redlne
¢isla. Cesto je tuhé, ak plati

12 d? 0?
+ + > 2.
(d-0)* (o-1)* (I-d)?
Dokdzte, ze cesto bude tuhé vZdy bez ohladu na pouzité mnoZstvo surovin.

Potrebujeme ukazat, ze nerovnost plati. Na to si oprasime zopar znamych veci. Pre novsich riesitelov mozno
neznamych, preto ukazeme, aj ako sa dokazuju takéto veci. Budeme potrebovat nerovnost f +% > 2 prekladné
realne ¢isla x, y a symetrickost vyrazu. Nerovnost si dokdZeme na zaciatok, aby sme potom v dokaze nemuseli
robit odbocku.

Nezdpornost §tvorca (x — y)? > 0 prevedieme na tvar x> + y?> > 2xy. KedZe x, y st kladné, mozme predelit

nerovnost vyrazom xy a dostaneme pozadovanu nerovnost 2+ % > 2. Rovnost nastéva prave vtedy, ked x = y.
KedZe v nasej ulohe su vsetky nezname rozne, mozme povedat, ze x # y preto mozme pisat dalej uz len ,,>*

Dalej si ukdzeme, 7e lavé strana nerovnosti je symetrickd. To je také vlastnost, ze ked trojicu (1, d, 0) vymenime
za trojicu (1, 0,d), (0,d,1) alebo (d,1,0), dostaneme taky isty vyraz. Ak dosadime trojicu (I, 0,d), dostaneme
na pravej strane vyraz

2 o? d? IS d? 0?

(0-dp  (-dy (I-op (d-o) (o-07 (-d)?

ktory je totozny s pévodnym vyrazom na pravej strane. Ostatné rovnosti ukdzeme analogicky. Co sa tyka
pravej strany, ta je zjavne symetrickd. Nasa nerovnost je teda symetrickd. Jednou z vlastnosti symetrickych
vyrazov je napriklad to, ze moZeme usporiadat nezname podla velkosti. Bez ujmy na vSeobecnosti mozme
povedat, ze [ >d >0 > 0.

Dobrym zaciatkom je ukazat si nerovnost pre nejaky $pecialny pripad. Preto si najprv ukazeme, Ze nerovnost
plati pre o = 0.

2 d? 0? P d

+ + =— +—

(d-0)>2 (0-01)2 (I-d? d P

Poslednt nerovnost mame uZ ukdzand, nakolko 2 a d? st rdzne kladné redlne ¢&isla.

>2

Teraz potrebujeme ukazat, Ze nerovnost plati pre o > 0. Preto potrebujeme upravit nase zlomky, aby sa zacali
podobat tomu, ¢o mame ukdzat. Zoberme si kladné redlne ¢isla x, y a c kde x > y > c a zamyslime sa nad
nasledujucou nerovnostou:

2<x_2+y_2<(x+c)2+(y+c)2
yooxm (y-of (e-x)

O prvej vieme, ze plati, a o druhej vieme postupne povedat, ze

x* < (x+c¢)? < (x+c¢)?
»oy (y-¢)?

a potom podobna nerovnost plati aj pre zlomok y?/x? aj pre druhy zlomok.

Teraz uz len prepisat nerovnost tak, aby vyzerala ako nasa. Substiticiami/=x+c¢, d =y + capotomajo = 2¢
dostaneme nieco, ¢o uz je velmi podobné tomu, ¢o mame dokazat.
P2 d? P d? 12 d?
+ = + = +
(d-=c-¢)? (c+c-D? (d-2¢)* (2c-1*> (d-0)*> (o-1)?
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Uz len ukazat, Ze pridanim na lavu stranu 0%/(I — d)? rovnost nenarusime. Tento vyraz je kladny, a teda pri-
pocitanim kladného ¢isla ku vacsej strane nerovnost nenarusime. Nasa nerovnost teda plati.
P d? 12 d? 0’
+ < + +
(d-0)* (o-D?" (d=0)* (o-D? (I-d)

2<

3.7 Kup Mac Sebe opravovali Juro a Pedro

Zadanie. Vediica jeddlne si kupila novy Mac. Avsak v skutocnosti je MAC uhol velkosti 30° v trojuholniku ABC
s taznicou AM. Vyska na stranu AC z bodu B pretina stranu AC v bode H. Priamka cez bod M, ktord je kolmd
na priamku AM, pretina polpriamku HB v bode K. Dokdzte, Ze |AK| = |BC|.

Ako prvé si vSimnime, Ze v ulohe mame vela pravych uhlov - vysku, kolmicu. Aka veta je ¢asto vhodna pri
pravych uhloch? Talesova veta, ktora hovori, ze ak A, B, C st body na kruznici, kde AC je priemer kruznice,
potom uhol ABC je pravy. Pozrime si, ktoré uhly s pravé a kde mozeme vlozit kruznicu: uhol BHC (lebo
vyska), AHB (lebo vyska), AMK (lebo kolmica).

Podla Talesovej vety plati, Ze body A, H, M, K lezia na kruznici s priemerom AK. Ak si oznacime stred AK
ako bod S, tak je to iba inymi slovami povedané |SA| = |SK]| = |[SM| = |SH|. Pozrime sa teraz zase na dalsi pravy
uhol - uhol BHC. Rovnako ako minule, pomocou Talesovej vety zistime, ze |[MB| = |MC| = |[MH|.

Co sme este nevyuzili zo zadania? Vieme, ze |< MAH| = 30°. V tomto momente sa priamo ntika vyuzit
obvodovy a stredovy uhol. Pretoze tieto tri body lezia na jednej kruznici, a kedze MH je tetiva kruznice, plati
pre 1y, ze obvodovy uhol MAH je polovi¢ny oproti stredovému uhlu MSH. Preto | < MSH| = 60°.

Naco je nam toto dobré? Prezrime si trojuholnik HMS. Ten ma dve strany rovnaké a jeden uhol 60°. Aky
trojuholnik to musi byt? Spravne, rovnostranny.

Tym sa dostavame k rieseniu, pretoze kedZe rovnostranny trojuholnik je znamy tym, zZe ma rovnaké strany,
plati [MH| = |MS| = |HS|. Teraz stali len skombinovat vietky rovnice a rieSenie je na svete:

|BC| = |MB| + |MC| =2-|MH| =2-|SM| = 2 - |SK]| = |SK| + |SA| = |AK].

3.8 Kuceravy Matko Skleroticky opravoval Vodka

Zadanie. Vodka dosiel do jeddlne a zabudol tam zadania tohto kola KMS. Kuchdrky zaujala najmd tiloha 9.
Uloha 8 vsak znie takto: Ndjdite vetky funkcie f: N — N také, Ze n + f(m) deli f(n) + nf(m), pre vietky kladné
celé cisla m, n.

I ked to nie je uplne funkciondlna rovnica, lebo nemame Ziadnu rovnost :), tak stale mame k dispozicii nejaky
vztah, ktory plati pre vsetky prirodzené ¢isla m, n. Mdzeme preto zvolit nejaké konkrétne a pozriet sa, ako
vyzera podmienka pre ne. Pracujeme na prirodzenych ¢islach, a preto, zial, nuly dosadit nemozeme. Mdzeme
véak dosadit m = n = 1. Dostavame, ze 1 + f(1) | 2f(1). Z tohto ndm vyplyva, ze 1 + f(1) | 2f(1) - (1 + f(1)) =
f(1) = 1, no kedZe zjavne 1 + f(1) > f(1) — 1 > 0, tak na to, aby to platilo, musi byt f(1) — 1 = 0. Fajn, vypoditali
sme, ze f(1) = 1.

To by sme chceli nejako vyuzit, a preto dosadime m = 1 (pretoze n = 1 by nam uz nedalo ni¢ nové). Mame
n+1|f(n)+n(o).

OKk, to vyzerd, ze sa mdze hodit, ale zatial nam to nejak vela nehovori. Skiisme preto iné dosadenie. Pontka sa

dosadit m = n. Dostavame n + f(n) | f(n) + nf(n). My v8ak vieme, Ze n + f(n) | n* + nf(n). Po od¢itani tychto
dvoch vztahov mame n + f(n) | n? - f(n). MdZeme si v§imnut, ze keby n? — f(n) bolo zdporné (t.j. f(n) > n?,
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tak urcite |n + f(n)| > f(n) > f(n) — n? = |n? - f(n)|. To by ale bol spor s nagou delitelnostou. Preto f(n) < n?
(V) , pre vsetky prirodzené n.

Hodnotu f(1) sme uz vypocitali. MoZeme sa pozriet, ¢o to hovori pre f(2). Vieme, ze f(2) < 4, takze mdme
len 4 mozZnosti. Navyse vieme, Ze 3 | f(2) + 2. Z tychto dvoch podmienok médme uz len dve moznosti: f(2) = 1
alebo f(2) = 4.

Tak skusme predpokladat, Ze f(2) = 1 a dosadit n = 2. Dostdvame, ze 2 + f(m) | 1 + 2f(m). To vieme upravit
na 2+ f(m) | 3. Avak 2 + f(m) > 3, tak z toho dostdvame, ze nutne f(m) = 1, pre vsetky prirodzené ¢isla m.

Vidime, ze v pripade f(2) = 1 dostdvame konstantnt jednotkovu funkciu. Lahko skiskou overime, Ze naozaj
vyhovuje.

Dalej prepokladajme, Ze f(2) = 4. Tu to uz bude taZsie, ale ak skusime dosadit dalsie malé &isla, mo6Zeme prist
na hypotézu, ze by mohlo platit f(n) = n%. Na funkcionalky nad N je ¢asto dobra indukcia. Skusme to dokédzat
indukciou. Prvy krok (pre n = 1 a n = 2) sme uz urobili. Predpokladajme, Ze f(k) = k* a dokdZme to aj pre
k+1.

Urobime to priamociaro — proste dosadime m = k a n = k + 1. Dostavame
k+1+k | f(k+1)+ (k+1)k* =
=>1+k+k|f(k+1)+(k+ D) -k(1+k+k*)=f(k+1) -k

My vsak vieme z (©), ze f(k + 1) < (k+ 1)2. (Vidite, ako sa zrazu tie zistenia z trividlnych dosadeni zidu?)
Preto mame len 2 moznosti. Bud f(k + 1) = kalebo f(k+1) = k+ (1 + k+k?) = (k+ 1), kedZe dalsie ¢islo
so zvy$kom k po deleni (1 + k + k?) by uz bolo velké. No pripad f(k + 1) = k vylalime tak, Ze z (¢) vieme, Ze
k+2|f(k+1)+k+1. Akeby f(k+1) = k, tak mame k + 2 | 2k + 1, ¢o je ekvivalentné s k+ 2 | 3. A to pre k > 2
uz neplati, ¢o je spor. Preto nutne f(k+1) = (k+1)2.

To je zédver dokazu indukciou, a preto pre vietky prirodzené ¢isla plati, Ze f(n) = n2. Skaskou lahko overime,
Ze aj tato funkcia vyhovuje.

Uloha ma 2 rie$enia, a to f(n) = 1 a f(n) = n?.

Iné riesenie
Teraz si ukdzeme trocha vyspelejsie rieSenie, v ktorom sa nebudeme babrat s dosadzovanim jednotiek a inych
malych ¢isel. VSimnime si, Ze aj v predoslom rieSeni, sme delitelnost ¢asto upravovali na lepsi tvar. To m6Zeme

urobit hned na zaciatku. Vieme, ze n + f(m) | f(n) + nf(m). Ak od lavej strany od¢itame n(n + f(m)), tak
dostaneme, ze n + f(m) | f(n) — n2.

Do tohto vztahu zase ni¢ nedosadime, len si uvedomime, ¢o ndm hovori. A ¢o nam hovori? Nuz, ak zafixujeme
n, tak prava strana sa zafixuje tiez. Ak ak f(n) — n? # 0, tak ma len kone¢ny pocet delitelov. To znamena, ze
n + f(m) moze nadobudat iba kone¢ny pocet hodnét a preto je nutne f(m) ohrani¢ena.

To celé za predpokladu, Ze f(n) # n*. Lenze my mozeme n zvolit lubovolne, a preto plati, Ze bud je fohrani¢end
alebo f(n) = n? pre vetky n.

Nasli sme jedno riesenie a dalej uz mozeme riesit len pripad, Ze f(n) < C, pre vietky n a nejaka konstantu C.

Skusime teraz vztah zo zadania upravit inak:

n+ fm) | f(n) + nf(m) = f(m)(n+ f(m)) = f(n) - f(m)*.
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No my vieme, Ze fje ohranicena, preto celd prava strana je ohranicend. Avsak [ava strana ohranic¢ena nie je. Ak
teda zvolime dostato¢ne velké n, napr. n = ny = C? + 47, tak urcite bude platit, ze |ny + f(m)| > |[f(no) — f(m)?|,
a teda nutne f(n,) — f(m)? = 0. Toto plati pre vetky m, a preto f je konstanta. Navyse to plati aj pre m = ny,
a preto vieme dopocitat, Ze tato konstanta je rovna 1.

Zistili sme, Ze ak je f ohrani¢end, tak nutne f(n) = 1 pre v8etky n. A samozrejme este tak isto ako v predoslom
rieSeni, treba urobit skasku pre obidve ndjdené riesenia.

Komentar

Vieme, Ze a | b z definicie vtedy, ak existuje celé Cislo k také, Ze ak = b. AvSak pouzivat toto k na nejaké dokazy
skoro nikdy nie je na ni¢ dobré (OK, ak robite Vieta jumping, tak sa hodi). Z delitelnostami sa da dobre, lahsie
a efektivnejsie manipulovat bez pomoci tohto k od¢itanim nejakych nasobkov lavej strany k pravej, tak ako to
bolo robené velakrat vo vzorovom rieseni. Preto vam odportc¢am, aby ste ho do budicna nepouzivali. Je to
zhruba taka rada, ako to, Ze si do geometrického obrazka NEkreslite stred kruznice, pokial nie je zadany.

A ak tato radu nedodrzite a pouzijete ho, tak urcite nemozete predpokladat, ze k je rovnaké pre vSetky mozné
delitelnosti :). (Ak sa pri tomto smejete, tak vedzte, Ze takuto chybu urobila velka cast z vas.)

3.9 Kucharky Montujua Svetla opravoval Jozo

Zadanie. Tuto je spominand tiloha, co zaujala kuchdrky. Vdaka nej totiz moZu zoptimalizovat osvetlenie v jeddl-
ni. Linoleum na podlahe jeddlne tvori stvorcekovii mriezku m x n $tvorcekov. V kazdom stvoréeku sa nachddza
jeden stol. Osvetlenie jeddlne zabezpecujii lampy, ktoré sa nachddzajui v niektorych mreZovych bodoch mriezky
(vrétane tych na obvode, véetkych mrezovych bodov je teda (m+1)(n+ 1)). Kazdd lampa osvetluje stoly na tych
Stvorcekoch, v ktorych rohoch sa nachddza. V zavislosti od prirodzenych cisel m, n ndjdite najmensi pocet lamp
potrebny na to, aby kazdy stol bol osvetleny aspori dvomi lampami.

Toto je jedna z tloh, kde prist na spravny vysledok je jednoduché. Staci si nakreslit zopar jedalni a pohrat sa
s lampami. Podstatne zlozitejsie je ukazat, preco menej lamp nestaci. Preto rovno na zaciatok odbavime tu
lahsiu ¢ast. Uvedieme najmensi pocet lamp potrebny na osvetlenie jedalne a ukazeme, akym rozmiestnenim
lamp ho mo6zeme dosiahnut.

o Ak s m, n parne, pricom m < n, tak ndm sta¢i m(n + 1)/2 lamp. Lamy umiestnime ako na obréazku a.
« Ak je m parne a n nepérne, tak ndm staci m(n + 1)/2 lamp. Umiestnime ich ako na obrazku b.

o Ak st m, n nepérne, tak ndm staci (m + 1)(n + 1)/2 lamp. Umiestnime ich ako na obréazku c.
COOO0O—~COO0O00 OOOO0— )%){){)
)ﬂ}C}Q

C-O-O-O-O—0-0O0-C0

PO-OVO-O-OVO0 POV SELL L L LD

(a) (b) (c)
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Teraz sa mozeme pustit do dokazovania, preco su toto najmensie pocty lamp. Budeme sa snazit ukdzat, Ze na
osvetlenie jeddlne potrebujeme aspon x lamp, t. j. hladat dolny odhad poctu lamp. Ked sa s dolnym odha-
dom dostaneme k spomenutym poctom lamp, ukazeme, Ze spomenuté pocty su najmensie mozné. Pre lepsie
vyjadrovanie si o¢islujeme riadky ¢islami 1 aZ m a stlpce &islami 1 az n. Poli¢ko, ktoré sa nachadza v r-tom
riadku a s-tom stlpci, budeme oznacovat ako policko (r,s). Rozmyslite si, ako by ste opisali vyssie spomenuté
rozmiestnenia lamp pomocou tychto oznaceni, bez pouzitia obrazkov.

Ak sa pozrieme na jedno policko, tak aby sme ho osvetlili, potrebujeme aspon dve lampy. Kolko lamp potre-
bujeme na osvetlenie dvoch poli¢ok? Ak maju spolo¢nu stranu, tak stéle to su dve lampy. Ak sivSak zoberieme
dve policka, ktoré nemaju ziaden spolo¢ny vrchol, tak na ne potrebujeme az styri lampy. Tu vidime, Ze po-
mocou takychto nesusednych poli¢ok vieme ziskat celkom pekné dolné odhady. Kolko najviac takych policok
vieme v jedalni m x n poli¢ok najst?

Zoberme si policka, ktoré sa nachadzajti v neparnom riadku a zaroven neparnom stipci (pozri obrazok). Ta-
kychto policok je [m/2][n/2].! Kazdd lampa osvetli najviac jedno z vybranych poli¢ok. Preto na osvetlenie
vybranych poli¢ok potrebujeme aspon 2[m/2|[n/2]. Ak sa pozrieme na nase vysledky, tak v pripade, ked as-
pon jedno z ¢isel m, n je neparne, tak tento pocet lamp vieme dosiahnut. Ostava nam teda pripad, kedy st m
aj n parne.

Uzito¢nym sposobom dokazovania (a teda aj dokazovania dolnych odhadov) je matematicka indukcia. Jej
principom je, Ze jedalenn zmensime a z induk¢ného predpokladu budeme vediet minimalny pocet lamp po-
trebny na osvetlenie mensej casti. Klucovou vecou je urcit, ako mame jedalen zmensit. Totiz priamociare
napady, ako napr. odstranit jeden ¢i dva rady stolov, nefunguju. Potrebujeme vymysliet rafinovanejsi spdsob.
Tym bude, Ze odrezeme dva riadky aj dva stlpce.

Co véak s tym, Ze mdme dve premenné? V matematickej indukcii mézeme vyuzivat len jednu. S tym sa
da popasovat roznymi spdsobmi. Prvou moznostou je robit indukciu podla jednej premennej, napr. m, a na
druhtd premennt 7 sa divat ako na parameter, ktory moze nadobudat [ubovolnti hodnotu. Druhou moznostou,
je pouzit novti premennd, do ktorej tieto dve premenné m, n zabalime. Standardny sp6sob je robit indukciu
podla s = m + n. Okrem toho sa d4 vymysliet este plno dal$ich ndpadov. Podstatou je nejako si zoradit jedalne
podla velkosti a vysledok pre vacsiu jedalen odvodit z vysledkov pre mensie jedalne. My pouzijeme prvy
sposob. Podme teda nasu indukciu riadne zapisat.

Dokazeme, Ze na osvetlenie jedalne rozmerov m x n, kde m, n su fubovolné nezaporné parne cisla také, ze
m < n, potrebujeme aspoii m(n + 1)/2 1amp. To ukdzeme matematickou indukciou podla m.

1Z4pis [x] oznacuje horn celt ¢ast redlneho Eisla x. Je to najmensie celé &islo, ktoré je aspon tak velké ako x. V kladnych ¢&islach
sa da interpretovat ako zaokrtihlenie nahor na celé ¢islo. Pomocou tohto Sikovného zapisu vieme takéto vysledky zapisat jednotne
bez toho, aby sme museli rozliSovat paritu ¢isel m, n.
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Ak m = 0 a n je lubovolné nezaporné celé ¢islo, tak potrebujeme aspon 0 lamp, teda pre m = 0 dokazované
tvrdenie plati.

Predpokladajme, Ze pre m = k, kde k je nezaporné parne ¢islo, a lubovolné nezaporné celé parne ¢islo [ potre-
bujeme na osvetlenie jedalne rozmerov k x I aspon k(I+1)/2 lamp. Uvazujme teraz jedalen rozmerov (k+2) xn
(pre lubovolné parne n > k+2). Teraz potrebujeme ukazat, Ze na osvetlenie takejto jedalne potrebujeme aspon
(k+2)(n+1)/21amp.

V posledom riadku jedalne zafarbime poli¢ko v kazdom neparnom stlpci a v poslednom stlpci zafarbime po-
licko v kazdom nepérnom riadku (pozri obrazok). Takto sme zafarbili (k+2)/2+n/2 policok. Iba jedna lampa
osvetli dve zafarbené policka, a to lampa na spolo¢nom rohu poli¢ok (k +2,n—1) a (k + 1,1n). Okrem nej
kazda lampa osvetli najviac jedno zafarbené policko. Preto na osvetlenie zafarbenych poli¢ok potrebujeme
aspon 2((k+2)/2+n/2)-1=k +n+1lamp.

k x(n-2)

ii:

Zoberme si ¢ast jeddlne tvorenti celou jedalnou bez poslednych dvoch riadkov a bez poslednych dvoch stlpcov.
Ide teda o ¢ast jeddlne rozmerov k x (n — 2). Preto podla ndsho indukéného predpokladu na osvetlenie tejto
Casti potrebujeme aspon k(n—2+1)/2 lamp. Polozili sme pritom I = n—2, ¢o je vdaka tomu, zen > m = k+2 > 2
naozaj nezdporné celé parne ¢&islo. Ziadna z tychto 1amp neosvetli zafarbené policko. Preto na osvetlenie celej
jedélne (k + 2) x n potrebujeme aspon

k(n-1) +2k+2n_kn—k +2k+2n+1_ k(n+1)+2(n+1) (k+2)(n+1)
2 2 2 - 2 - 2

lamp. To je presne to, ¢o sme chceli ukdzat. Na§ dokaz matematickou indukciou je hotovy. Teda na osvetlenie
jedélne parnych rozmerov m x n potrebujeme aspont m(n + 1)/2 lamp. Tym sme dokdzali vietky potrebné
dolné odhady.

Na zéver tohto rieSenia este poukaZeme na pre niekoho nestandardny sposob prvého kroku indukcie. Clovek
by typicky ¢akal za prvy krok zobrat jedalen rozmerov 2xn. To, samozrejme, kludne mézeme spravit a nasledne
nahradit vSade nezdporné ¢isla kladnymi. AvSak matematici st lenivé tvory a robili by tym pracu navyse.
Ukazat dokazované tvrdenie pre m = 2 sa da tak isto, ako opisujeme dokaz pre jedalen (k + 2) x n. Preto
nie je potrebné to pisat dvakrat a vieme to takto elegantne obist. Ak v$ak mate problémy sa s tym zmierit,
odporuc¢ame vam vo svojich rieSeniach neexperimentovat a radsej za prvy krok zobrat m = 2.

3.10 Kecupova Malba Snov opravoval Zajo

Zadanie. V jeddlni urobili tety kuchdrky langose. Kuchdrka Betka sa odusevnene pustila do kecupomalby lango-
$a. Najprv do kruznice I, ktord ohranicuje langos, vpisala trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Dalej
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urobila dotycnicu ku kruznici l v bode A, ktord pretala priamku BC v bode P. Stred kratsieho oblitka AB kruznice
| oznacila ako M. Pokracovala priamkou PM, ktord druhykrdt pretala kruznicu I v bode Q. Svoje umenie za-
koncila dotycnicou ku kruznici | v bode Q, ktora pretala priamku AC v bode K. Sice plno kecupu skoncilo mimo
taniera, ale Betka vie, Ze jej umelecké dielo je to pravé. Dokdzte, Ze uhol PKC je pravy.

Pri geometrii je uzitocné si povedat, ¢o sa vlastne budeme snazit dokazat. Cely obrazok pdsobi tak, ze APKC
a ABAC by mohli byt rovnolahlé podla stredu C. Ak by boli rovnolahlé, tak aj pri bode K by bol pravy uhol
a preto hladany < PKC by bol pravy.

Na rie$enie tejto dlohy vyuZijeme more podobnych trojuholnikov a pomerov, ktoré platia medzi ich dlzkami

.....

sa na nacrt, postupne si overit, Ze vSetky uvedené vztahy platia a nakoniec si uzit zlepenu skladacku.

V tlohe st mozné dve konfiguracie, prva ked bod P lezi na polpriamke BC (pripad, ktory uvedieme) a druha,
ked bod P lezi na polpriamke CB. Druhu konfiguraciu je mozné vyriesit Gpravou tohto postupu (iné troju-
holniky budu podobné a iné uhly sa budu rovnat), ktort odportacame si rozmysliet. Na obrazkoch uvadzame
obe.

A M
Q
B
p
K
K
Q
p
B
C

Vsimnime si §tvoricu bodov P, C, A, B. Tvori typicka konfiguraciu pre pouzitie mocnosti. Mozeme si ale
v§imnut aj usekovy uhol | <« CBA| = | < PAC]|. Uhol pri vrchole P tvori spolu s uvedenym tsekovym uhlom dva
uhly, ktoré st rovnaké v APCA, APAB (1). Tieto dva trojuholniky st preto podobné. V rovnakej konfiguracii
st v ulohe aj dvojice: APQA, APAM (2) a AKCQ, AKQA (3). Pripravme si este poslednu dvojicu podobnych
trojuholnikov: APCQ, APMB (4). V tomto pripade | < PQC| = 180° — | < CQM| = | < CBM| (posledna rovnost
vyplyva z toho, ze CQMB je tetivovy $tvoruholnik). Okrem toho oba trojuholniky maji spolo¢ny uhol pri
vrchole P, ¢im je podobnost dokazana.

https://www.kms.sk/ 12 kms@kms. sk


https://www.kms.sk/
mailto:kms@kms.sk

@@ Riesenia 3. kola zimnej Casti

Aby boli APKC a ABAC rovnolahlé, musi platit:

IKC| _|PC|
IKA| ~ |PB]
(Mozno ste sa stretli s priamou definiciou rovnolahlosti, kedy by sme tvrdili, ze |[KC|/|CA| = |PC|/|CB, nie je

vSak tazké si rozmysliet, Ze uvedend rovnost je s nou ekvivalentna. Staci si rozpisat dlhsie strany ako sucet
mensich Casti a rovnicu upravit.)

Upravujme postupne lavid stranu. Vystupuju v nej body ako v (3), odkial vieme (dve rovnice nasledne vyna-
sobime):

K¢l _lQcl  IkQl_led _ |kC| (m)
KQl ~|AQ kAl ]AQ] K] ~\]aQ

Postupne zo (4) a (2) vieme:

QCl_|MB|  |AQ_|MA| _|QC| _|MB| [PA] _[PA
Pal B [PQ T [PA] AQ] ~ [nal [PB| ~ [PB

Dve rovnice sme vydelili a vyuzili sme, ze [MA| = |MB|, lebo M je stred obluka.

Pouzitim (1), trividlne platného tvrdenia a ich vynasobenim dostaneme:

PA| _|PC| PA| _[PA] _ (IPA] P
|PB| ~ |PA|’ |PB|  |PB| IPB| ] ~ |PB]

Ostdva nam zlozit jednotlivé zavery a tesit sa:

@(@)(@)@

KAl \laQl) \[PB]] ~ |PB|
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