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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Kusok Modifikovany Symbol (k < 1) opravovali Ivka a Kika

Zadanie. Harry je fanuisik Harryho Pottera a prial si pod stromcek symbol darov smrti. Pod stromcekom si nasiel
rovnostranny trojuholnik ABC s vpisanou kruznicou k a rovnostranny trojuholnik DEF, ktorého opisand kruznica
je tiez kruznica k. Harry bol smutny, lebo takto nevyzerd symbol darov smrti. No asporni moZe porovnat obsahy
trojuholnikov. Zistite, kolkokrdt je obsah trojuholnika ABC vicsi ako obsah trojuholnika DEF.

Trojuholnik ABC je rovnostranny a vieme, Ze v rovnostrannych trojuholnikoch st taznice a vysky na jednot-
livé strany totozné a lezia na osiach uhlov a aj osiach stran. Priesecnik vysok (ortocentrum), tazisko, priesec-
nik osi uhlov a osi stran je jeden bod. Stred kruznice vpisanej trojuholniku sa nachadza na priese¢niku osi
uhlov (pretoze os uhla je mnozina bodov, ktoré maji od ramien uhla rovnaku vzdialenost). Dotykové body
st priese¢niky stran a kolmic zo stredu vpisanej kruznice na jednotlivé strany. V pripade rovnostranného
trojuholnika st tymito kolmicami kolmica vysky, taznice, ... Dotykové body su v tomto pripade stredy stran.

Ked tieto 3 dotykové body spojime, vznikne nam tak trojuholnik, ktorému je dana vpisand kruznica troju-
holniku ABC opisanou kruznicou. Teda trojuholnik DEF zo zadania. O niom vieme, Ze jeho vrcholy lezia
v stredoch stran trojuholnika ABC a teda st strednymi prieckami. Stredné priecky rozdelia trojuholnik ABC
na 4 zhodné trojuholniky a dizka kazdej z nich je polovicou dlzky strany trojuholnika ABC.

Vzhladom na to, Ze trojuholnik DEF je jednym zo 4 zhodnych trojuholnikov vypliiajicich trojuholnik ABC,
je jeho obsah jednou stvrtinou obsahu trojuholnika ABC.

1.2 Kosaka Muci Sudost (k < 2) opravovala Kika

Zadanie. Pdn Kosdk nemd rdad pdrne Cisla, preto kiipil svojim detom pod stromcek rastiicu postupnost
1, 3,5 7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 31, 33, ...,

ktord obsahuje vietky kladné celé cisla zloZené len z nepdrnych cifier. Ndjdite 2018. clen tejto postupnosti.

Podme zistit kolko cifier bude mat 2018. ¢len. Jednocifernych ¢lenov v postupnosti je 5 a st to prave neparne
cifry, teda: 1, 3, 5, 7 a 9. Dvojcifernych ¢lenov je 25 = 52, pretoze na mieste prvej cifry moze byt 5 roznych
¢islic a taktiez na mieste druhej cifry ich moze byt 5 roznych. Trojcifernych ¢lenov je 125 = 5%, $tvorcifernych
¢lenov je 625 = 54, pitcifernych ¢lenov je 3125 = 5°. Vieme lahko dopocitat, ze ¢lenov, ktoré maji najviac $tyri
cifry je spolu 780 a ¢lenov, ktoré maju najviac pat cifier je 3905. Z toho lahko vidno, Ze 2018. ¢len musi byt
patciferny.

Tak a teraz najdeme jeho jednotlivé cifry. Kolko je takych pétcifernych ¢lenov, ktoré zacinaju 1? Pre kazdua zo
zvy$nych Styroch cifier mdme 5 moznosti, teda takychto clenov je 625. Teda 19999 musi byt 780 + 625 = 1405.
¢len postupnosti. Podobne ¢lenov zacinajtcich 3 je tiez 625 a 39999 je 780 + 625 + 625 = 2030. ¢len postupnos-
ti. To sme uzza 2018. ¢lenom. Jedna moznost ako ho najst, je ist od 39999 (2030. ¢len) o dvanast clenov spat (na
2018. ¢len). Kludne ssi tie ¢leny vypisme: 39999, 39997, 39995, 39993, 39991, 39979, 39977, 39975, 39973, 39971, 3
Vidime, Ze o 12 ¢lenov naspit od 39999 je 39955, a to je nas hladany 2018. ¢len.
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Iné rieSenie

Vieme ist na to aj trochu inak. Kedze hladame 2018. ¢len a vieme, Ze je pétciferny, tak zistime kolky patciferny
¢len to je. Takych ¢lenov, ktory maju menej ako pit cifier je 780, teda to musi byt 2018 — 780 = 1238. ¢len.
Clenov zacinajucich kazdou z moznych cifier je 625. Potom podielom 1238 : 625 = 1 zv. 613 vieme zistit, Ze
prva cifra musi byt 3. Je to tak, pretoze vidime, Ze 1238. je v druhej 625-tici. Prva 625-tica st tie, ktoré zacinaju
cifrou 1, druha 625-tica su tie, ¢o zacinaju cifrou 3. V skuto¢nosti z toho vieme vycitat este viac a dokonca,
ze je to 613. ¢len v tejto 625-tici, ktora zacina cifrou 3. Podme zistit dalsiu cifru. Trojcifernych ¢lenov je 125.
Spravme podiel 613 : 125 = 4 zv. 113. Vidime, Ze chceme byt v piatej 125-tici. Teda druha cifra musi byt 9.
Dalej 113 : 25 = 4 zv. 13. Dal3ia cifra je tiez 9. 13 : 5 = 2 zv. 3. dalsia cifraje 5. 3 : 1 = 3, ¢im dostdvame, ze
posledna cifra je tiez tretia najmensia mozna a je to konkrétne 5. Nas hladany 2018. ¢len je 39955.

Iné riesenie

Mozme ist aj od zaciatku inak. Prevedme si &islo 2018 do pitkovej ststavy. Je to 31033. Co znamena, ze
2018 =3-5%+1-5>+0-52+3-5! +3.5% Avsak pozor, nemdzme si povedat, ze nech je 1 ako 0 v pitkovej
sustave, nech je 3 ako 1 v patkovej ststave, ... Vidiet to m6Zme lahko na tomto priklade: ¢islo 012, resp. 12
v patkovej sustave by sme reprezentovali ako 135, resp. ako 35, ¢o su zjavne dva rézne ¢leny postupnosti. Ale
¢islo 2018 mozme zapisat aj inak, bez toho aby sme tam nejakd mocninu ¢isla 5 mali 0-krat. Zoberieme ju
radSej 5-krat a ta dalsiu vacsiu zoberieme o 1 menej krat. Potom ¢islo 2018 =254 +5-5% +5-52+3.51 +3.50,
Tym mame takt modifikovanua péatkovu sastavu s ciframi 1, 2, 3, 4 a 5. Tu v8ak celkom spokojne mozeme 1
previestna 1, 2 previest na 3, 3 previest na 5, 4 previest na 7 a 5 previest na 9. Cislo 25533 v tejto modifikovanej
pétkovej stistave je po prevedeni na ¢leny postupnosti 39 955.

1.3 Kolko Medovnikov Spapas? (kx < 3) opravoval Dominik

Zadanie. Vseobecny slovensky chudobny student chcel kiipit svojim malym suirodencom Adamovi a Eve hru.
Nemal vsak vela peniazi, tak im len vytlacil pravidld. Na zaciatku hry je na papieri napisand postupnost Cisel
1,2,3,4,...,19, 20. Hru zatina Adam a ndsledne sa strieda s Evou v tahoch. Hrdc vo svojom tahu umiestni
znamienko + alebo — pred niektoré Cislo, ktoré este nemd znamienko. Ked uz vsetkych 20 cisel md znamienko,
hra konci. Potom Eva zje tolko medovnikov, akd je absoliitna hodnota suctu Cisel na papieri.

Eva chce zjest ¢o najviac medovnikov a Adam chce, aby ich Eva zjedla co najmenej. Ndjdite najlepsiu stratégiu
pre Adama a najlepsiu stratégiu pre Evu.' Kolko medovnikov spapd Eva, ak ona aj Adam budii hrat podla svojich
najlepsich stratégii

Ulohy, kde hladdme optimalnu stratégiu pre dvoch je potrebné zvycajne riesit tak, ze vysledok dokézeme ohra-
nic¢it zhora aj zdola. V nasom pripade to znamend ukazat, Ze Eva vie za akychkolvek podmienok zjest aspon n
medovnikov a tiez to, ze Adam dokaze za akychkolvek podmienok hrat tak, aby ich viac nebolo. Je tiez dolezité
si uvedomit, Ze ak je nejaka stratégia najlepSou v kazdom momente hry, nemusi to znamenat, zZe je najlepsia
aj pre celd hru.

V prvej ¢asti ukazeme, Ze Eva zje vzdy aspon 30 medovnikov. Preco? Vezmime si ¢isla od 1 do 20 a rozdelme ich
do dvojic tak, ze 1 a 2 st spolu, 3 a 4 atd. Kedze Adam zac¢ina, musi vybrat nejaké ¢islo a dat mu znamienko.
Eva nasledne vyberie ¢islo, s ktorym je Adamovo ¢islo vo dvojici a priradi mu opa¢né znamienko. Jedinou
vynimkou je dvojica 19,20, v tejto d4 Eva rovnaké znamienko obom ¢&islam. Co tym dosiahne? 19 a 20 jej
dajua v absolutnej hodnote 39, vo zvysnych deviatich dvojiciach ndm urcite vznikne v sucte ¢islo medzi -9 a 9.

"Najlepsia stratégia pre Evu je taka stratégia, ktorou vie Eva zarudit, Ze zje asponi m medovnikov bez ohladu na to, ako hraje
Adam. Navyse, m je najvacsie mozné. Obdobne, najlepsia stratégia pre Adama je taka stratégia, ktorou vie Adam zarucit, Ze Eva zje
nanajvy$ n medovnikov bez ohladu na to, ako ona hraje. NavySe, # je najmensie mozné.
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Adam samozrejme moze pridelit 19-ke alebo 20-ke opa¢né znamienko ako ma sucet zvy$nych 9 dvojic, z coho
vyplyva, ze hodnota zmeni znamienko. Eva teda zje urcite aspon 39 — 9 = 30 medovnikov.

Teraz nam este treba ukazat, Ze Adam ma stratégiu, ktord nedovoli Eve zjest viac ako 30 medovnikov. Adam
najprv priradi ¢islu 20 znamienko + a rozdeli si ¢isla od 2 po 19 do dvojic. Velmi podobnymi spdsobom, ako
je hore uvedené, v nich vie dosiahnut +1 alebo —1 (zapi$eme to ako +1). Avsak len dokym Eva nepouzije ¢islo
1. Ak sa to stane skor ako na konci, vyberie najvicsie nepouzité ¢islo a tomu dd znamienko —. Nasledne bude
¢akat, ¢i mu Eva tuto jeho dvojicu doplni. Ak nedoplni, doplni on dvojicu, ktort tymto tahom Eva nacala
a v nej tak do suctu dostane +1. Eva moze jeho dvojicu doplnit opaénym znamienkom, ¢o jej ale nepomdze
(£1), alebo rovnakym. Ak Eva jeho dvojicu doplni, musi Adam otvarat dalSiu dvojicu. Vyberie si najvyssie
nepouzité ¢islo a pouzije znamienko opacné k tomu, aké pouzil naposledy, ked otvaral novua dvojicu. Sucet
v novej dvojici je vzdy v absolitnej hodnote mensi ako v predoslej dvojici s rovnakymi znamienkami, z ¢oho
vyplyva, Ze sucet vSetkych cisel v dvojiciach s rovnakymi znamienkami bude stile medzi —37 a 0. Pozrime sa
teraz, aky bude pri Adamovej stratégii celkovy sucet:

« za dvojicu 1, 20 mame do suctu bud 19 alebo 21, podla toho, ¢i je pri 1-ke + alebo —;
« za dvojice s roznymi znamienkami ¢islo medzi -9 a 9;

« za dvojice s rovnakymi znamienkami dostaneme vzdy zaporné ¢islo medzi —37 a 0.

Z toho vyplyva, ze hodnota stc¢tu bude vzdy medzi 21 + 9+ 0 = 30220 - 1 — 9 — 37 = 27, teda absolutna
hodnota bude mensia alebo rovna ako 30. Co bolo treba dokazat.

Zvyssie uvedenych poznatkov vyplyva, ze v pripade, Ze obaja hraju najlepsie ako vedia, Eva zje 30 medovnikov.

7 w7

Druha cast inak: Adamova stratégia bude tentoraz ind: Vyberie vzdy najvyssie nepouzité ¢islo a dd mu zna-
mienko opacné, ako ma doterajsi sucet, ak je sucet 0, bude to +. Preco takato taktika funguje? Podla taktiky
Adam zacne +20-kou. Rozdelme si tahy na jednotlivé kola. Nech i-te kolo je to, v ktorom sa naposledy zmeni
znamienko(alebo je nulové) celkového suétu. V prvych i—1 tahoch sme uz uréite vyuzili ¢isla 20, ---, 20— (i—2).
V i-tom pére mdzeme teda pridat do absolutnej hodnoty 20 — (i — 1) + 20 — i = 41 — i. Vieme tieZ, Ze predtym
bol sucet opacného znamienka alebo nulovy, teda po i-tom tahu bude stcet maximaélne 41 — i. Vo zvysnych
10 — i kolach v8ak hodnota bude uz len klesat(Adam vzdy vezme najvyssie ¢islo a to je opa¢ného znamienka
ako Evino ¢islo) a to aspon o jedna. Na konci teda sticet bude nanajvys (41 —i) — 10 = 31 — i < 30.

1.4 Kritérium MnozZstva Sladkosti (k < 4) opravoval Adam

Zadanie. Niektoré deti dostdvajii darceky podla toho, ako boli dobré. V rodine Raciondlnych vsak dostdva ich
syncek Racko darceky podla poctu raciondlnych cisel. Najprv dostane od rodicov tabulku 50 x 50. Potom Racko
oznadijej riadky cislamiay, ay, ..., asya stfpce ¢islami by, b, ..., bsy, pricom tychto 100 Cisel je navzdjom réznych
a prave 50 z tychto 100 Cisel je raciondlnych. Potom umiestni do policka v i-tom riadku a j-tom stlpci ¢islo a; + b;.
Racko dostane pod stromcek darcek za kazdé raciondlne Cislo v tabulke. Zistite, kolko najviac darcekov moze
Racko dostat pod stromcek.

Prva vec, ktora nas napadne, je fakt, ze ak Racko pise do tabulky prave 50 racionalnych ¢isel, zvy$nych 50 musi
byt iracionalnych. Z toho nas potom logicky bude zaujimat, aké rozne ¢isla vieme vlastne si¢tami racionalnych
a iraciondlnych ¢isel ziskat.

Racionalne ¢islo je také, ktoré vieme zapisat ako podiel dvoch celych ¢isel. Iracionalne nevieme. Stcet dvoch
raciondlnych ¢isel je vzdy raciondlny. Stucet raciondlneho ¢isla s iraciondlnym je vzdy iracionalny (skuste si to
sami dokazat). Sucet dvoch iracionalnych ¢isel je zaujimavy, lebo moze byt racionalny aj iracionalny.

V tomto pripade sa snazime ndajst maximalny pocet racionalnych suctov, ktoré sa v tabulke budu nachadzat,
mozeme si teda iracionalne ¢isla napasovat tak, aby sucet dvoch bol vzdy racionalny. To dosiahneme napriklad
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tak, Ze vSetky iracionalne ¢isla v stlpcoch budu mat tvar x + 7 a vSetky iracionalne ¢isla v riadkoch budu mat
tvar y — m. x a y su hocijaké raciondlne ¢isla, avSak rézne. 7 je nejaka iracionalna $karedost, ktora je véade
rovnaka. S¢itavanim nam teda iracionalna cast vzdy vypadne a ostane nam len raciondlna cast.

Dobre teda, zratajme si teraz, kolko akych suctov dostaneme. Nazvime si pocet racionalnych riadkov RR, pocet
iraciondlnych riadkov IR, pocet raciondlnych stlpcov RS a pocet iraciondlnych stipcov IS. Pocet racionalnych
suctov je pocet poli¢ok, kde sa stretnu dve raciondlne alebo dve iraciondlne ¢isla. Len tak na skusku si rozdelme
racionélne a iracionalne ¢&isla tak, ze v stlpcoch aj riadkoch bude z kazdého rovnako, teda 25. Racionalnych
suctov teda bude

RR-RS+1IR-IS=25-25+25-25=1250.

Podobne iracionalne sucty budua tam, kde sa stretne racionalne ¢islo s iracionalnym, teda

RR-IS+IR-RS =25-25+25-25=1250.

Moézeme si v§imnut, ze nikde neberieme do vahy rozmiestnenie jednotlivych ¢isel v stlpcoch a riadkoch.
Nerobime to nahodou, tato informacia je pre nas uplne zbytocna.

Mame teraz 1250 racionalnych suctov. To nie je zI¢, nejde to ale na viac? Vyskasajme. Dajme tomu, Ze zacneme
s tymi poctami, ktoré mame, teda RR = IR = RS = IS = 25. Chceme to ale vyratat trocha vieobecnejsie, takze
si tam pridame parameter celé ¢islo n, a to tak, Ze pocet racionalnych riadkov bude teraz RR = 25 + n. Zvysné
riadky budu potom iracionalne a bude ich IR = 25 — n. Celkovy pocet racionalnych ¢isel, ktoré Racko dopisal
je stéle 50, a tak kolko sme pridali/ubrali na riadkoch, musime ubrat/pridat na stipcoch. Racionalnych stlpcov
tak bude RS = 25 — n a iracionalnych stipcov IS = 25 + n.

Zratajme teraz znovu, kolko bude raciondlnych suctov:

RR-RS+1IR-IS=(25+n)-(25-n) +(25-n)-(25+n) = 1250 — 2n*.

Bez velkej namahy vidime, Ze tento pocet bude najvicsi, ked 2n? = 0 a teda n = 0. A mame, ¢o sme chceli. Ak
sa Racko posnazi, pod stromcek moze dostat najviac 1250 darcekov, ¢o je fakt vela, a ak mu rodic¢ia nekupia
jedno Lego, Racko celkom vyhral.

1.5 Koule Mi Spadla (x < 7) opravovala Ceky

Zadanie. Nesikovnd Miladka rozbila pri zdobeni stromceka vianocnii gulu. Na zemi tak skoncilo vela ostrych
¢repov. Medzi nimi sa nachddzal aj ostrouhly trojuholnik ABC. Os uhla BAC pretinala stranu BC v bode D.
Nech k je kruznica opisand trojuholniku ABD a priamka p je kolmica na priamku AD prechddzajiica bodom
B. Miladka si oznacila E priesecnik kruznice k a priamky p rézny od bodu B a dalej stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC ako O. Dokdzte, ze body A, O, E lezia na jednej priamke.

KedZe trojuholnik ABC je ostrouhly, st body O, E v rovnakej polrovine urcenej priamkou AB ako bod C. Staci
preto ukazat, 7e | < BAE| = | < BAO|. RieSenie si rozdelime na dva pripady: ked bod E lezi mimo trojuholnika
ABC a ked'lezi v trohuholniku ABC. Za¢neme pripadom, Ze lezi mimo trojuholnika ABC.

KedZe trojuholnik ABO je rovnoramenny, tak | < BAO| = 1(180° — | <AOB|) = 90° — | < ACB. To plati preto,
lebo uhol ACB je obvodovy k obliku, ku ktorému je uhol AOB stredovy.
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Uhly BAE a BDE st obvodové uhly nad tsec¢kou BE, preto plati, Ze | < BAE| = | < BDE|. Z trojuholnika BDE
vieme, ze | < BDE| = 180° — | <« DEB| — | <« EBD|. KedZe $§tvoruholnik BEDA je tetivovy (¢ize sulet jeho protilah-
lych uhlov je 180 stupniov), tak plati 180° — | <« DEB| = | < BAD|. Po dosadeni do predoslej rovnice dostdvame
| <BDE| = | < BAD| - | < EBD], ¢o je to isté ako | < BAD| — | < FBD| (ozna¢ime F priese¢nik priamok BE a AD).
Preto dostavame rovnicu

|< BAE| = |« BDE| = | < BAD| - | < FBD|.
Zo zadania vieme, Ze | < BAD| = | < BAC| a za pomoci trojuholnika BDF vidime, ze
|<BAD| - |<FBD| = 1| <BAC| - 180° - (| < DFB| - | < BDF)).
Zo zadania dalej vieme, Ze uhol DFB je pravy a uhly BDF a CDA st vrcholové, preto plati aj nasledujtica rovnost:
1| <BAC| - 180° — (| < DFB| - | < BDF]) = 5| <BAC]| - (90° — | < CDA|).
Za pomoci trojuholnika ACD mo6zeme pokracovat v upravach
1]« BAC| - (90° - | < CDA|) = 1| < BAC| - 90° + (180° - | < DAC| - | <ACD)).
Dalej uz vieme pokracovat jednoduchym upravovanim vyrazov a prepismenkovanim uhlov
2| <BAC| +90 - 1| < BAC| - | < BCA| = 90 — | < BAC| = | < BAO|.

Ukazali sme teda, Ze uhly BAE a BAO maju rovnaku velkost, a preto body A, E, O lezia na jednej priamke.

Este potrebujeme rozobrat pripad, ze bod E lezi v trojuholniku ABC. Zvolme si vo vnutri trojuholnika ABC
bod M leZiaci na usecke AE taky, ze |[MA| = |[MB|. O tomto bode sa budeme snazit ukdzat, e je zhodny s bodom
0.

Velkost uhla DAE si ozna¢me x. Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou DE vieme, Ze aj uhol DBE ma velkost
x. Vieme dalej, ze | « DAB| = ;| < BAC|. KedZe trojuholnik AMB je rovnoramenny, tak | < ABM| = 3| < BAC|+x.

Z trojuholnika AMB dopocitame, Ze | < AMB| = 180° — | < BAC| — 2x. KedZe uhly AMB a BME st susedné, tak
| < BME| = | < BAC| + 2x. Pomocou trojuholnika AFE zistime, ze | < AEB| = | < AEF| = 90° — x. Z trojuholnika
MBE dopotitame, 7e |« MBE| = 180° — | < BME| — |« BEM| = 90° — | < BAC| - x.

Séitanim uhlov ABM, MBE a EBC dostaneme, Ze

|<ABC| = (1|<BAC| +x) + (90° — x - | < BAC]|) + (x) = 90° - }| < BAC| + x.

Pomocou trojuholnika ABC dostaneme, Ze | < BCA| = 180° — |« BAC| — | < ABC| = 90° — 3| < BAC| - x.

Vidime, Ze vellkost uhla AMB je dvojnasobkom velkosti uhla ACB. Kedze uhol ACB je obvodovy uhol na
kruznici opisanej trojuholniku ABC k obluku AB, tak uhol AMB musi byt stredovy uhol k tomuto obluku (je
to aj vdaka tomu, ze |MA| = [MB|). Z toho uz vyplyva, ze bod M je stredom kruZnice opisanej trojuholniku
ABC, a preto je zhodny s bodom O. Bod M bol zvoleny tak, aby lezal na tisecke AE a teda aj bod O na nej lezi,
¢ize body A, E, O lezia na jednej priamke.

1.6 Kde Mam Soby?! opravoval Marek

Zadanie. Santa Claus ma kvoli lepsej prehladnosti ocislované soby kladnymi celymi cislami. Sob cislo a moze
cvdlat vedla soba b prave vtedy, ked plati

a®+ b =a®+42ab+ b*.
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Ndjdite vsetky dvojice sobov (a, b), ktoré mézu cvdlat vedla seba.

Jedna rovnica o dvoch neznamych, a este k tomu v celych ¢islach. Na prvy pohlad komplikovana tloha, tak
skusme sa na nu zatial laicky popozerat. Lava strana a®+b° by mala rast rychlejsie ako prava strana a®+b>+42ab.
To preto lebo od nejakého a, je pre a > b aj a® > a* + 42ab a od nejakého by aj b*> > b>. To by nam malo povedat
nie¢o o kone¢nom pocte rieseni. Odskusat vietky moznosti je viak nepraktické. Dalej sa d4 nahliadnut na to
tak, ze je to kubickd rovnica pre a s parametrom b. Lenze pri pocitani diskriminantu tejto kubickej rovnice
sa dopracujeme ku problému ratania korenov polynému $iesteho stupnia. To znie ako niec¢o ¢o nepojde fahko.
Preto musime zvolit iny pristup k ulohe a nesnazit sa ist tvrdohlavo tymto smerom.

V takychto tlohach je vhodné uvazovat suciny. Idealne sticiny ¢o sa maju rovnat prvocislu. Pokusme sa najst
taky stc¢in. Mézme napriklad skasit rozdelit a> +b* na suc¢in dvoch vyrazov, takto: (a+b)(a?—ab+b?). Terazna
[avej strane by sme radi nasli jeden z tychto stcinitelov. Vidime, Ze sucinitel a? + b?> —ab tam skoro je len si treba
pozicat extra —ab. TakZe nasa rovnica bude zatial vyzerat takto: (a+b)(a?—ab+b?) = (a>—ab+b?)+42ab+ab.
Jednoduchou tpravu dostaneme

(a*—ab+b*)(a+b-1) = 43ab.
Super, mame prvodislo, teraz uz moézme zacat uvazovat.

KedZe sa ideme hrat s prvocislami, a teda delitelnostou, tak sa ndm hodi také nieco ako najvacsi spolo¢ny delitel
lisel a a b, budeme ho znacit NSD(a, b). Nech teda NSD(a, b) = d tak vieme vyjadrit nase premenné ako sti¢in
daco krit d. a = dA a b = dB. Nasu rovnicu teda prepiseme do tvaru d>(A? — AB+ B?)(dA +dB—-1) = 43d*AB,
ateda (A2— AB+B?)(dA +dB—-1) = 43AB. Lahko nahliadneme, ze NSD(A? - AB+ B?, AB) = 1 a teda médme
dve moznosti:

A’ — AB+ B? = 43, (1)

A*-AB+B*=1. (2)

Najprv vybavime rovnicu (2) prepisanim na (A — B)? + AB = 1, kedZe oba ¢leny na lavo st nezdporné tak
mame jediné rieSenie tejto rovnice A=B=1. Teda aj a=b spatnym dosadenim do povodnej rovnice dostaneme
2a3 = 2a% + 4242, ¢o je ekvivalentné s a?(a — 22) = 0, a teda rieSenie je a = b = 22.

Teraz rovnica (1). A2 — AB+ B? = 43. Tdto rovnicu prepiSeme znovu na tvar (A — B)? + AB = 43. Ale z toho je
jasné, ze (A — B)? < 43 ¢o vieme prepisat na |[A — B| < 6. KedZe je pévodnd aj poslednd rovnost su symetrické,
mozeme pisat A = k + Bkde k € {0,1,2,...,6}. Dosadime a mame kvadraticku rovnicu s parametrom k:
A2-A(A-k)+(A-k)? = 43. Teraz ju upravime na nejaky krajsi tvar. A2—Ak+K?—-43 = 0. Aby mala celo¢iselné
rieSenie musi byt odmocnina z diskriminantu celd. Na domacu ulohu si rozmyslite preco. Teda diskriminant
samotny je $tvorec nezaporného celého ¢isla. D = —3k? + 4 - 43. Odtialto taktiez vidime obmedzenie k < 7,
lebo diskriminant nemoze byt zaporny. Postupnym dosadenim k = 0,1, 2, ...,6 dostaneme postupne takéto
hodnoty diskriminantu 172, 169, 160, 145, 124, 97, 64. Odtial vidime, Ze jediné vyhovujtce ¢isla su k = 1
a k = 6, a teda sa dopocitame k rieSeniam pre k = 1: A = 7 alebo A = -6, odkial lahko vidime, Ze rieSenie
A = -6 nevyhovuje. Pre k = 6 dostaneme zase tie isté rieenia: A = 7 a B = 1. Dalej z tivahy o symetrickosti
vieme, Ze nie su rie$enia len dvojice [a, b] ale aj [b, a]. To ale znamena, Ze neméme len rieSeniea =7a b =1
aleaja=1,b=7.

KedZe sme overili vSetky moznosti, tak jediné soby ¢o mo6zu cvalat vedla seba st [22,22],[1,7],[7,1].

1.7 Klaus, Mikulas, Santa opravoval Jozo

Zadanie. Dostali ste od Jeziska darcek, ktory ste chceli? To je sice pekné, ale viete, kolko prdce s tym JeZisko ma?
Jezisko mad pripravenych m roznych darcekov, z kazdého jeden kus. Na svete je n deti (n < m). Pre kladné celé
¢islo i < n, i-te dieta md z Jeziskovych m darcekov vyhliadnutych d; darcekov, po ktorych tizi (1 < d; < m). JeZisko
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vie, Ze plati

Dokazte, Ze JeZisko moZe rozdat defom po jednom darceku tak, aby kazdé dieta dostalo darcek, po ktorom tizi.

V zadani sa nam objavuje precudesnd podmienka o poc¢toch darc¢ekoch, ktoré maji deti vyhliadnuté. Ozna¢me
si tito podmienku (*). Co ndm asi chce povedat? Skuste si pohladat niekolko n-tic ¢isel d, d,, ..., d,, pre
rozne hodnoty 7, ktoré podmienku (*) spliiaji. Isto si viimnete, Ze aby podmienka (*) platila, musia byt
pocty chcenych daréekov velké. To nam naznacuje, Ze asi nebude problém rozdat darceky. Budeme len musiet
poriadne zd6vodnit, Ze je to mozné.

Jeden zo spdsobov, ako mdzeme ukazat, ze darceky ide rozdat, je opisat priamo postup, ktorym ich ma Jezisko
rozdat. Skusme teda celkom priamociary postup. Jezisko si zoradi deti podla poctu darcekov, ktory si zelaju.
Teda tak, aby platilo d; < d, < --- < d,. V takomto poradi im bude davat darceky z tych, ktoré maji jednot-

livé deti vyhliadnuté. Presnejsie, ked pride na rad i-te dieta, JezisSko mu da niektory z jeho vyhliadnutych d;
darcekov, ktory este nedal inému dietatu.

Avsak, bude takéto rozdavanie vzdy fungovat? Co ak sa stane, ze prideme takto k dietatu, ktorého vietky
darceky sme dali uz inym detom. Musime ukazat, Ze sa nieco takéto nestane. Ked davame darcek i-temu
dietatu, rozdali sme uz i — 1 darcekov. Ak by i-te dieta chcelo aspon i darc¢ekov, teda d; > i, tak by nam to
zarucilo, Ze by kazdému dietatu ostal aspon jeden darcek.

Skusme to ukazat sporom. Co ak by nejaké dieta, povedzme j-te v poradi, chcelo d; < j daréekov? Pozrime sa,
¢o sa stane s podmienkou (*). Vdaka na$mu usporiadaniu vieme, Ze deti s ¢islom k mensim ako j chcu tiez
menej ako j darc¢ekov. Preto 1/dj > 1/j. Z nasej podmienky tak dostaneme

1+1+ +1+1+ +1>1+ + +1>1+1+ 1—j—l
dl dz d] d]+1 dn N dl dZ dj J J J ] .
~—
Jj-kréat

Dostali sme teda 1/d; + 1/d, +--- + 1/d, > 1, o je spor. Preto teda pre kazdé i, 1 <i < n plati d; > i a Jezisko
vie darceky rozdat vyssie opisanym sposobom.

Riesenie matematickou indukciou

O tom, ¢o musia spiﬁat’ Cisla dy, dy, ..., d,, sa da vela zistit. Napriklad, ze musi existovat dieta, ktoré chce
aspon n darcekov. Takéto dieta si moézeme odmysliet, lebo ak n — 1 zvy$nym detom rozddame darceky, isto
odmyslenému diefatu ostane nejaky volny daréek. Uloha sa ndm zjednodusila, staéi ndm ukézat, Ze mozno
rozdat ostatnym n — 1 defom ich vyhliadnuté daréeky. Podmienka (*) plati aj po odmysleni dietata. Takto
by sme mohli pokracovat v odmyslovani deti, az kym by nam ostalo len jedno dieta a darcek, ktory chce.
Avsak matematika ma na to krasny ndstroj, ako takéto postupné odmyslovanie exaktne a jednoducho opisat —
matematicku indukciu. Jej pouzitie nam vie ulah(it rieSenie alebo spisovanie mnohych uloh. Podme si ukazat,
ako ju mozeme pouzit.

Ulohu vyriesime matematickou indukciou podla po¢tu deti 7. Ak mdme jedno dieta, chce aspori jeden darcek
a ten mu aj vieme dat. Predpokladajme, Ze pre nejaké k vieme darceky rozdat fubovolnym n = k detom, ktoré
splitaji podmienku (*). Majme teraz k + 1 deti, pre ktoré plati (). Medzi nimi existuje diefa, ktoré chce
aspon k + 1 darcekov (dokaz prenechdvame citatelovi, je podobny ako v prvom rieseni). Pre ostatnych k deti
stale plati podmienka (*), kedZe sme z jej lavej strany len zobrali jeden kladny ¢len. Preto podla indukéného
predpokladu vie Jezisko rozdat kazdému z tychto k deti darcek, ktory chce. Taktiez spomedzi k + 1 darcekov,
ktoré chce zvysné diete, existuje niektory, ktory este ziadne dieta nedostalo a ten mu vieme dat.
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Riesenie cez Hallovu vetu

Skusenejsi riesitel si v§imne, Ze tto tlohu mozeme formulovat pomocou teérie grafov’. Mame graf, v ktorom
vrcholy predstavuju deti a darceky. Hranou spojime kazdé dieta s tymi daréekmi, po ktorych tazi. V takomto
grafe st rozdelené vrcholy na dve Casti - deti a daréeky. Ziadna hrana nespéja dva vrcholy z rovnakej casti.
Takyto graf sa nazyva bipartiting. Nasou tilohou je ukazat, Ze v takomto bipartitnom grafe, ktory spliia pod-
mienku (*) existuje pdrenie pokryvajiice mnoZinu deti, t. j. takd mnozina hran M, Ze Ziadne dve hrany nemaja
spolo¢ny vrchol a z kazdého vrchola z mnoziny deti vychadza hrana z mnoziny M.

Problém, kedy takéto parenie existuje je dobre prestudovany. Opisuje ho Hallova veta®, ktora vravi, Ze v bi-
partitnom grafe s particiami A, B existuje parenie pokryvajuce véetky vrcholy mnoziny A prave vtedy, ked
Iubovolna podmnozina mnoziny A ma aspon tolko susedov ako prvkov. Pre vyriesenie tlohy nam teda staci
overit, ¢i na$ graf spliia tato Hallovu podmienku. Podme na to.

Pre spor predpokladajme, Ze existuje k takych deti, Ze pocet darc¢ekov, ktoré ma kazdé z nich vyhliadnuté, je
menej ako k. Oznacme si pocty darcekov, ktoré tieto deti chcu, ako d, d, ..., d;. KedZe vsetky tieto Cisla su
menej ako k, plati

1 1 1 1 1 1 k

— =+t =2 =+ =+t —=>=-=1,

d d d, d; d d. k
¢im opit dostdvame spor. Preto nas graf spliia Hallovu podmienku a podla Hallovej vety v iom existuje Gplné
pérenie, ¢o sme chceli dokazat.

1.8 Kruznica Majestatnych Sviecok opravovali Juro a Slavo

Zadanie. Ku spravnej stedrej veceri patri adventny veniec. Najlepsie taky, ktory md tvar kruznice k, na ktorej
lezia sviecky v styroch roznych bodoch A, B, C, D v tomto poradi. Dalej polpriamky AB a DC sa pretinajii v bode
M a polpriamky BC a AD sa pretinajii v bode N. Navyse plati, Ze | < BMC| = | < ANM| a |BC| = |CN|. Preco je
takyto veniec najlepsi? Lebo body M, N sti rovnako vzdialené od stredu kruznice k. Dokdzte to!

Prvé zistenie je, Ze trojuholnik BMN je rovnostranny so zakladnou BM. Toto sa dalo dokazat napriklad oby-
¢ajnym vyuhlenim, cez podobnosti trojuholnikov a mnoho inymi metédami.

Najjednoduchsia sa nam zdala tato: trojuholniky ADM a AMN maju zo zadania rovnaky jeden uhol a pri
vrchole A maja druhy rovnaky, preto s podobné. Potom ale | < NMA| = | < ADM| Vidime, Ze $§tvoruholnik
ABCD je tetivovy, preto maju protilahlé uhly sucet 180° , a teda | < ADC| = | < MBC]|. Ziskavame tak | < NMA| =
|<ADM]| = | < ADC| = | < MBC|. Teda trojuholnik BMN je rovnoramenny.

Trojuholniky AMN a CBM st podobné, kedze | <« AMN| = | « CBM| z rovnoramennosti, a | < ANM| = | <« CMB]|.
Uz to skoro ale mame, sta¢i vyuzitich pomery. Plati teda |CB|/|MB| = |AM|/|NM|, resp. |CB|-|NM| = |AM|-|MB|.

PouZijeme poslednu vec zo zadania, a to rovnost [NC| = |CB|. Z rovnoramennosti plati aj [NB| = [NM]|. Plati
teda |[NC| - [NB| = |CB| - [INM| = |MA| - |MB|, ¢o sme chceli dokazat.

Pokial ti nasledovné pojmy budu cudzie, o tedrii grafov si mozes precitat v Zbierke KMS.

*Hallova veta je v Zbierke KMS uvadzana bez dokazu. Jej dokaz mozete ndjst napr. na
https://kms.sk/312/plugin/attachments/download/525/. Mobzete si ju skusit dokazat aj sami ako tréning do dal$ich uloh KMS.
Dokaz nie je az tak naro¢ny. Staci sa vyhrat s matematickou indukciou. Skuste sa pozriet na to, ktoré pripady st lahké, kde indukciu
pouzijeme bez problémov. Opiste potom, ¢o je na tazkych pripadoch problematické a skuste sa od toho odrazit.
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1.9 Kvalitnejs$i Mirov Seminar opravoval Pedro

Zadanie. Miro dostal pod stromcek nasledujiicu funkciondlku, aby si tym skvalitnil svoj semindr. Ndjdite vietky
funkcie f: R — R také, Ze pre vsetky redlne Cisla x, y plati

fx+yf(x)) = fxf(y)) = x+ fly + f(x)).-

Mame najst vSetky funkcie, pre ktoré plati dana rovnost. Predpokladajme teda, ze to nejaka konkrétna funkcia
splna. KedZe to splia pre vietky redlne x a y, splia to aj pre lubovolné x a y, ktoré tam dosadime. Postupnym
dosddzanim $ikovnych kombinacii premennych x a y vytvorime sadu podmienok, ktoré musi spliiat kazda
funkcia, ktora splha nasu rovnost. Nasledne roznymi tivahami o tejto sade podmienok (popripade dal$imi
$ikovnymi dosadeniami vyuzivajucimi uz zistené vztahy) mozeme ziskat cenné informacie a dufat, Ze raz do-
staneme explicitny predpis (alebo predpisy) nasej funkcie. KedZe tento predpis musia spliiat vietky funkcie
vyhovujuce zadaniu, vieme, Ze tento predpis/-y je nutnou podmienkou existencie nasej hladanej funkcie/-ii.

Za¢nime dosadenim dvojice (x,y) = (0,0) (neskor uz tento zépis budeme pouzivat skratene), to je taky kla-
sicky zadiatok, z ktorého chceme obvykle zistit nie¢o o f(0). Po dosadeni dostdavame: f(0) = f(0) + f(f(0)),
a teda po uprave f(f(0)) = 0. Nuz, nie je to zIé, ale mohlo to byt aj lepsie.

Skdsme trochu vSeobecnejsiu dvojicu: (x,0), kde x je lubovolné redlne ¢islo: f(x) = f(xf(0)) — x + f(f(x)).
Dalej mo6zeme skusit opaént dvojicu (0,x): f(xf(0)) = A0) + f(x + f(0)). Oznaé¢me ¢ = £(0).

Nech ¢ = 0. Potom z druhého vztahu dostaneme f(x) = 0. Po dosadeni do povodnej rovnice v$ak vidime, ze
takato funkcia zadaniu nevyhovuje. Preto ¢ # 0 (tu vidime, Ze nutnost podmienky nezarucuje jej postacuju-
cost).

Posvietme si na druhu rovnicu bliz$ie. Mdme f(cx) = ¢ + f(x + ¢). VSimnime si, Ze ak ¢ # 1 (predpokladajme
to), tak s meniacim sa x-om sa nam argument na lavej strane meni inak rychlo ako argument na pravej strane.
Zaroven ¢ # 0 . Preto by sme vedeli najst také x, pre ktoré by sa argumenty nalavo a napravo rovnali.

c

(X=x+cx=——
c—-1
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Potom po dosadeni tejto hodnoty do nasho vztahu dostavame:

A5) -5

o je spor s tym, ¢o uz sme zistili. Preto ¢ = f{0) = 1.

), teda ¢c=0,

Pozrime sa, ako sa vdaka tomuto zisteniu zjednodusia nase dva zdkladné vztahy: x = f(f(x)) z prvého vztahu
af(x) = 1+f(x+1) zdruhého. Oba tieto vztahy uz si pomerne velavravné. Specialnu pozornost by som kladol
na ten prvy, ku ktorému ak sa vo funkciondlnej rovnici dostanete, tak uz viete, Ze ste na dobrej ceste. Prec¢o?
Tento vztah totiz o funkcii prezradza, ze je zaroven prostd a zaroven surjektivna. K tymto dvom vlastnostiam sa
¢lovek dokaze dostat peknymi tivahami (necham na vés) alebo jednoducho tak, ze surjektivnost vyplyva jasne
z toho, Ze za x vieme dosadit hoci¢o a evidentne vieme najst taki hodnotu z, pre ktort je f(z) rovné x. Prostost
vyplyva z nasledovnej jednoduchej myslienky: nech k # I a nech f(k) = f(I). Dosadte si to do x = f{(x)) auz
uvidite pravdu.

Druhy vztah sam o sebe nie je az taky silny, ale ddva nam tip, ako by funkcia mohla vyzerat — konkrétne tu nas
vedie k myslienke, Ze funkcia by mohla byt f(x) = 1-x. Pozor! Toto ¢isto z tohto vztahu este dokdzat nevieme!
Zamyslite sa, preco (niektorym z vas bude stacit, ked si precitaju komentar k ich rieseniu).

Teraz uz ale mame dost silny arzendl na to, aby sme to naozaj dokdzali. Sta¢i dosadit dvojicu (1,x) : f(1) =
f(f(x)) = 1+ f(x). VyuZijiic nami ziskané informacie z tohto dostdvame: f(x) = 1 — x.

Podobne sa vieme dopracovat k vysledku aj dosadenim (x,1) : fx + f(x)) = 1 — x + f(1 + f(x)). Vyuzijuc
flx) =1+f(1+x)af(f(x)) = x dostaneme: f(x + f(x)) = 0. Lenze my vieme, Ze f(1) = 0 (lebo f(1) = f(0) — 1),
a kedze funkcia je prostd, tak existuje iba jediny argument, pre ktory f(argument) = 0, a teda to musi byt 1.
Teda x + f(x) = 1 alebo f(x) =1 - x.

Stac¢i nam uz teraz overit, ¢i nami ziskana podmienka pre funkciu (explicitny predpis) naozaj vyhovuje zadaniu
— t. j. pre vSeobecné hodnoty (x,y) ukézat, ze nasa funkcia skuto¢ne vyhovuje zadaniu. Tento krok uz opit
necham na Citatela.

Pozndmka: Tato uloha sa dala riesit aj jednoduchsie, vlastne len ¢isto s dosadeniami, ja som ju naschval vy-
riesil takto, aby som mohol ukazat celkom useful myslienky o dosadeniach, ktoré si vypocitame, prostosti,
surjektivnosti, vztahu naznacujucemu vysledok a naslednému doklepnutiu.

1.10 Komunikacia Mdjho Svetonazoru opravovali Marin a Vodka

Zadanie. V KMS je niekolko vediicich a niektoré dvojice sa spolu kamardtia. Namiesto toho, aby si uzivali pokojné
Vianocné sviatky, sa radsej hddaju, ¢i je krajsia fialovd alebo modrd farba. Na zaciatku si kazdy vediici mysli,
Ze krajsia je fialovd. Obcas sa stane, Ze jeden vediici zorganizuje stretnutie, ktorého sa ziicastni on a vsetci jeho
kamarati. Po tomto stretnuti sa vietkym ziucastnenym vediicim zmeni ndzor. Je mozné bez ohladu na to, ako sa
vediici kamardtia, Ze po niekolkych stretnutiach si budii vsetci vediici mysliet, Ze je krajsia modra?

Ako vo vela tlohach, aj v tejto bude uzito¢na matematicka indukcia. My budeme robit indukciu na pocet
veducich.

Prvy krok indukcie je ukazat nase tvrdenie pre trividlny pripad — ked mame len jedného veduceho. Ten je sam
a nema ziadnych kamaratov, takze ked ho pozveme na stretko, nazor sa zmeni len jemu. Easy.

Zaujimavejsi je pripad, ked mame veducich viac ako jedného. Vtedy mozeme vyuzit indukény predpoklad, ze
pre vietky skupiny mensich veducich tvrdenie plati - t. j. Ze vieme zvolat stretka tak, aby sa v§etkym zmenil
nazor. Vieme preto jedného veduceho, napr. Vodku, vynechat a zvolat stretka tak, Ze sa zmeni nazor vetkym
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veducim okrem Vodku. Pri nom mobhli nastat dve veci, bud sme nazor zmenili aj Vodkovi a vyhrali sme, alebo
sa nam to nepodarilo.

Ak sa nam to nepodarilo, v§imneme si, Ze sme nemuseli vynechat Vodku ale mohli sme vynechat hocijakého
veduceho. Keby sme pri vynechani iného veduceho, napriklad Mariana, mali $tastie, Ze po zmeneni nazoru
vsetkych ostatnych by sa zmenil aj Marianovi nazor, tak sme znova vyhrali.

Ak nie, tak to znamend, ze pre fubovolného vediceho dokazeme zmenit nazor véetkym veducim okrem neho.
Ked toto urobime dvakrat s roznymi veducimi - napriklad s Vodkom a Maridnom, tak Vodkovi a Mariano-
vi zmenime ndzor a ostatnym ho zmenime dvakrat, ¢ize im ostane pévodny nazor. KedZe to vieme urobit
s lubovolnymi dvoma vedicimi, znamena to, Ze vieme zmenit nazor lubovolnym dvom veducim.

Ak mame parny pocet veducich, opit je to jednoduché, pretoze takto véetkym po dvojiciach dokazeme zmenit
nazor na ten spravny, ze modra je lepsia.

Uz nam len ostava pripad, Ze mame neparny pocet veducich. Keby sme vedeli zmenit nazor neparnemu poctu
veducich, mohli by sme pokracovat zvy$nymi parmi, a zmenit ndzor véetkym veducim. Najjednoduchsie by
sme to mohli urobit tak, Ze stretko zvola taky veduci, ktory ma parny pocet priatelov. Otazka je, ¢i taky veduci
existuje.

Odpoved je ano, pretoze ked s¢itame priatelov vSetkych veducich, zaratame kazdé priatelstvo dvakrat, a te-
da dostaneme parne ¢islo. Keby mal kazdy veduci neparny pocet priatelov, tak by sucet priatelov vsetkych
veducich bol neparny, ¢o je spor .

Preto naozaj moze tento veduci zvolat stretko, tym zmenime ndzor neparnemu poctu veducich, a sme spokoni,
pretoze takto uz naozaj dokdzeme zmenit nazor kazdému vedicemu.

Tym je dokaz indukciou ukonceny a naozaj vieme pre lubovolny pocet veducich zvolat stretka tak, aby vsetci
zmenili nazor.
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